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Nene  Begründung  der  ersten  Sätze  über  projectivische 
Omndgebilde  im  Allgemeinen  und  über  barmonisclie  im 

Besonderen. 

Von 

Prof.  Dr,  Che.  Wiener  zu  Carlsruhe. 


(HierjBU  Tafel  I,  Figur  1  bis  7.) 


Zur  Begründang  der  ersten  Sätze  über  Projectivität  sind  zwei  Wege 
eingeschlagen  worden,  der  des  Doppelverliältnisses  und  der  der  harmoni- 
schen Punktreihe.  Auf  dem  ersteren,  fast  allgemein  betretenen  Wege  wird 
von  der  Bechnung  Gebrauch  gemacht,  auf  dem  letzteren  von  jeder  Rech- 
nung befreiten  Wege  wird  von  der  harmonischen  Punktreihe  ausgegangen, 
deren  Begriff  in  etwas  befremdender  Weise  durch  ihre  Erzeugung  aus  dem 
Vierecke  aufgestellt  wird.  Beidesmal  aber  ist  die  ursprüngliche  Anschau- 
ung des  Projicirens  verlassen.  Der  Verfasser  dieses  Aufsatzes  beabsichtigt 
im  Folgenden  eine  Begründung  jener  Sätze  zu  geben,  welche  ganz  auf  der 
Anschauung  des  Projicirens  beruht  und  sich  dadurch  dem  Gegenstande  in 
natnrgemässer  Weise  anschliesst.  Ausserdem  dürfte  dieselbe  durch  ihre 
Unabhängigkeit  von  der  Rechnung  für  die  synthetische  Geometrie  beson- 
ders geeignet  sein,  während  der  analytischen  £ntwickelung  das  Doppelver- 
hältniss  als  Grundlage  entspricht.  Das  eigenthümliche  Hilfsmittel  unserer 
Begründung  bilden  die  ähnlichen  Punktreihen,  über  welche  einige  Sätze 
benutzt  werden,  die  aus  der  Elementargcometrie  theils  unmittelbar  entlehnt, 
theils  in  einfacher  Weise  abgeleitet  sind.  Die  Begründung  dieser  Hilfsätze 
bedarf  zwar  der  Proportionen ,  ist  also  von  Rechnung  nicht  frei ;  dieselben 
leuchten  aber  wegen  der  Geläufigkeit  der  zu  Grunde  liegenden  Anschauun- 
gen unmittelbar  ein,  so  dass  wir  nur,  um  die  Grundlagen  deutlich  zu  zeigen, 
die  einfachen  Beweise  zugefügt  haben«  /^^^r^T^ 
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Entsprechend  der  Bebandlnng  der  Sätze  über  allgemeine  Projectivität 
massten  auch  der  Begriff  der  harmonischen  Gebilde  und  die  Beweise  der 
zugehörigen  Sätze  eine  Umänderung  erfahren.  Der  hier  zu  Grunde  liegende 
Begriff  der  harmonischen  Punktreihe  ist  ebenfalls  auf  die  Anschauung  des 
Projicirens  gegründet  und  von  jeder  Rechnung  befreit.  Die  harmonische 
Punktreihe  ist  in  ganz  entsprechender  Weise,  wie  es  durch  das  Doppelver- 
hältniss  geschieht,  als  besonderer  Fall  projectivischer  Punktreihen  betrach- 
tet. Wie  nämlich  bei  der  letzteren  Anschauung  für  vier  harmonische  Punkte 
die  Zulässigkeit  einer  gewissen  Vertauschnng  von  Elementen  ohne  Aen- 
derung  des  Doppelverhältnisses  als  Kennzeichen  aufgestellt  werden  kann, 
so  wird  im  Folgenden  für  dieselben  die  Zulässigkeit  der  nämlichen  Vertau- 
schuDg  von  Elementen  ohne  Aenderung  der  Projectivität  als  Kennzeichen 
aufgestellt  werden. 

Begriffe. 

L  Als  E 1  e'm ente  des  Raumes  werden  im  Folgenden  betrachtet : 
der  Punkt,  die  Gerade  oder  der  Strahl,  die  Ebene. 

2.  Aus  diesen  werden  die  Grün dge bilde  zusammengesetzt.  Die 
einförmigen  Grundgebilde  oder  diejenigen  der  ersten  Stufe,  von  de« 
neu  allein  wir  hier  zu  handeln  haben,  sind : 

1)  Die  gerade  Punktreihe  oder  kurz  die  Punktreihe.  Sie  ist  der 
Inbegriff  aller  Punkte  —  der  Elemente  — ,  welche  auf  einer  Geraden  — 
dem  Träger  der  Punktreihe  —  liegen. 

2)  Der  ebene  Strahlenbüschel  oder  kurz  der  Strahlenbüschel. 
Er  ist  der  Inbegriff  aller  Geraden  —  der  Elemente — ,  welche  in  einer 
Ebene  durch  einen  Punkt  derselben  —  den  Mittelpunkt  des  Strahlenbü- 
schels —  möglich  sind.  Liegt  der  Mittelpunkt  im  Unendlichen,  so  ergibt 
sich  ein  Parallelstrahlenbüschel. 

3)  Der  E  b  e  n  e  n  b  ü  s  c  h  e  1.  Er  ist  der  Inbegriff  aller  Ebenen  —  der 
Elemente  — ,  welche  durch  eine  Gerade  —  die  Axe  des  Ebenenbüschels  — 
möglich  sind.  Liegt  die  Axe  im  Unendlichen,  so  ergibt  sich  ein  Parallel- 
ebenenbüschel. 

3.  a)  1)  Zwei  Punktreihen  heissen  projectivisch  (»),  wenn  man 
sie  in  eine  derartige  Lage  bringen  kann,  dass  die. angegebenen  Punkte  der 
einen  und  der  andern  Reihe  sich  paarweise  auf  einander  projiciren.  Diese 
Lage,  in  welcher  die  Reihen  und  der  Projectionsmittelpunkt  in  derselben 
Ebene  liegen,  sowie  dann  auch  die  beiden  Punktreiben,  heissen  perspec- 
tiv is  eh.  Die  Punkte,  welche  sich  auf  einander  projiciren,  heissen  ent- 
sprechend. Da  die  Projicirenden  einen  Strahlenbüschel  bilden,  kann 
man  auch  zwei  Punktreihen  projectivisch  nennen,  wenn  man  die  Paare  ent- 
sprechender Punkte  in  dieselben  Strahlen  eines  Strablenbüschels  legen 
kann,  und  perspectivisch,  wenn  sie  darin  liegen. 
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2)  Zwei  Str ablenbüschel  heittsen  projectivisch,  wenn  maa 
sie  in  eine  derartige  Lage  bringen  kann,  dass  die  angegebenen  Strablen  des 
einen  und  des  andern  BUscbels  sich  paarweise  auf  einander  projiciren. 
Diese  Lage,  sowie  dann  auch  die  beiden  Strablenbüscbel,  heissen  per- 
spectivisch.  Die  Strahlen,  welche  sich  aufeinander  projiciren,  heissen 
entsprechend.  Da  die  projicirenden  Ebenen  einen  Ebenenbüschel  bil- 
den, so  kann  man  auch  zwei  Strahlenbiischel  projectivisch  nennen,  wenn 
man  die  Paare  entsprechender  Strahlen  in  dieselben  Ebenen  eines  Ebenen- 
böschels  legen  kann,  und  perspectivisch,  wenn  sie  darin  liegen.  Da  ferner, 
die  entsprechenden  Strahlen  sich  in  Punkten  der  Durchschnittsgeraden  der 
Ebenen  der  Strahlenbüschel  schneiden,  und  da  umgekehrt,  wenn  die  ent- 
sprechenden Strahlen  zweier  in  verschiedenen  Ebenen  befindlicher  Strah- 
lenbüschel  sich  in  Punkten  einer  und  derselben  Geraden  schneiden ,  diese 
Büschel  perspectivisch  in  dem  Ebenenbüschel  liegen,  dessen  Axe  die  Ver- 
bindungsgerade der  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  ist,  und  der  die  gerade 
Reihe  jener  Durchscbnittspunkte  projicirt,  so  nennt  man  zwei  Strablenbü- 
scbel ,  deren  entsprechende  Strahlen  sich  in  Punkten  einer  und  derselben 
Geraden  schneiden,  auch  dann  noch  perspectivisch,  wenn  sie  in  derselben 
Ebene  liegen.  Sind  die  Strahlenbüschel  parallel,  so  liegt  ihre  Durch- 
schnittsgerade im  Unendlichen. 

b')  3)  £ine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbüschel  heissen 
projectivisch,  wenn  man  sie  in  eine  derartige  Lage  bringen  kann,  dass 
die  angegebenen  Strahlen  des  Büschels  die  angegebenen  Punkte  der  Keihe 
projiciren.  Diese  Lage,  sowie  dann  auch  die  beiden  Gebilde,  heissen  per- 
spectivisch. Die  Strahlen  und  die  durch  sie  projicirten  Punkte  heissen 
entsprechend. 

A)  Ein  Ebenenbttschel  und  ein  Strahlenbüschel  heissen 
projectivisch,  wenn  man  sie  in  eine  derartige  Lage  bringen  kann,  dass 
die  angegebenen  Ebenen  des  EbenenbUschels  die  angegebenen  Strahlen 
des  Strahlenbüschels  projiciren.  Diese  Lage,  in  welcher  der  Mittelpunkt 
des  zweiten  Gebildes  in  der  Axe  des  ersten  liegt,  sowie  dann  auch  die  bei- 
den Gebilde,  heissen  perspectivisch.  Die  Ebenen  und  die  durch  sie 
projicirten  Strahlen  heissen  entsprechend. 

5)  Ein  Ebenenbüschel  und  eine  Punktreihe  heissen  pro- 
jectivisch, wenn  man  sie  in  eine  derartige  Lage  bringen  kann,  dass  die 
angegebenen  Ebenen  des  Ebenenbüschels  die  angegebenen  Punkte 
der  Punktreihe  projiciren.  Diese  Lage,  sowie  dann  auch  die  bei- 
den Gebilde,  heissen  perspectivisch.  Die  Ebene  und  die  durch  sie 
projicirten  Punkte  heissen  entsprechend. 

c)  0)  Zwei  Ebenenbüschel  heissen  projectivisch,  wenn  man 
sie  in  eine  derartige  Lage  bringen  kann,  dass  die  angegebenen  Elemente 
des  einen  dieselben  Strahlen  eines  Strahlenbüsches  projiciren,  wie  die  ange- 
gebenen Elemente  des  andern.     Diese  Lage,   in  der  die  Axen/^r  beidra 
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Ebenenbüscliel  sieb  im  Mittelpunkt  des  genannten  Strablenbtiscbels  scbnei- 
den,  sowie  dann  auch  die  beiden  Ebenenbäschel,  heissen  perspecti- 
viscb.  Die  Ebenen ,  welche  dieselben  Strahlen  projicireu,  heissen  ent- 
sprechend. 

Zusammenfassend  kann  man  sagen :  Zwei  einförmige  Grnndgebilde  — 
in  der  Reihenfolge :  Punktreihe,  Strahlenbüschel,  Ebeneubüschel  —  heissen 
projectivisch ,  wenn  entweder  a)  sie  sich  auf  einander  projiciren  können, 
oder  wenn  b)  das  eine  das  andere  projiciren  kann,  oder  wenn  c)  beide  das- 
^Ibe  Grundgebilde  der  nächst  vorhergehenden  Art  projiciren  können. 

4.  Aus  der  perspectivischen  Lage  folgt  unmittelbar,  dass  die  Folge 
der  Elemente  in  dem  einen  Gebilde  dieselbe  ist,  wie  die  der  entsprechen- 
den Elemente  im  projectivischen  Gebilde. 

6«  Zwei  projectivische  einförmige  Grundgebide  derselben  Art  heissen 
gleich  oder  congruent,  wenn  sie  mit  allen  Paaren  entsprechender  Elemente 
zur  Deckung  gebracht  werden  können. 

Parallele  Ebenen  schneiden  denselben  Ebenenbiischel  in  gleichen 
Strahlenbüscheln,  parallelle  Gerade  denselben  Parallelstrahlenbtischel  in 
gleichen  Pnnktreihen. 

8.  Zwei  projectivische  Punktreihen  heissen  ähnlich,  wenn  sie  in 
perspectivischer  Lage  parallel  in  ein  und  denselben  Strahlenbüschel  gelegt 
werden  können. 

Hilfssätze. 

7.  Satz.  Das  Verhältniss  der  entsprechenden  Strecken 
zweier  ähnlicher  Punkt  reihen  ist  unveränderlich. 

Seien  A^  B,  C...,  j(y  -ß',  (f..,  die  entsprechenden  Punkte  zweier  ähnli- 
cben  Punktreiben,  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 
JB  _AC  _BC  _ 
Äe~  Ä'ä~B'C 

8.  Satz.  Ist  das  Verhältniss  der  entsprechenden  Strecken 
zweier  Punktreihen  unveränderlich,  so  sind  dieselben 
ähnlich. 

Seien  -<^,  5,  C..,  ^,  -ß',  CT...  die  Punktreihen,  für  welche 
AB  _  AC  _  BC  _ 

YJ'~717~Wc        ' 

so  lege  in  einen  beliebigen  Strahlenbüschel  abc,..^  welcher ^^C...  proji- 
cirt,  eine  zu  AB  parallele  Gerade  A' B** C\.,^  welche  zwischen  den  Strah- 
len a  und  b  die  Strecke  ^"i?"=-4'^ enthält;  es  wird  dann  behauptet,  dass 
J['B"(f\„^ÄB'C...  Denn  die  erstere  Reihe  ist  mit  ABC,  ähnlich,  so  dass 

AB  _  AC  _BC^ 
j('B"~AL'C'~rC''" 
Da  nun  noch  A^'  E^'  =  Ä  J^^  so  ist  auch  ^  , 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Prof.  Dr.  Chr.  Wieneb. 

AC  _  AC  _  BC  _  BC 

l(i3'^Ä'a'~  ß^~Bf'cr 

und  ^'r  =  Ä C,  B''a'^  B' (f. 

Wenn  aber  zwei  Punkte  C\  C  auf  den  mit  den  Punktenpaaren  A'  A'\ 
ff  B"  zur  Deckung  gebrachten  beiden  Eeihen  dieselben  Abstände  von  die- 
sen beiden  Punkten  haben,  so  müssen  sie  zusammenfallen.  Dasselbe  gilt 
von  allen  andern  entsprechenden  Punktepaaren.  Daher  ist  auch  Ä Bf  C .** 
mit  ABC...  ähnlich. 

9.  Satz.  Alle  Pnnktreihen,  welche  Schnitte  desselben 
Parallelstrahlenbüschels  sind,  sind  ähnlich. 

Denn  das  Yerhältniss  entsprechender  Strecken  derselben  ist  unver- 
änderlich. 

10.  Satz.  Zwei  ähnliche  Punktreihen  liegen  perspecti- 
Tisch  in  einem  Strahlenbüschel,  sobald  zwei  Paare  entspre- 
che nderP  unkte  in  denselbenStrahlen  liegen,  und  wenn a)  der 
Büschel  ein  Parallelstrahlenbüschel  ist,  oder  wenn  6)  beide 
Pnnktreihen  parallel  sind.  Bei  Parallelstrahlenbüscheln  können  die 
genannten  Bedingungen  nur  dann  erfüllt  werden,  wenn  der  Abstand  zweier 
Punkte  einer  Reihe  nicht  kleiner  ist,  als  der  kürzeste  Abstand  der  entspre- 
chenden Strahlen. 

Der  Beweis  in  8.  ist  zugleich  der  Beweis  für  den  zweiten  Fall  unseres 
Satzes.  Derselbe  Beweis  gilt  auch  für  den  ersten  Fall  oder  für  Parallel- 
straiilenbüschel,  nachdem  der  Satz  ausgesprochen  wurde. 

Hau  kann  daher  in  ein  Strahlenbüschel,  welcher  eine  Punktreihe  pro- 
jicirt,  jede  mit  letzterer  ähnliche  Punktreihe  perspectivisch  legen,  in  ein 
Parallelstrahlenbüschel  jedoch  nur  unter  der  angeführten  Bedingung. 

IL  Satz.  Zwei  Punktreihen,  die  mit  einer  dritten  ähnlich 
sind,  sind  unter  einander  ähnlich. 

Denn  sie  können  beide  mit  letzterer  parallel  in  ein  Strahlenbüschel  ge- 
legt werden,  in  dem  sie  dann  auch  unter  einander  parallel  liegen. 

Die  Sätze  über  projeetivische  Gebilde. 

12.  Satz.  Zwei  einförmige  Grundgebilde,  welche  mit  ein 
und  demselben  dritten  einförmigen  Orundgebilde  projec- 
tirisch  sind,  sind  unter  einander  projectivisch. 

Der  Beweis  muss  für  die  6.3  oder  18  möglichen  Fälle  nachweisen,  dass 
zwei  solche  Grundgebilde,  welche  mit  ein  und  demselben  dritten  Grundge- 
bilde perspectivisch  liegen,  auch  unter  sich  perspectivisch  gelegt  werden 
können.  Nur  zwei  dieser  Beweise  [l)  a)  und  5)  a)]  bedürfen  ursprünglicher 
Anschauungen ,  während  alle  andern  sich  in  einfacher  Weise  auf  diese 
stützen. 

1)  Zwei  Punktreihen  t/,  v  sind  unter  einander  projectivisch,  wenn  sie 
projectivisch  sind  ^.^.^.^^^  ^^  GoOglc 
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a)  mit  ein  und  demselben  EbenenbüscLel  x, 

u  und  V  liegen  perspectiviscb  in  x.  Loge  durch  u  parallel  zur  Axe  x 
eineEbene  E^  so  schneidet  diese  denEbenenbüschel  x\n  einemParallelstrahlen- 
btischel.  Schneidet  E  die  v  in  einem  Punkte  J,  so  lege  durch  A  eine  Ge- 
rade parallel  u,  welche  den  Parallelstrahlenbüschel  in  einer  Punktreihe  Uf, 
die  mit  u  gleich  ist  (6),  schneidet.  Eine  Ebene  durch  v  und  u,  gelegt, 
schneidet  den  Ebenenbiischel  x  in  einem  Strahlenbüschel,  in  welchem 
li,  =  M  und  V  perspectivisch  liegen.  Schneidet  dagegen  E  die  v  nicht,  ist 
also  mit  ihr  parallel,  so  lege  durch  v  eine  die  Axe  x  schneidende  Ebene,  de- 
ren Schnitt  mit  dem  Ebenenbüschel  x  ein  Strahlenbüschel  ist,  welcher  zu  v 
perspectivisch  liegt.  Der  Schnitt  derselben  Ebene  mit  dem  genannten  Pa- 
rallelstrahlenbüschel ist  eine  mit  v  parallele,  also  ähnliche  Punktreihe  Vj, 
welche  auch  mit  u  ähnlich  ist,  weil  beide  in  demselben  Parallelntrahlenbü- 
flchel  liegen.    Daher  sind  auch  v  und  u  ähnlich  nnd  damit  projectivisch  (10). 

6)  Mit  ein  und  demselben  Strahlenbüschcl  [3.  1)].  \ 

c)  Mit  ein  und  derselben  Punktreihe  w. 

Drehe  den  Strahlenbüschel  (T,  welcher  u  auf  tv  projicirt,  um  w,  so  dass 
er  mit  dem  Strahlenbüschel  F,  welcher  v  auf  n^  projicirt,  nicht  in  derselben 
Ebene  liegt,  lege  durch  ü  V  als  Axe  einen  mit  w  perspectivischen  Ebenen- 
büschel, so  liegen  auch  £7,  Fund  damit  auch  t/,9  in  demselben  perspectivisch, 
sind  also  nach  1)  a)  projectivisch. 

2)  Eine  Pun^treihe  u  und  ein  Strahlenbüschel  S  sind  unter  einander 
projectivisch,  wenn  sie  projectivisch  sind  • 

€l)  mit  ein  und  demselben  Ebenenbüschel  rr« 

Lege  durch  u  parallel  zu  x  eine  Ebene,  welche  den  Büschel  x  in  einem 
Parallelstrahlenbüschel  schneidet.  In  diesem  liegt  auch  die  Punktieihe  v, 
in  welcher  jene  Ebene  den  Büschel  S  schneidet;  daher  ist  u  mit  v  ähnlich 
und  kann  in  den  Strahlenbüschel  5,  in  dem  u  liegt,  perspectivisch  gelegt 
werden  (10). 

h)  Mit  ein  und  demselben  Strahlenbüschel  J. 

Mit  dem  Ebeneubüschel,  der  S  auf  7  projicirt,  i.st  S  und  die  perspecti- 
yisch  mit  T liegende  u  perspectivisch,  daher  sind  S  und  ti  projectivisch  [2)a)]. 

c)  Mit  ein  und  derselben  Punktreihe  v. 

Mit  dem  Ebenenbüschel,  welcher  den  Strahlenbüschel,  der  u  auf  v  pro- 
jicirt, und  den  Strahlenbüschel  S,  der  ebenfalls  v  projicirt,  auf  einander 
projicirt,  liegen  t^  und  S  perspectivisch,  sind  daher  projectivisch  [2)  a)]. 

3)  Eine  Punktreihe  u  und  ein  Ebenenbüschel  x  sind  unter  einander 
projectivisch,  wenn  sie  projectivisch  sind 

a)  mit  ein  und  demselben  Ebenenbüschel  y. 

Der  Ebenenbüschel  y  projicirt  die  Punktreihe  u  und  einen  Strahlenbtt- 
schel  S,  vermittelst  dessen  x  mit  y  perspectivisch  liegen.  Da  u  und  S  per- 
spectivisch iny  liegen,  sind  sie  [2)a)]  projectivisch,  oder  es  kann  u  perspec- 
tivisch in  S  gelegt  werden;  dann  liegt  es  auch  perspectivisch  h^^p^/jTp 
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b)  Mit  ein  and  demselben  Strablenbüschel  5. 

Liegen  u  und  x  perspectiyisch  mit  S,  so  liegen  sie  auch  unter  einander 
perspectivisch. 

c)  Mit  ein  und  derselben  Punktreib^e  v. 

Lege  durch  v  eine  Ebene,  welche  den  Ebenenbüschel  x  in  einem  Strah- 
lenbüschel S  schneidet.  Da  u  und  S  mit  v  perspectivisch,  so  sind  sie  [2)0)] 
projectivisch ,  oder  es  kann  u  perspectivisch  in  S  gelegt  werden,  worauf  es 
auch  perspectivisch  in  x  liegt. 

4)  Zwei  Strahlenbüschel  S  und  T  sind  unter  einander  projectiyisch, 
wenn  sie  projectiyisch  sind 

d)  mit  ein  und  demselben  Ebenen  büschel  [3.  2)]. 
6}  Mit  ein  und  demselben  Strahlenbüschel  JR. 

S  und  T  schneiden  B  in  der  mit  ihm  perspectivischen  Lage  in  den 
Punktreihen  s  und  /,  oder  es  sind  S  oder  T  oder  beide  mit  R  parallel.  In 
den  letzteren  Fällen  ist  S  oder  T  oder  es  sind  beide  mit  R  gleich  und  dann 
sind  jedenfalls  S  und  T  projectiyisch.  Im  ersteren  Falle  sind  S  und  t  mit 
s  perspectiyisch,  also  [2)  c)]  projectiyisch,  und  es  kann  dann  i  in  S  perspec- 
tiyisch gelegt  werden.  Legt  man  T  wieder  mit  diesem  verlegten  i  per- 
spectivisch in  eine  von  der  Ebene  des  S  verschiedenen  Ebene,  so  liegen  S 
und  T  in  ein  und  demselben  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  ST,  und  welcher  t 
projicirt. 

c)  Mit  ein  und  derselben  Punktreihe  u. 

Lege  die  mit  u  perspectivischen  S  und  T  in  zwei  verschiedene  Ebenen, 
00  sind  sie  beide  mit  dem  Ebenenbüschel  ST,  welches  u  projicirt,  pro- 
jectiyisch. 

5)  Ein  Strahlenbüschel  S  und  ein  Ebenenbüschel  x  sind  unter  einan- 
der projectiyisch,  wenn  sie  projectiyisch  sind 

d)  mit  ein  und  demselben  Ebenenbüschel  y. 

Indem  (Taf.  I,  Fig.  1)  x  mit  y  perspectivisch  liegt,  liegen  beide  mit  dem- 
selben Strahlenbüschel  J perspectivisch;  ausserdem  liegt  S  mit  y  perspecti- 
visch. Sind  die  Strahlenbüschel  S  und  T  parallel,  so  sind  sie  gleich  und  x 
kann  dann  mit  S  perspectivisch  gelegt  werden.  Andernfalls  schneiden 
sich  die  Büschel  S  und  T  in  einer  Punktreihe  ti.  Lege  durch  u  parallel  der 
Axe  X  einö  Ebene ,  welche  den  Büschel  x  in  einem  Parallelstrahlenbüscbel 
schneidet.  Lege  sodann  senkrecht  zur  Axe  x  eine  Ebene,  welche  den  Bü- 
schel X  in  einem  Strahlen  büschel  R,  und  jenen  Parallelstrahlenbüscbel  in 
einer  mit  u  ähnlichen  Punktreihe  schneidet.  Daher  kann  man  t/  perspecti- 
visch in  R  legen.  Sodann  lege  über  u  in  die  Ebene  des  R  den  Büschel  S 
perspectivisch,  so  dass  R  und  S  in  derselben  zu  x  senkrechten  Ebene  auf 
derselben  Seite  von  u  liegen  (Taf.  I,  Fig.  2).  Man  suche  nun  in  B  und  S 
die  einander  entsprechenden  aufeinander  senkrechten  Strahlenpaare,  indem 
man  aus  dem  Durchschnitte  der  die  Strecke  BS  senkrecht  halbirenden  Ge- 
raden mit  u  einen  Kreis  durch  R  und  5* legt,  welcher  u  in  A  und  J^^chneide. 
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BAj  BB  und  SA,  SB  sind  dann  die  einander  entsprechenden  aufeinander 
senkrechten  Strablenpaare.  Liegt  iS  in  ^,  so  liegt  es  sogleich  perspecti- 
visch  in  dem  Ebenbüschel  x.  Liegt  S  nicht  in  R,  so  liegt  es  mit  ^  auf  dem- 
selben Halbkreise  ARB]  daher  ist  entweder  Bogen  nnd  Sehne  SA<^BAy 
und  dann  ist  Sehne  SB  "^BB,  oder  es  ist  Bogen  und  Sehne  SA  >RA,  und 
dann  ist  Sehne  SB<  BB.  Lege  nun  ASB  &\if  ARB,  so  dass  BA!  =  SA 
und  BB'  =  SB,  so  muss  entweder  A'  innerhalb  BA  oder  B'  innerhalb  BB 
liegen.  Durch  den  innerhalb  liegenden  Punkt,  in  der  Fig.  2  A^,  lege  eine 
Gerade  parallel  zu  u,  so  schneidet  diese  den  Büschel  B  in  der  mit  u  ähnli- 
chen Punktreihe  u,  welche  i?^  in  5"  triflFt,  so  dass  BB" <  BB^BB'. 
Durch  u  lege  eine  mit  der  Axe  x  parallele  Ebene ,  so  schneidet  diese  den 
Büschel  X  in  einem  mit  u  perspectivischen  Parallelstrahlenbüschel.  Drehe 
nun  Ä BB'  sammt  dem  nach  B  gelegten  Strahienbüschel  S  um  BA^,  so 
bleibt  BB'  in  der  Ebene  xB  des  Ebenenbüschels  x>  Drehe  nach  der  einen 
oder  der  andern  Seite  so  lange,  bis  B^  in  den  durch  -5"  gehenden  Strahl  des 
durch  u  gelegten  Parallelstrahlenbtischels  gelangt,  was  wegen  RB"  ^BB^ 
immer  möglich ,  so  liegt  u  perspectivisch  mit  u  (10)  in  demselben  Parallel- 
strahlenbüschel.  Dann  liegt  auch  ti  perspectivisch  im  Büschel  x,  und  da 
der  Mittelpunkt  S  des  die  u  projicirenden  Büschels  S  in  der  Axe  x,  so  liegt 
5  perspectivisch  in  x.  Es  ist  dies  wegen  der  zweifachen  möglichen  Drehungs- 
richtung  für  B^  auf  zwei  Arten  möglich. 

li)  Mit  ein  und  demselben  Strahlenbüschel  T. 

Der  Ebenenbüschel  x  und  der  Strahlenbüschel  S  sind  dann  beide  mit 
dem  Ebenenbüschel  ST  perspectivisch,  welcher  S  auf  T  projicirt,  daher 
[5)  a)]  unter  einander  projectivisch. 

c)  Mit  ein  und  derselben  Punktreihe  t«. 

X  und  S  sind  beide  mit  einem  Strahlenbüschel  T  perspectivisch,  wel- 
cher u  von  einem  Punkte  der  Axe  x  aus  projicirt,  daher  [5)  h)\  unter  ein- 
ander projectivisch. 

6)  Zwei  Ebenenbüschel  x  und  y  sind  unter  einander  projectivisch,  weni} 
sie  projectivisch  sind 

a)  mit  demselben  Ebenenbüschel  z. 

Der  Büschel  x  schneidet  den  perspectivisch  liegenden  z  im  Strahlen- 
büschel X,  y  den  z  in  Y.  .  Da  nun  Ä  vermittelst  z  mit  F  und  da  F  mit  y 
perspectivisch  ist,  so  sind  auch  [5)  b)]  X  und  y  perspectivisch.  Legt  man 
dann  X  perspectivisch  in  y  und  dann  x  perspectivisch  zu  X,  so  liegen  x  und 
y  vermitttelst  X  perspectivisch. 

fr)  Mit  ein  und  demselben  Strahlenbüschel  [3.  6)]. 
c)  Mit  ein  und  derselben  Punktreihe  w. 

Lege  zwei  Strahlenbüschel,  welche  m  projiciren,  einen  von  einem 
Punkte  X  der  Axe  x,  den  andern  von  einem  Punkte  Y  der  Axe  y,  lege  den 
Ebenenbüschel  XY,  weither  u  projicirt,  so  ist  x  durch  Xund  y  durch  Y  per- 
spectivisch mit  XY,  daher  sind  [6)  a)\  x  und  y  projectivisch. 
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13.  Satz.  Wenn  von  einer  Reihe  von  einförmigen  Grnnd- 
gebilden  das  zweite  mit  dem  ersten  und  jedes  folgende  mit 
einem  der  vorhergehenden  projectivisch  ist,  so  sind  alle  un- 
ter einander  proj  ecti  vis  eh. 

14.  Satz.  Wenn  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbü- 
schel projectivisch  sein  sollen,  so  ist  das  eine  Gebilde  durch 
drei  Elemente,  welche  willkürlich  sind  und  dreien  willkürli- 
chen des  andern  entsprechen,  ganz  bestimmt. 

Den  drei  Elementen  A,  P,  C  der  Punktreihe  m  (Taf.  I,  Fig.  8)  entspre- 
chen der  Beihe  nach  die  drei  Elemente  a^b^c  des  Strahlcnbüschels  S» 
Während  ein  Punkt  die  Strecken  AB  und  BC  durchläuft,  auf  deren  jeder 
der  jedesmalige  dritte  Punkt  nicht  liegen  soll,  muss  der  entsprechende 
Strahl  die  Winkel  ab  und  bc  durchlaufen,  in  deren  jedem  dann  auch  der 
jedesmalige  dritte  gegebene  Strahl  nicht  liegen  kann.  Da  also  dieser  Win- 
kel ab  nicht  den  Strahl  c,  also  noch  weniger  den  Strahl  a,  der  seine  eine 
Grenze  bildet,  zugleich  in  sich  schliessen  kann,  da  auch  Winkel  bc  den  a 
nicht  einschliesst,  so  kann  auch  ab  +  bc  den  Strahl  a,  der  die  eine  Grenze 
dieses  Summenwinkels  ist,  nicht  zugleich  in  sich  schliessen,  es  muss  also 
ab  +  bc<C,  2  Rechte.  Legt  man  nun  den  Winkel  ABD=:ab  und  den 
Winkel  CBE^^bc  auf  ein  und  derselben,  z.  B.  der  unteren,  Seite  von  u 
an,  so  lassen  dieselben  einen  Winkel  DBE^=^2R  —  Winkel  abc  auf  dieser 
Seite  übrig.  Beschreibt  man  dann  auf  der  entgegengesetzten,  der  oberen, 
Seite  von  u  zwei  Kreisbogen,  von  denen  der  eine  AB  zur  Sehne  und  BD  zur 
Tangente  und  der  andere  BC  zur  Sehne  und  BE  zur  Tangente  hiat,  so  fasst 
der  erstere  den  über  AB  stehenden  Winkel  a6,  und  der  letztere  den  über 
BC  stehenden  Winkel  bc.  Da  nun  diese  Kreise  den  Punkt  B  gemein,  hier 
aber  verschiedene  Tangenten  haben,  so  müssen  sie  sich  noch  in  einem  zwei- 
ten Punkte  schneiden.  Da  ferner  der  erste  Kreis  ganz  mit  A  auf  derselben 
Seite  von  DB  liegt,  und  der  zweite  ganz  mit  C  auf  derselben  Seite  von  BEy 
so  können  sie  nur  in  D'BE^^  dem  Scheitelwinkel  von  DBE^  also  auf  der  oberen 
Seite  von  u  oder  auf  den  die  Winkel  ab  und  frd fassenden  Bogen  den  zweiten  ge- 
meinschaftlichen Punkt  S'  haben.  Es  gibt  daher  immer  einen  Strahlenbüschel 
S'  {A^  Py  C),  welcher  mit  dem  gegebenen  a,  6,  c  gleich  ist.  Wählt  man  stets 
die  mit  den  eben  angenommenen  entgegengesetzten  Seiten  von  u,  so  ergibt 
sich  nochiS"  als  möglicher  Ort  des  Mittelpunktes  des  mit.ti  perspectivischen 
Strahlenbüschels  S.  Beide  Punkte  ä  und  ä'  sind  aber  in  Bezug  auf  u  of- 
fenbar symmetrisch,  so  dass  der  Strahlenbüschel  S  sammt  dem  darin  per- 
spectivisch  liegenden  u  mit  demjenigen  S'  sammt  u  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann.  Daraus  folgt,  dass  nur  einerlei  perspectivische  Lage  von  S 
und  ti  nach  den  gegebenen  drei  Paaren  entsprechender  Elemente  möglich 
ist.  Für  jedes  vierte  Element  des  einen  Gebildes  folgt  dann  nur  ein  viertes 
entsprechendes  Element  des  andern,  wus  zu  beweisen  war.  ^  j 
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15.  Satz.  Können  zwei  gleichartige  projectivische  ein- 
förmige Grundgebilde  mit  drei  Paaren  entsprechender  Ele- 
mente zur  Deckung  gebracht  werden,  80  decken  sie  sich  mit 
allen  Paaren. 

Es  seien  die  beiden  Gebilde  die  Punktreihen  ABCD,..^  ÄßCD'...^ 
welche  mit  A^  B^  C  und  ^,  B\  (f  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Dann 
kann  in  einen  zu  AB  CD,,,  perspectivisch  gelegten  Strahlenbüschel  S  auch 
die  Reihe  Ä B' C D* ,.,^  die  ebenfalls  mit  S  projectivisch,  perspectivisch  ge- 
legt werden.  Dies  geschehe  mit  den  Elementen  Äy  ff^  C^  und  ea  ist  auf 
der  Seite  von  5,  auf  welcher  ABC  liegt,  nur  auf  eine  Art  möglich,  nftmlich 
80,  das8  Ay  Äy  sowie  B^  Bl  und  C,  d  sich  decken.  Dann  liegen  beide  Punkt- 
reihen auf  einander  und  perspectivisch  zu  iS,  so  dass  jede  andern  entspre- 
chenden Punkte  auf  dem  Schnittpunkte  des  einen  entsprechenden  Strahles 
mit  dem  gemeinschaftlichen  Träger  der  beiden  Punktreihen,  also  in  einem 
Punkte  liegen.  —  Sind  die  Gebilde  zwei  Strahlenbüschel,  so  lege  sie 
mit  Deckung  der  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einander,  schneide 
sie  durch  eine  Gerade,  so  projiciren  sie  auf  diese  zwei  unter  einander  pro- 
jectivische Punktreihen,  in  denen  drei,  also  alle  Paare  entsprechender  Ele- 
mente sich  decken.  Dann  decken  sich  auch  alle  entsprechenden  Elemen- 
tenpaare der  Büschel ,  weil  sie  durch  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  und 
denselben  Punkt  der  Schnittgeraden  festgelegt  sind.  —  Sind  die  Gebilde 
zwei  Ebenenbüschel,  so  lege  sie  mit  Deckung  der  drei  Paare  entspre- 
chender Ebenen  auf  einander,  schneide  sie  durch  eine  Ebene,  so  projiciren 
sie  auf  diese  zwei  unter  einander  projectivische  Strahlenbüschel,  in  denen 
drei ,  also  alle  Paare  entsprechender  Elemente  sich  decken.  Dann  decken 
sich  auch  alle  Paare  entsprechender  Elemente  der  EbenenbüscheU 

16.  Satz.  Wenn  zwei  einförmige  Grundgebilde  mit  einan- 
der projectivi.sch  sein  sollen,  so  ist  das  eine  Gebilde  durch 
drei  Elemente,  welche  willkürlich  sind  und  dreien  willkürli- 
chen des  andern  entsprechen,  ganz  bestimmt. 

Denn  gäbe  es  mehrere  Gebilde  von  der  Art  des  ersteren,  welche  mit 
dem  zweiten  projectivisch  wären,  so  mttsste  es  auch  mehrere  unter  einander  pro* 
jectivischeGebilde  derselbenArtgeben,  welche  drei  Paare  entsprechender  Ela  • 
mente  gemein  hätten,  was  nach  dem  vorhergehenden  Satze  nicht  möglich  ist. 
Dass  aber  die  drei  Elemente  in  beiden  Gebilden,  welche  sich  entsprechen  sollen, 
willkürlich  sind,  folgt  daraus,  dass  eine  Punktreibe,  welche  mit  beiden  pro- 
jectivischen  Gebilden  projectivisch  ist,  mit  drei  willkürlichen  Punkten  (14) 
perspectivisch  zu  drei  willkürlichen  Elementen  eines  StrahlenbUschels,  also 
auch  eines  Ebenenbüschels,  sowie  einer  Punktreihe  gelegt  werden  kann. 

17.  Satz.  Zwei  gleichartige  projectivische  einförmige 
Grundg  ebilde,  welche  nicht  dieselbe  Ger  ade  znm  Träger  oder 
denselben  Mittelpunkt  oder  dieselbe  Axe  haben,  liegen  per- 
spectivisch, wenn  ein  Element  des  einen  das  entsnrechende 
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Element  des  andern  deckt,  vorausgesetzt,  dass  die  zwei 
Strahlenbüschel,  wenn  es  solche  sind,  in  einer  nnd  derselben 
Ebene  liegen. 

Sind  die  beiden  Gebilde-  die  Pnnktreihen  ABC.,,^  Ä Bf  €! ...  und 
decken  sich  A  und  Al^  so  bestimme  den  Schnittpunkt  5  der  Geraden  Bß 
und  cd .  Von  die»ein  aus  werden  die  beiden  Punktreihen  durch  zwei  pro« 
jectivische  Strahlenbüschel  projicirt,  welche,  da  sie  die  drei  Strahlen  Blf^ 
C^  und  ^5  gemein  haben,  sich  ganz  decken.  Es  fallen  demnach  die 
Strahlen  von  Sy  welche  zwei  entsprechende  Punkte  der  Reihen  projiciren,  zu- 
8amiiien,und  beide  Punktreihen  liegen  perspektivisch  im  StrahlenbUschel^. — 
Sind  die  Gebilde  zwei  StrahlenbUschel  abc...^  ab'c  ...^  di^  in  dersel- 
ben Ebene  liegen,  und  decken  sich  a  nnd  a\  so  verbinde  die  Punkte  bb\  cc 
durch  eine  Gerade  ?/.  Auf  diese  projiciren  die  beiden  StrahlenbUschel  zwei 
projectivische  Punktreihen,  weiche,  da  sie  die  drei  Punkte  bb\  cc  und  au 
gemein  haben,  sich  ganz  decken.  Es  fallen  demnach  die  Schnitte  zweier 
entsprechender  Strahlen  mit  u  zusammen,  und  beide  Büschel  liegen 
perspectivisch  über  der  Punktreihe  u.  —  Sind  die  Gebilde  zwei  Ebenen* 
büschel^^C..,  a'  B'  C ,.,,  und  decken  sich  A  nnd  A^  so  schneiden  sieh 
in  dieser  gemeinsamen  Ebene  die  beiden  Axen  im  Punkte  5,  der  auch  im 
Unendlichen  liegen  kann.  Die  Ebenen  ^und  B\  sowie  Cund  C  schneiden 
sich  in  zwei  Geraden,  welche  durchs  gehen.  Lege  eine  Ebene  T durch  diese 
beiden  Geraden,  so  projiciren  die  beiden  Ebenenbüscbel  auf  dieselbe  zwei 
Strahlenbüschel,  welche,  da  sie  die  diei  Strahlen  BB\  C(f  und  AT  ge- 
mein haben,  ganz  zusam  neu  fallen.  Ueber  diesem  Strahlenbüschel  ste- 
hen die  beiden  Ebenenbüschel  perspectivisch. 

Sie  Sätze  über  die  harmonischen  Gebilde. 

18.  Begriff.  Eine  harmonische  Punktreihe  ist  eine  Reihe  von 
Tier  Punkten  in  einer  Geraden,  welche  mit  einer  zweiten  Punktreihe  pro- 
jectivisch  ist,  die  aus  der  ersten  durch  Vertauschung  zweier  nicht  auf  ein- 
ander folgender  Punkte  gebildet  ist. 

Sind  Ay  ByCyD  die  vier  Punkte  in  der  Reihenfolge,  wie  geschrieben,  so 
muBS,  damit  die  Reihe  harmonisch,  * 

ABCD  n  CBAD 
nnd  ABCD  n  ADCB. 

19.  Satz.  Eine  harmonische  Punktreihe  ABCD  liegt  so, 
dass,  wenn  man  ein  Viereck  construirt,  von  dem  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten  in  zwei 
nicht  au  feinander  folgen  den  Punkten^,  fliegen,  und  dessen 
eine  Diagonale  durch  einen  dritten  Punkt  ^  geht,  dass  dann 
die  andere  Diagonale  durch  den  vierten  Punkt  2>  geht. 

Um  ein  solches  Viereck  zu  construiren,  ziehe  die  Diagonale  durch  B 
(Taf.  I,  Fig.  4)  willkürlich,  nehme  auf  ihr  die  zwei  Eckpunkte  5  und  ^  will- 
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kUrlich  an,  so  ist  das  Viereck  bestimmt.  Die  Seiten  SA,  S^C  liefern  den 
dritten  Eckpunkt  E,  SC^  S'A  den  vierten  G  des  Vierecks  SES'G.  Die  zweite 
Diagonale  EG  muss  dann  durch  D  gehen.  Denn  der  Schnittpunkt  D  der 
EG  mit  ABC  ist  derjenige  Punkt  der  ABCy  welcher  zunächst  der  einen  Be- 
dingung des  Begriffs  ABCD  n  CBAD 

genügt.  Es  ist  nämlich ,  wenn  ^  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen,  durch 
die  Projection  aus  5:  ABCD  n  EFGD, 

und  aus  5':  CBAD  n  EFGD] 

daher  ABCD  nCBAD. 

Jeder  andere  Punkt  B'  der  ABC  genügt  aber  dieser  Bedingung  nicht. 
Denn,  wei^n  B^  und  B^  die  Projectionen  des  B'  auf  EGslub  S  und  1^  sind,  so 
ist  aus  S:  ABCB'  n  EFGB^, 

aus  5':  CBAB*  n  EFGB^. 

Es  kann  daher  nur  dann  ABCB'  n  CBAB\  wenn  EFGB^  n  EFGB^y  und 
dies  kann  nach  16.  nur  dann,  wenn  O,  in  Z),  fällt.  Dies  tritt  nur  ein,  wenn 
/>'  in  B  oder  wenn  SB'  in  S  B\  also  2>'  in  B  fällt.  Der  letzere  Fall  ist  aber 
deswegen  nicht  zuzulassen,  weil  dann  A  und  C  gegen  die  Voraussetzung  auf 
einander  folgende  Punkte  wären. 

Da  es  demnach  nur  den  einzigen  Punkt  B  gibt,  welcher  der  ersten 
Bedingung  des  Begriffes  gentigt,  jedes  Viereck  von  der  angegebenen  Con- 
struction  aber  einen  Punkt  B  liefert,  der  derselben  Bedingung  genügt,  so 
müssen  alle  derartige  Vierecke  denselben  Punkt  B  Hefern. 

Es  ist  nun  noch  zu  beweisen,  d&S3  ABCB  auch  der  zweiten  Bedingung 
des  Begriffes  einer  harmonischen  Punktreihe 

ABCB  nABCB 
genügt.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  B  und  B  die  Schnittpunkte  der  Paare  ge^ 
gen  überliegender  Seiten  eines  Vierecks  sind,  dessen  Diagonalen  darch  A 
und  (7  gehen.  Ein  solches  Viereck  wird  aus  dem  vorigen  SES^G  (Taf.  I, 
Fig.  5)  gewonnen,  wenn  man  den  Schnittpunkt  ^seiner  Diagonalen  mit  A 
und  C  verbindet.  Diese  Linien  treffen  die  Seiten  des  vorigen  Vierecks  in 
den  Ecken  des  neuen.  Schneide  AF  die  ES'  in  IT,  die  GS  in  IC^  schneide 
CF  die  ES  in  Z,  die  Gl^  in  I^  so  gehen  die  Diagonalen  des  Vierecks  ff  HCL 
durch  A  und  C^  und  es  wird  behauptet,  dass  die  gegenüberliegenden  Seiten 
Lff  und  HC  sich  in  j&,  ffl  und  KL  sich  in  B  schneiden.  Denn  projicirt  man 
die  ganze  Figur  auf  eine  Ebene,  so  dass  die  Projection  von  ABCB^  die  wir 
mit  A^B^  CiBi  (und  entsprechen^  bei  den  andern  Punkten)  bezeichnen  wol- 
len, ins  Unendliche  fällt,  so  wird  S^Ei^iG^  ein  Parallelogramm,  F^  sein 
Mittelpunkt,  ^i^t»  ^i^i  Parallele  zu  je  zwei  Seiten,  Z|,J7,,J|,Ar^  die  Mitten 
der  Seiten  des  Parallelogramms.     Daher  wird 

L,H,  //  S,S^,  II  K^h 
und  ff,l,  II  E^G,  II  L,K,, 

oder  die  ersten  drei  Geraden  scheiden  die  unendlich  ferne  Gerade  A^  C^  in 
demselben  Punkte  B^ ,  die  letzten  drei  in  demselben  Punkte^^.    Daher 
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müssen  auch  LH^  SS^j  EI  die  Gerade  AC  in  demselben  Punkte  B^  Ely  EGy 
LK  in  D  schneiden. 

Anmerkung.  Wenn  vorher  bewiesen  wurde,  dass  jede  Reihe  von 
Tier  Punkten  A^  B,  C,  D  in  einer  Geraden  mit  einer  Reihe  projectivisch 
ist,  welche  durch  Vertauschung  der  Elemente  zweier  beliebiger  Paare  aus 
der  ersten  gebildet  wird,  dass  also  unter  Anderm 

CBADnADCB, 
so  kann  die  zweite  Hälfte  des  obigen  Beweises  einfach  so  geführt  werden. 
Bewiesen  wurde  ABCB  n  CBAD. 

Daher  durch  Verbindung  mit  dem  Obigen: 

ABCDnADCB. 

20.  Begriff.  Jeder  Strahlenbüschel  oder  Ebenenbüschel  von  vier 
Elementen,  welcher  mit  einer  harmonischen  Punktreihe  projectivisch  ist, 
heisst  harmonisch.  Von  vier  harmonischen  Elementen  in  jeder  Art  von 
einförmigen  Grundgebilden  nennt  man  zwei  nicht  auf  einander  folgende 
durch  die  beiden  andern  harmonisch  getrennt. 

21.  Satz.  Jede  Punktreibe,  die  mit  einem  harmonischen 
einförmigen  Grundgebilde  projectivisch  ist,  ist  harmonisch. 

Das  Gebilde  ist  dadurch  harmonisch,  dass  es  mit  einer  harmonischen 
Punktreihe  ABCB  projectivisch  ist.  Eine  andre  Punktreihe  Ä B C B\  die 
mit  ihm  projectivisch  ist,  ist  es  auch  mit  ABCD^  oder  es  ist 

Ä ElCV  nABCB. 
Da  die  Reihenfolge  hierbei  glcichgiltig,  wenn  sich  nur  immer  dieselben 
Elemente  entsprechen,  so  ist  auch 

CB^ AB'  nCBÄB, 
AB'CB'  nABCB. 
Da  ABCB  harmonisch,  so  ist 

ABCB  n  CBAB  n  ABCB, 
woraus  unter  Beachtung  der  drei  vorhergehenden  Projecti  vi  täten 

ÄB^CB'  n  CB' AB'  n  A B' C B' \ 
oder  A  S  C B'  ist  harmonisch. 

22.  Erörterung  über  die  harmonische  Punktreihe.  Essoll 
untersucht  werden,  wie  in  einer  harmonischen  Punktreihe,  von  der  zwei 
Punkte  A  und  C  fest  bleiben  und  der  dritte  B  sich  bewegt,  die  Bewegung 
des  vierten  B  von  der  des  dritten  abhängt.  Zu  dem  Ende  müssen  wir  das 
SU  bestimmende  Viereck  sich  verändern  lassen.  Den  willkürlichen  Punkt  S 
(Taf.IjFig.e)  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  so  annehmen,  dass  SA=:SC* 
Seien  nun  die  Seiten  SA,  SC,  CE  allen  Vierecken  gemein,  sei  B^  eine  belie- 
bige Lage  des  B,  so  schneide  die  Diagonale  SB^  mit  CE  in  ^^,  ziehe  die 
vierte  Seite  S',  i^,  welche  mit  5  6"  den  Eckpunkt  ^,  bestimmt;  die  zweite 
Diagonale  EG^  bestimmt  dann  auf  ^(7  den  Punkt  D^.  Sobald  B  in  der 
Mitte  J9|  von  /^ (7  liegt,  fällt  B  nach  B^  ins  Unendliche;  denn  dann  sind  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  AB^S^  und   CB^^^   congruent,  dahei^-auch  die 
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Dreiecke  JF5,S'j  und  G,S,S'„  woraus  EG^±^SBi  oder  EGJ/JC  Mgt.  Be- 
wegt sich  dann  B  durch  die  endliche  Strecke  j&j  C,  von  Bf  nach  C,  so  geht 
S*  von  5*1  nach  67,  G  von  Cj  nach  (7  und  B  von  i>i  im  Unendlichen  nach  C, 
ohne  i4  zu  durchlaufen.  D  und  ^  nähern  sich  also  in  entgegengesetzter 
Richtung  dem  C  und  fallen  endlich  darin  zusammen.  Alle  übrigen  gegen- 
seitigen Lagen  von  B  und  B  sind  dieselben,  wie  die  eben  betrachteten  oder 
symmetrisch  mit  ihnen  in  Bezug  auf  ded  Mittelpunkt  von  A  0,  Denn  aus 
den  eben  betrachteten  Gestalten  des  veränderlichen  Vierecks  ergibt  sich, 
dass  B  und  B  ihre  Stellen  vertauschen  können,  und  aus  den  symmetrischen 
Gestalten  desselben  in  Bezug  auf  die  durch  ^i  zu  BC  gelegte  Senkrechte, 
bei  welcher  G  der  feste  und  E  der  bewegliche  Eckpunkt  wird,  folgt,  dass 
B  und  B  symmetrische  Lagen  zu  ihren  früheren  in  Bezug  auf  die  Mitte  von 
AC  annehmen  können.  Während  demnach  B  die  ganze  Gerade  AC  in  der 
Beihenfolge  der  Punkte  oo,  A^  B^  C,  oo  durchläuft,  durchläuft  B  dieselbe  in 
der  entsprechenden  Beihenfolge  ^i,  A^  oo,  (7,  ^,. 

23.  Erörterung  über  den  h  armenischen  StrahlenbüscheL 
Es  soll  untersucht  werden,  wie  in  einem  harmonischen  Strahlenbüschel  S 
(Taf.  I,  Fig.  7),  von  welchem  zwei  Strahlen  a  und  c  fest  bleiben  und  der 
dritte  b  sich  bewegt,  die  Bewegung  des  vierten  d  von  der  des  dritten  ab- 
hängt. Der  Schnitt  des  Büschels  mit  einer  beliebigen  Geraden,  die  wir  der 
Einfachheit  halber  unter  gleichen  Winkeln  mit  a  und  c  neigen  wollen ,  ist 
eine  harmonische  Punktreihe  ABCB»  Aus  der  gegenseitigen  Bewegung 
des  B  und  B  folgt  die  von  b  und  d.  Bildet  der  Strahl  h  in  der  Lage  b^ 
gleiche  Winkel  mit  a  und  c,  so  bildet  d  in  cf|  ebenfalls  gleiche  Winkel  mit 
a  und  c.  Denn  dem  b^  entspricht  der  Mittelpunkt  ^,  der  AC,  zu  welchem 
der  vierte  harmonische  Punkt  Bi  im  Unendlichen  gehört.  Der  Strahl  cf| 
ist  daher  mit  AC  parallel  oder  auf  6i  senkrecht,  bildet  also  ebenfalls  gleiche 
Winkel  mit  a  und  c.  Bewegt  sich  nun  b  von  6,  nach  c,  so  geht  B  von  B^ 
nach  C,  B  von  />,  nach  C^  also  d  von  dj  nach  c,  jeder  Punkt  und  Strahl,  ohne 
^und  a  zu  durchlaufen.  Die  entsprechende  Bewegung-  der  Strahlen  in  den 
übrigen  Winkeln  wiederholt  sich  noch  dreimal,  so  dass,  wenn  6,  und  rf,  die 
Halbirnngsstrahlen  der  beiden  von  a  und  c  gebildeten  Winkel  sind,  folgen- 
des der  entsprechende  Lauf  von  b  und  d  ist.  b  durchläuft  der  Beihe  nach 
t„  ö,  cf|,  c,  bi  und  d  gleichzeitig  (f|,  ö,  6j,  c,  <f,. 

Das  Umgekehrte  des  obigen  Ergebnisses  gilt  ebenfalls,  dass  nämlich, 
wenn  zwei  Strahlen  6,  d  eines  harmonischen  Strahlenbüschel  auf  einander 
senkrecht  stehen ,  die  zwei  übrigen  a,  c  gleiche  Winkel  mit  ihnen  bilden. 
Denn  legt  man  eine  schneidende  Gerade  parallel  mit  dem  einen  (f,  also  senk- 
recht zum  andern  b  der  beiden  ersteren  Strahlen,  so  liegt  in  der  entstehen- 
den harmonischen  Punktreihe  ABCB  der  Punkt  B  im  Unendlichen,  also  B 
in  der  Mitte  zwischen  A  und  C.  Daraus  folgt,  dass  b  und  d  gleiche  Win- 
kel mit  a  und  c  bilden.  ^  , 
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S4.  Erörterung  über  den  harmonischen  Ebenenbüschel. 
Da  ein  zur  Axe  senkrechter  Schnitt  desselben  einen  harmonischen  Strahlen* 
böschei  liefert,  dessen  Winkel  auch  die  Winkel  des  Ebenenbüschels  sind,  so 
gelten  die  Gesetze  der  Bewegung  und  der  durch  Winkel  bestimmten  gegen- 
seitigen Lage ,  welche  für  den  Strahlenbüschel  gefunden  wurden,  auch  für 
den  Ebenenbüschel. 


IL 
üeber  den  mittleren  Abstand  ebener  Linien  von  einem  Punkte. 

Von  Dr.  Wetzig, 

Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Leipzig. 


(Hierzu  Tafel  I,  Figur  8  bis  10.) 


Zu  den  folgenden  Betrachtungen  gab  die  Abhandlung  des  Herrn  Prof. 
Droht  seh  Veranlassung:  „lieber  die  mittleren  Radien  der  Linien,  Flä- 
chen und  Körper***),  in  welcher  unter  dem  mittleren  Radius  einer  Linie 
das  arithmetische  Mittel  der  Abstände  eines  Punktes  von  den  in  gleichen 
Bogenabständen  gelegenen  Punkten  der  Linie  verstanden  wird.  Obgleich 
diese  Annahme  der  Vertheilang  der  Punkte  als  die  nächstliegjende  erscheint, 
so  ist  man  offenbar  berechtigt,  auch  andere  Gesetze  derselben  zu  Grunde 
KU  legen  z.  B.,  wenn  man  die  Linie  als  Bahn  eines  sich  bewegenden  Punk« 
tes  betrachtet,  die  Zeit  als  unabhängige  Variable  zu  nehmen,  so  dass  die 
Orte,  die  der  Punkt  nach  den  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeiteleroen-. 
ten  einnimmt,  den  mittleren  Abstand  bestimmen.  Demnach  wäre  der  mitt- 
lere Abstand  eines  Planeten  von  der  Sonne  das  arithmetische  Mittel  aller 
Abstände,  die  mit  einander  gleiche  Flächenelemente  einschliessen  (wo  sich 
allerdings  nicht  die  grosse  Ualbaxe,  sondern  die  halbe  Differenz  der  drei- 
fachen Halbaxe  und  der  Ordinate  im  Brennpunkte  als  solcher  ergiebt).  Be- 
wegt sich  ein  Punkt  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  gegen  einen 
festen  Punkt  0,  so  wird  man  als  mittleren  Abstand  seiner  Bahnlinie  von  0 
das  Mittel  aller  unter  gleichen  Winkelabständen  gelegenen  Punkte  betrach- 
ten. Diese  letztere  Vertheilungsweise  der  Punkte,  die  sich  durch  grosse 
Einfachheit  der  Resultate  auszeichnet,  ist  im  Folgenden  für  ebene  krumme 
Linien  in  Bezug  auf  einen  in  ihrer  Ebene  liegenden  Punkt  zu  Grunde  ge- 
legt; jedoch  enthält  §.  5  auch  einige  Zusätze  in  Bezug  auf  eine  Vertheilung 
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l^^^>^y^^N^W^ 


der  Punkte  unter  gleichen  Bogennbständen.  Da  einige  Eigenschaften  der 
Fusspunktlinien  in  Anwendung  kommen,  so  gebe  ich  zunächst  im  ersten 
Paragraph  eine  kurze  und  sehr  einfache  Ableitung  derselben.*) 

§.1. 

1.  Sind  Pjp,  £)Ä,  RS  (Taf.I,  Fig.  8)  Seiten  eines  ebenen  Vielecks,  der 
Basis,  sind  /'i,  iß,,  R^  die  Fusspunkte  der  Senkrechten,  die  man  von  einem 
festen  Paukte  0  seiner  Ebene,  dem  Pol,  auf  sie  fällt,  so  sind  P|,  ißi ,  B^ 
Ecken  des  Fusspunktvielecks.  Von  diesen  liegen  Pf  und  Q^  auf  einem 
Kreise  vom  Durchmesser  OQ^  Q^  und  R^  auf  einem  solchen  vom  Durchmes- 
ser 0R\  daher  hat  man  die  gleichen  Peripheriewinkel 

1)  LP,00i-=LP,O0,, 

d.  h.  der  Seitenwinkel  der  Basis   ist  gleich   dem  zugehörigen  Winkel  der 
Eckenabstände  des  Fusspunktvielecks. 
Ferner  ist 

2)  LOQP=LO0^Pt, 

d.  h.  der  Winkel  des  Eckenabstandes  mit  der  Seite  in  der  Basis  ist  gleich 
demselben  Winkel  im  Fusspunktvieleck. 

Endlich  hat  man  als  Seitenwinkel  im  Fusspunktvieleck 

L  P^OiM=  180^  — LP^Q^Rr, 

LP^O,R^=LP,Q^O'\'LOQ,R,  =  LP^QO+\^''  —  LORR,, 
LP^Q^M^LOHR,—LP,QO 

=  LORQ  +  L0,RR^  —  LO00i+LP,00,, 

3)  LP^QtM=LP,00,  +  LQ,OR,---LOOR. 

Geht  man  vom  Vieleck  zur  Curve  über,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  drei 
Gleichungen  Folgendes : 

Der  Winkel  zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  der  Basis  ist 
gleich  dem  zugehörigen  der  Vectoren  der  Fnsspunktlinie,  den  yriTdq>^  nen- 
nen wollen.  Da  derselbe  auch  gleich  dem  zweier  benachbarter  Normalen 
der  Basis  ist,  die  sich  in  der  Entfernung  ^,  dem  Krümmungshalbmesser  der 
Basis,  schneiden,  so  ist  ^dq>i  das  Bogenelement  der  Basis,  das  wir  ds  nen- 
nen; also 

ds  =.^d<pj, 
woraus,  wenn  a  den  Winkel  PQO  der  Tangente  mit  dem  Vector  r  und  dq> 


*)  Eine  ausfüllTlicbere  Behandlung  der  Fusspunktlinien  habe  ich  in  dieser  Zeit- 
schrift Bd.  IV ,  p.  819  gegeben.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich ,  dass  ich  erst 
nach  dem  Erscheinen  derselben  durch  die  gleichzeitige  Abhandlung  von  Hirst  über 
denselben  Gegenstand  (Annali  di  Malematica  t.  II)  darauf  aufmerksam  gemacht  wurde, 
dass  schon  Roh  erts  Fusspunktlinien  positiver  und  negativer  Ordnung  hinsichtlich 
ihrer  Rectification  betrachtet  hat  (Journal  de  math,  L  X  und  t,  XV),  Indess  hat  schon 
Maclaurin,  wie  Roberts  neuerdings  in  den  Nouv,  Ann,  de.  math.  mittheilte,  einen 
Theil  dieser  Resultate  gefunden  {PhilosopMcdt,  iransactüms  No.  356, 17i^).'         j 

üigitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr,  Wetzig.  17 

den  Winkel  jßOjB  zweier  benachbarten  Vectoren  der  Basis  bezeichnet,  wegen 
ds  =  -: —  sich  ergiebt 

4)  <'9>i  =  — : — dw. 
^  QStna 

Die  Gleichung  2)  lehrt,  dass  der  Winkel  a  des  Vectors  mit  der  Tan- 
gente in  den  entsprechenden  Punkten  der  Basis  und  der  Fnsspunktlinie  der- 
selbe ist.  Sind  daher  Tj  und  ds^  Vector  und  Bogenelement  der  Fusspunkt- 
linie,  wo  r^  =  rsinccy  so  hat  man 

5)  rf5i  =  -~-^=  rd©,, 
'  sma 

woraus  in  Verbindung  mit  ds=:qdipi  folgt 

6)  rf5,  =  —  ds. 

Q 
Wenn  man  in  61.  3)  den  Punkt  R  so  wählt,  dass  LP^OQ^^LO^OR^ 
ist,  so    ergiebt  sich  als  Winkel  zweier  benachbarten  Normalen  der  Fuss- 
punktlinie,  der  passend  mit  dq),^  bezeichnet  wird, 

7)  dg>ji'=2dq>i — dq>. 
Daher  ist 

dSi  =  ^1  dq>t  =  ^1  {2dq>^  —  d(p). 

Hieraus  folgt  durch  Division  mit  dg>j^  und  Berücksichtigung  der  Oleichun- 
gen  4)  und  5) 

(p  sin  a\ 
'—7-) 

oder 

Q       =5 

^*        2r  —  QStna 
welche  Gleichung  den  Krümmungshalbmesser  der  Fusspunktlinie  durch  den 
der  Basis  ausdrückt. 

2.  Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  entspre- 
chenden für  die  Fnsspunktlinie  n*'<' Ordnung  herleiten,  d.  i.  derjenigen 
Linie ,  die  man  erhält,  wenn  man  von  der  ersten  Fusspunktlinie 
wieder  die  Fusspunktlinie  in  Bezug  auf  ^  denselben  Pol  construirt  etc. 
und  diese  Operation  nmal  wiederholt.  Die  Ordnungszahl  n  kann  auch 
negativ  sein,  indem  in  Bezug  auf  die  Fusspunktlinie  von  der  Ordnung  +h 
die  Basis  „Fusspunktlinie  von  der  Ordnung  — n"  heisst.  Haben  r«,  d(p^ 
u.  8.  w.  für  einen  Punkt  der  n^^  Fusspunktlinie  dieselbe  Bedeutung ,  wie 
rd(p  n.  8.  w.  für  den  entsprechenden  Punkt  der  Basis,  so  ist  nach  Gl.  7j 

d(p^  =  2dq)ji  —  d<Pi  =  Zdq>^  —  2tf<p 

d(p^  =  2d(p^  —  (/^t  =  4d9i — Zdtp 

d(pn=ndg>,^(n--i)d<p.  OigitizedbyGoOQlC 

Zeitsehrin  f.  MathemMik  a.  Physik.  XI,  1.  2  ^ 
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Ans  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sieb  durch  Division  mit  dq> 

dWf,  =  dq>  l  — ; «  +  1  |. 

\QSina  ) 

Da  ferner  nach  Gl.  4) 


wo  Tn  =  r  ffVi"  a  ist,  so  ergiebt  sich  sur  Bestimmung  von  ^n 

r 


^n^ma       gsina 


—n+l 


r 

n 


Wir  übergehen  andere  leicht  herzuleitende  Relationen. 

§.2, 

Nach  diesen  Bemerkungen  Über  Fusspunktlinien  gehen  wir  zum  eigent- 
lichen Gegenstande  dieser  Abhandlung  über. 

1.     Wenn  die  Punkte  P^  und  P^  von  einem  Punkte  0^  mit  welchem  sie 
nicht  in  einer  Geraden  liegen,  die  Abstände  OP,  =r,  und  OP^  =  r^  haben, 
diese  den  Winkel  0 P^OP^  z^r^r^  einschliessen,  und  ihre   in  P^  und  P,  er- 
richteten Normalen  sich  in  Q^  schneiden,   so  ist,  da  die  Summe  der  Seiten- 
projectionen  eines  Vielecks  auf  eine  beliebige  Gerade  Null  giebt, 
OP,  +  P,0,.cosI\0,OP,  +  OiPfi'COsÖ^^OP, 
+  P^O  .cosI\Ö ÖPi  =  0. 
In  dieser  Gleichung  ist 

cosP^^  (Tp^  =  0,    cosP^  Ö7>,  =  —  cosr^r^^ 

ö;p,op,==q;p,  op,  +  op,  dp,. 

Wird  nun  die  Drehungsrichtung  von  r^  nach  r,  als  positiv  angenommen ,  so 
ist,  wenn  ß,  P,  diese  Richtung  hat,  der  Winkel  jP,P,  OP,  =  90*^,  wenn  die 
entgegengesetzte  c,  =270°,  daher .coä  Oi  ^«  OP,  =  +  sin  r,  r^.  Demnach  folgt 
aus  l)  die  Gleichung 

2)  Tj  —  0,  PtSinr^r^  —  r^cosr^r,  =  0, 

welche  allgemein  gilt,  wenn  man  ^^P,  das  Vorzeichen  des  Winkels  Q^OP^ 
giebt.  Bildet  mau  die  entsprechende  Gleichung,  indem  man  OP«  als  Null- 
linie  annimmt  und  giebt  man  der  Strecke  P^Qx  das  Vorzeichen  des  Winkels 
PiOQiy  so  hat  man  folgende  zwei  Formeln 

r,  =  r,  cos  rjT,  +  Pj  £),  sin  r^r,, 

r,  =  Tj  cos  r^r,  +  £),  P,  sin  r^^r^. 
Sind  nun  in  der  Ebene  n  +  1  Punkte  Pi,Pt, ....  P„4-i  gegeben,    deren 
Winkelabstände  gegen  einen  Punkt  0  der  Ebene  dieselbe  Grösse  haben 

nämlich  P^OPi  =  Ps^P,  =  ...,  =  ^ ,  so  dass  P«4.iOP,  =  g>jst,  und  schnei. 
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den  rieh  die  Senkrechten  auf  OPi,  Oi\,  .  • .  OP^+i  der  Reihe  nach  in  den 
Punkten  ft  ,  Ö21  •  •  •  •  öm  so  ist  i\  P^  P3  . . .  .  das  Fnsspunktvieleck  von 
9iQtQ$.'*"  ^°  Bezug  auf  den  Pol  0,  und  es  gelten  die  Gleichungen 

r,  =  rj  cos  ~  +  Pi  Öl  sin  ^ 
n  n 

Ti  =  r,  cos  ^  +  Ol  P,  *f>i  ^ 
Ts  =  r,  COÄ^  +  P,  Öt  ««  ^ 


^H-i  =  ''•<?o*  ^  +  PnOn Sin  ^ 
n  n 

rn  =^n^\  cos  5^+  OnPn+i  Sin^. 

n  n 

Ziehen  wir  zunächst  den  einfacheren  Fall  in  Betracht,  dass  die  gege- 
benen Punkte  ein  geschlossenes  Vieleck  hilden,  indem  P114.1  mit  P| 
zusammenfallt»  und  dass  0  innerhalb  desselben  liegt,  also  9  =  2A:fl;  ist  (wo 
k  eine  ganze  Zahl) ,  so  erhält  man  durch  Addition  der  vorstehenden  Qlei- 
chungen 

2 (r,  +  r,  +  ....  +  r„)  (l—cos  — ^Y 

=  (Piöi  +  O^Pt  +  PfO,  +  ...  +  ÖnPj««— . 

n 

Bezeichnet  q  den  mittleren  Abstand  des  Punktes  0  von  den  Punkten  P 

(nicht  zu  verwechseln  mit  dem  q  des  vorigen  Paragraphen,  dem  Krttmmungs  • 

halbmesser),  also 

n  +^1  +  ...+rn 

^ n ' 

und 

s  =  P,Q,  +  O^P,  +  ....  +  OnP, 

den  Umfang  des  ( — 1)^®"  Fusspunktvielecks  des  gegebenen  Vielecks,  also 
den  Umfang  OiQt^"'QnOiiBO  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung 

4)  2nqiang  —  =  s. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  die  linke  Seite  den  Umfang  des  regelmässigen 
nEcks,  dessen  eingeschriebener  Kreis  zum  Halbmesser  den  mittleren  Ab* 
stand  Q  hat;  derselbe  ist  also  dem  Umfange  des  ( — 1)**^  Fusspunktvielecks 
gleich. 

Geht  das  Vieleck  in  eine  Curve,  so  geht  das  regelmässige  n  Eck  in  einen 
Kreis  über,  und  man  .erhält  den  Satz :  ligitized  by  LnOOg Ic 

2* 
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Der  Kreis,  der  den  mittleren  Abstand  einer  ge- 
schlossenen Linie  von  einem  innerhalb  derselben  lie- 
genden Punkt  zum  Halbmesser  hat,  ist  gleich  dem 
Umfange  ihrer  ( — l)**"  Fusspunktlinie, 

5)  2Qn  =  s. 

Machtdie  gegebene  Linie  nicht,  wie  dabei  vorausge- 
setztist, einen,  sondern  ArUmgänge,  so  ist 

2kQn  =  s. 
Umgekehrt  ist  d  er  Umfang  einer  geschlossenen  Linie 
gleich  dem  Kreise,  der  zum  Halbmesser  den  mittleren 
Abstand  ihrer  Fusspunktlinie  in  Bezug  auf  beliebi- 
gen   innerhalb    liegenden    Pol    0  hat.      Daher  haben 
alle  Fusspunktlinien  einer  geschlossenen  Linie,  die 
sich  durch  verschiedene  Lage  des  Pols  innerhalb  der- 
selben ergeben,  von  diesem  Pol  denselben  mittleren 
Abstand. 
Einer  besonderen  Betrachtung  bedarf  jedesmal  der  Fall,  dass  vom  Pol 
sich  eine  Tangente  an  die  gegebene  Linie  legen  lässt,  weil  für  den  Berüh- 
rungspunkt die  (—!)*•  Fusspunktlinie  einen  unendlichen  Vector  erhält. 

2.     In  dem  allgemeinen  Falle,  dass  die  Punkte  Pf,  P,  . . . .  Pt^^i  kein  ge- 
schlossenes Vieleck  bilden,  erhftlt  man  durch  Addition  der  Gleichungen  3) 

[2(''i  +  ^t  +  .••.'•-n)  -  {r,  +  r^i)]  (l— co5^) 
=  [(OiPt  +  PtQt  +  .'.+PnQn)  +  {PiQi  +  OnPn^l)]sin'^' 

Bezeichnet 

^i  +  r,  +  . .  .  +  r„_^i 

*   — ^i^n 

den  mittleren  Abstand,  so  folgt 

2ngiang^—  (r,  +  r«+i  —  2q)  tätig |- 
=  (Ö.  A  + +  PnQn)  +  (PiQi  +  OnPn^l). 

In  dieser  Gleichung  haben 

2nQlang'-  und  die  Summe  «  =  öj  ^t  +  •••  =  '«ön 

ähnliche  Bedeutung,  wie  die  analogen  Ausdrucke  vorhin.  Geht  das  Viel- 
eck in  eine  Curve,  so  gehen  s  in  das  dem  gegebenen  Curvenstücke  PtPn+x 

entsprechende  Stück  der  (—  1)**"  Fusspunktlinie,  2nQ  tätig  —     in    den    mit 

dem  mittleren  Abstand  q  und  dem  Cc'ntriwinkel  tp  beschriebenen  Kreisbo- 
gen Qq>,  sowie  Pi  Qi  und  OnPn-^-i  in  die  Strecken  der  Tangenten  im  Anfaogs- 
und  Endpunkte  der  (— 1)^^°  Fusspunktlinie  über ,  die  zwischen  dieser  und 
der  Basis  liegen.   Daher  ist  dann,  wenn  P^  und  P'  Anfangs-  (gdxEndpunkt 
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der  gegebenen  Linie,  jß^  und  Q'  die  entsprechenden  Pankte  der  (—  1)^^  Fuss- 
punktlinie  bezeichnen. 

6)  ^9  =>oft  +  «'•«'•  O.ö'  +  Q'P\ 

in  welcher  Gleichung  die  oben  gegebenen  Vorzeichenregeln  zn  berücksich- 
tigen sind.  So  ist  z.  B.  in  Taf.  I,  Fig.  9  Q^Q'  positiv  und  sind  beide  Tan- 
gentenstrecken negativ« 

3.  Znr  allgemeinen  Bestimmung  von  q  dient  das  Integral /r(i 9.   Denn 

beseicl^et  ^<p  =3—  den  gleichen  Winkelabstand  der  Vectoren  r  und  Z'r 

die  Snmme  der  letzteren,  so  ist 

Er A^Er Er  Afp 

^         n  fp  9     ' 

Geht  man  vom  Vieleck  zur  Cnrve  über,  indem  man  n  über  alle  Grenzen 
wachsen  lässt,  so  wird  Er  dtp  zxxfrdtpy  und  man  hat  demnach 

7)  ^9>=    Irdtp. 

0 

4.  Aus  den  bekannten  mittleren  Abständen  mehrerer  Bogenstücke  von 
einem  Punkte  0  lässt  sich  leicht  ihr  mittlerer  Gesammtabstand  von  0  finden. 
Denn  bilden  die  gegebenen  Punkte  P  mehrere  Gruppen  von  n\  n\ . . . 
Punkten,  zu  denen  die  Winkel  9»",  ^'^  ....  gehören ,  so  dass  die  gleichen 

Winkelabstände  ^  =  -7r=*-*  sind,  bezeichnen  o,  o" ,..  die  mittleren  Ab- 
n        n  ^ 

stünde  dieser  Gruppen,  r',  r" . . .  die  Abstände  ihrer  einzelnen  Punkte,  ist 

^  der  mittlere  Abstand  sämmtlicher  Punkte,  so  ist 

,       ^r'         „       Zr" 
^  =  -;-,      ^   =  —  ,...     . 

_■£/+  ^r"  +  ..._nV+»V  +  ... 
*         n'  +  n"+...     ~     «•+„"+.„ 
oder,  da  die  Winkel  ip  den  Zahlen  n  proportional  sind, 

y g  +  y  g  +  ". 

^  y     +  9      +   .  .  . 

8)  9  W  +  9"  +  •  •  •)  =  9  9  +  q'^"  + 

§.3. 

Das  Vorstehende  soll  auf  einige  bekannte  Onrven  angewendet  werdeny 
annächst  auf  die  Kreislinie. 

1.  Wird  der  mittlere  Abstand  q  eines  Punktes  0,  der  innerhalb 
eines  Kreises  liegt,  von  dem  Bogen  P^P'  desselben  gesucht,  so  bedeutet  in 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  arcQ^Q'  den  entsprechenden  Bogen 
einer  Ellipse,  deren  Brennpunkt  0  und  deren  Mittelpunkt  der  Krcismittel- 
pnnkt  ist.  Denn  bekanntlich  ist  die  Fusspunktlinie  der  Ellipse  aus  dem 
Brennpunkte  als  Pol  der  aus  ilirem  Mittelpunkte  mit  der  grossen  Halb^^ 
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als  Halbmesser  beschriebene  Kreis.  Der  mit  dem  mittleren  Abstände  der 
ganzen  Kreislinie  beschriebene  Kreis  ist  gleich  dem  Eilipsenumfange  E, 
2Qn=^E,  Der  Umfang  des  gegebenen  Kreises  verhält  sich  au  dem  der 
Ellipse,  deren  Fusspunktlinie  er  ist ,  wie  sein  Halbmesser  zu  seinem  mittle- 
ren Abstand.  Dieselbe  Grösse  hat  q  für  jede  andere  Fusspunktlinie  dieser 
Ellipse  aus  einem  beliebigen  Punkt  innerhalb  derselben. 

2.  Liegt  der  Pol  0  auf  dem  Umfange  des  Kreises,  so  ist  der  Kreis  als 
Fusspunktlinie  des  ihm  diametral  gegenüber  liegenden  Punktes  A  (den  man 
sich  als  nnendlich  kleinen  Kreis  denken  kann)  zu  betrachten.  Bezeichnet  q 
den  mittleren  Abstand  des  Kreisbogens  AP^  tp  daher  den  Winkel  AOP^  so 
ist  in  Gleichung  6)  des  §.  2  />,öo=  0,  arc  Q^Q'  =  0,  ff  P'  =  AP  zu  setzen, 
und  man  erhält  daher 

Q(p=^  PA. 

Es  ist  also  der  mit  dem  mittleren  Abstände  zwischen  den  Schenkeln  des 
Winkels  9  beschriebene  Kreisbogen  gleich  der  Sehne  des  gegebenen  Bogen- 
stückes  {q  daher  gleich  dem  Abstände  def  Schwerpunktes  des  Kreisbogens 
vom  Mittelpunkte).    Bezeichnet  a  den  Kreisdurchmesser,  so  ist  der  mittlere 

Abstand  des  ganzen  Kreises,  indem  man  9  =  -r-  setzt, 

2a 

3.  Liegt  der  Punkt  0  ausserhalb  des  Kreises,  so  ist  dessen  ( — 1)^ 
Fusspunktlinie  eine  Hyperbel ,  deren  Hanptaxe  der  durch  0  gelegte  Kreis- 
durchmesser ^^  und  deren  Brennpunkt  0  ist«  Ist  0(7  Tangente  an  den 
Kreis,  Jlf  sein  Mittelpunkt,  so  ist  MC  Asymptote,  deren  unendlich  entfern- 
ter Punkt  in  der  Richtung  von  M  nach  C  mit  ü^  in  entgegengesetzter  mit 
F bezeichnet  werde.     Ist  ferner  LMOC=  a^  q  der  mittlere  Abstand  des 

.  Kreisbogens  A  Cj  so  ist  nach  Gleichung  6)  des  §.  2 

Q'a  =  arc  AU  —  Cü, 
Liegt  der  Punkt  P  des  Kreises  über  C  hinaus,  ist  PQ  die  zu  OP  senkrechte 
Hyperbeltangente,   bezeichnet  q"  den  mittleren  Abstand  des  Kreisbogen- 
stuckes PC^  q)  den  Winkel  COP^  so  hat  man 

q'tp  =  —  PO^arcQV+  VC. 

Bezeichnet  endlich  q  den  mittleren  Abstand  des  Kreisbogens  AP,  so  hat 
man  nach  Gleichung  8)  des  §.  2 

q{a  +  (p)  =  q'a  +  q'<p  =  arc  Aü  —  arc  QV—  PQ+VC^-Cü, 
q  (a  +  q>)  =  arc  B  Q  —  PQ  +  a. 
Für  den  Halbkreis  ist  ?>  =  a,  arc  BQ  =  0,  i>ö  =  0, 

2qa  =  a. 
Demnach  ist  der  mit  dem  mittleren  Abstände  zwischen  den  Tangenten  aus 
0  beschriebene*  Kreisbogen  gleich  depi  Kreisdurchmesser^^  ^  (^qqqI^ 
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§.  4. 

Die  durch  eine  Menge  merkwürdiger  Eigensebaften  ausgezeichneten 
Curven  von  der  Polargleichung  mit  beliebigem  k 


\a)  =^^**^*)» 


za  denen  z.  B.  die  Lemniscate  (Ar=2),  die  gleichseitige  Hyperbel  (^=.—  2), 
die  Parabel  (Ä= — 4)»  ^*®  Cardioide  (*  =  J)  gehören,  geben  auch  hinsicht- 
lich ihres  mittleren  Abstandes  vom  Coordinatenanfang  bemerkenswerthe 
Resultate.     Da  für  dieselben  das  Verhältniss  des  Vectors  r  zur  Projection 

des  Krümmungshalbmessers  o  auf  den  Vector  constant  ist,  =:1  +  Ar,  wo 

qsinct 

Q  und  er  vorübergehend  die  Bedeutung  wie  in  §.  1  haben ,  so  geht  die  Glei- 
chung 6)  des  §.  1, 

dSy  =  —  ds 
Q 
aber  in 

dSi  =  {i  +  k)ds  sin  a  =  (l  +  Ar)  r  dqfy 

woraus  nach  Gleichung  7)  des  §.  2  folgt 

2)  99=-!^^'" 

Bedeutet  nun  k  eine  positive  Zahl,  besteht  die  Curve  daher  aus  geschlosse- 
nen Zweigen,  und  bezeichnet  q  den  mittleren  Abstand  des  Coordinatenan- 
fangs  von  einem  solchen  Zweige,  Sx  den  Umfang  des  ebenfalls  geschlossenen 

Zweiges  der  Fusspunktlinie,  so  ist  in  vorstehender  Gleichung  q)  •=  —  nnd 

ZK 

statt  $1  zu  setzen  \sti  daher  erhält  man 

Da  die  n*"  Fusspunktlinie  der  gegebenen  Curve  1)  dieselbe  Gleichung  hat» 

in  welcher  Ar  in  A:«  =s  — - — -  übergegangen  ist,  so  folgt 
1  +  nk 

3)  pÄ  =  Är,  ^j. 

Bezeichnet  ferner  q^   den  mittleren  Abstand  der  ersten  Fusspunktlinie  und 

s  den  Umfang  der  Basis ,  so  erhält  man  aus  Gleichung  6)  des  §.  2 ,  indem 

n        ,    s 
man  cp  =  -7-  und  —  statt  8  setzt, 
2Ari  2 

4)  ^1  7E  =  kl  s. 

Durch  Multiplication  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  folgt 

Da  demnach  für  die  ganze  positive  Beihe  der  Fusspnnktlinien  der  gegebe- 
nen Curve  1)  das  Produkt  des  mittleren  Abstandes  mit  dem  Umfange  con- 


♦)  Siehe  meine  oben  citirte  Abhandlung  p.  330.  "^'9'^'^^^  ^v  LiOOglC 
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stant  ist,  so  mnss  es  von  der  Constanten  A:,  weil  diese  Function  der  Ord- 
nungszahl n  ist,  unabhängig  sein  und  sich  mittelst  irgend  einer  der  Curven 
von  der  Gattung  1)  bestimmen  lassen.  Da  unter  dieselben,  für  Ar  :^  1,  der 
Kreis  gehört,   auf  dessen  Umfang  der  Pol  liegt  und  für  diesen  nach  §.  3, 

2a 
2^=  —  ,5  =  an;,  sohatfür  alleCurven  von  der  Gattung  l),bei 
n 

beliebigem  positiven  Ar,   dasProdukt   des  Umfanges  mit  dem 

mittleren  Abstand  des  geschlossenen  Zweiges  den   constan- 

ten  Werth 

5)  ^*  =  2ö'; 

es   ist   also   dem   doppelten   Quadrate  des    grössten   Vectors 

gleich. 

Weitere  Folgerungen  ergeben  sich,  wenn  mau  die  Gleichung  3) 

p»  =  Ar|5| 

durch  die  aus  4)  folgende 

dividirt;  man  erhält 


1  = 

*. 

9t 

*.• 

Ebenso  ist 

Qi_ 

*, 

9» 

'*.' 

and 

aus  beiden  Gleichnngen  folgt 

«?«_ 

.9a9s 

*.  ~ 

■    *.  ' 

Mithin  ist  — -*  ebenfalls  eine  von  k  unabhängige  Grösse ,   deren  Werth  sich 
aus  den  mittleren  Abständen  des  Kreises  und  der  Cardioide  ergiebt.     Für 

den  Kreis  ist  q=  — ;  für  die  Cardioide,  als  Fusspunktlinie  des  Kreises,  auf 

n 

dessen  Umfang  der  Pol  liegt,  ist  in  Gleichung  4)  Atj  =:  ^,  «s=  a^s,  daher 
^1=3—.     Mithin  hat  für  alle  Curven  der  Gleichung  l)  obiges  Produkt  den 
Werth 
ö) 


gQi_2€^ 


Ati  n 

Zu  dieser  bemerkenswerthen  Relation  zwischen  den  mittleren  Abständen  der 
Basis  und  ihrer  Fusspunktlinie  giebt  es  eine  analoge  und  schon  bekannte*) 
zwischen  ihren  Umfangen.  Durch  Multiplication  der  Gleichungen  3)  und  4) 
folgt  nämlich  ^  ^j  «*  =  5  5,  k^^, 


*}  Die  Rectification  der  FoBspunktlinien  der  gleichseitigen  Hyperbel ,  der  posi-» 
tiven  des  Kreises  und  der  negativen  der  Geraden  hat  Msclaurin  in  der  oben  citirten 
Abhandlung,  die  der  ersteren  Boberts  in  Journal  de  math,  i.  X,  p.  177  und  allgemein 
die  der  Linien  von  der  Gleichung  1)  Roberts  im  Journal  de  math.  t.  XV %  p«  214  und 
H  i  r  8 1  in  der  oben  citirten  Abhandlung  behandelt.  oigitized  by  V3O 
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nnd  hieraus  nach  Gleichung  6) 

7)                                                kiSSj^  =  2a*it. 
Mittelst  der  Gleichung  q  ki 

lässt  sich  aus  dem  mittleren  Abstände  der  Basis  derjenige  jeder  Fusspunkt- 
linie  positiver  Ordnung  berechnen.  Denn  multiplicirt  man  die  Gleichungen 

L—  hL 

iL— hl 

QtH—7, ^8«^1 

mit  einander,  so  erhält  man,  unter  Berücksichtigung  von  kn^=^—r — 7, 

_      .(l  +  Ar)(l  +  8Ar)...(l  +  (2n~l)Ar) 
öj  9^  —  Q  ^y^2k){l  +  \k)  ..  {\  +  2nk) 

Da  femer  nach  Gleichung  6) 

£2n^£yHhl_^ 

so  ist 

_ l£  k{\  +  2k)(X  +  ^k)..{l  +  2nk) 
«)  ^-+^  — „^  (l+A:)(l  +  3^)..(l  +  (2«+l)^y 

Ist  die  Basis  ein  Kreis,  auf  dessen  Umfang  der  Fol  liegt,  so  erhält  man,  in- 
dem man  ^  =  —  und  Ar=:l  setzt,  als  Werthe  der  mittleren  Abstände 

7t 

_2a  2.4.6. ..2w 

^^~1^  3.5 (2w+iy 

3.5 (2n+l) 

^^+^=   ^  2.4 (2n+2y 

§.5. 

Es  soll  im  Folgenden  gezeigt  werden ,  wie  man  die  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Relationen ,  sowie  ähnliche  über  den  mittleren  Ab- 
stand derselben  Curven,  wenn  ihre  Punkte  unter  gleichen  Bogenabständen 
vertheilt  sind,  mit  Hilfe  bestimmter  Integrale  herleiten  kann« 

1.    Aus 

\^ 

r^=^a{coskq>)  * 
folgt  j!__j 

dss=a(coskq>)''       dtp^ 

*. 

2k 


ls  =  a  j[co8kfp)^     ^  dfp. 
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Setzt  man 

rc*-^  dx 
flO  folgt 


=  2a    1 


0-^^» 


-2Ä 


Dieses  bestimmte  Integral  kann  bekanntlich  durch  Oammafunctionen  aus- 
gedrückt werden,  nämlich 


a         2k      2 

'"^n 


Ist  Q  der  mittlere  Abstand  des  geschlossenen  Zweiges,  so  hat  man 

2*  2*  ^ 

Q^  =  Jrd(p  =  aJ{cosk(p)^  dtp, 
0  0 

woraus  durch  die  Substitution  a?*  =co5  Arqp  folgt 

„     _       r  a*  dx    _a      \ik^  2/2 
oder,  unter  Berücksichtigung  von 

ro+z)  =  z  rl,  und  ri  =  j/^, 

2    /(Ä^^) 

Durch  Multiplicatiop  der  Gleichungen  l)  und  2)  erhält  man ,  in  Ueberein' 
atimmung  mit  Gleichung  5)  des  §.  4,  ^^  =  2-a'. 

Vertauscht  man  in  GleichuDg  2)  k  mit  Ar,  =  ,  so  erhält  man 

1  +  Ar 

a  2Ar      2 


und  hieraus  durch  Multiplication  mit  2)  ^~^=^ — y    in    Uebereinstimmung 
mit  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen,  DigitizedbyGoOglc 
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2.  Wenn  die  Punkte  einer  Linie  von  der  Bogenlänge  5  anter  gl ei^ 
chenBogenabständen  As  vertkeilt  gedacht  werden,  so  ist  der  mittlere 
Abstand 

Ä= =  (n+^t+--  +  '^n)  — ; 

n  s 

mithin  folgt,  wenn  man  zur  Grenze  fi=oo  übergeht, 

Rs=Jr  d$. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Carven  ist 

T*  zr^a'^  POS  k  gp, 

rd5=ca*  (co5  Är9/)  *       dq>, 
daher,  wenn  R  den  mittleren  Abstand  eines  geschlossenen  Zweiges  bedeutet, 

n_ 

2Jk 


s        r        --1 

Ä  — ==a*   j(cosk<p)^        dg>. 


0 
Durch  die  Substitution  x'^  =  coskq>  erhält  man 

1 


■     r    X  dx 
jRs  =  2a^    I    ^        — , 


3)  Ä,=  - 


Setzt  man  den  Werth  von  s  aus  Gleichung  ])  ein,  so  erhält  man 

4)  n=a     '     Y'    'l- 

Ans  3)  folgt  z.  B.  fQr  die  Lemniscate  {k=i) 

2 

Aus  4)  ergiebt  sich  für'den  Kreis,  auf  dessen  Umfang  der  Pol  liegt, 

also  gerade  so  gross ,  wie  bei  Vertheilung  der  Punkte  unter  gleichen  Win- 
kelabständen;  für  die  Cardioide  (it=i) 

Auch  hier  bestehen  unter  den  mittleren  Abständen  der  Fusspunktiinien 
verschiedener  Ordnungen  einfache  Belationen.     Vertauscht  man  in  Gl.  3) 

k 

k  mit  -— r-r    80  erhält  man 

l  4-  k 

2+Ä  DigitizedbyLiOOgle 
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Da  nan  in  gleicher  Weise^ 

80  erhält  man,  wenn  man 

kn  =  T-7- — 7  und  —  =•  ?1  (nach  Gl.  ö)  des  vorigen  Paragraphen) 
1 T"  «Ar  5fi         Q 

berücksichtigt, 

Jin_^^(l  +  k)(l  +  2k)...{i  +  nk)  £. 

B  (2  +  A:)(2+3^)..(2+(2n-l)^)-   g' 

Ist  die  Ordnungszahl  eine  gerade,  2n,  so  kann  man  den  Werth  von  2n  aus 
Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  entnehmen  und  erhält 

n    _,A(}+k)(l  +  Zk)...{l+(2n-l)k)Y 

^^"~"       (2  +  *)(2  +  3A)...(2+(4«— 1)*) 
Setzt  man  hier  ^=1  and  k=^,  so  erhält  man  fttr  die  2»**  and  2»+  1** 
Fasspanktlinie  des  Kreises 

_      (2.4.6     ...     2h)' 2« 

'^"  3.5.7... (4n+l)  »  ' 

_      (3.6.7      ...      (2n  + 1) 
^^'~*   (2«  +  3)(2n  +  6)...(4«  +  8)*''- 

Noch  werde  hinzugefügt,  dass,  wenn  man  in  1)  Ar  mit—-  vertauscht, 

sich  nach  3)  ergiebt 

2Rk.8k  =  a.8ikt 
wo  der  Index  nicht  die  Ordnungszahl,  sondern  die  Constante  bezeichnet.  Da 
$y  :  9|^.=  Q^k  'QkjBO  hat  man  auch 

2-Bjfc^Jjfc  =  aej|. 
Für  die  Lemniscate  ergiebt  sich  z.  B.,  indem  man  Ar =2  setzt, 

R       ^ 

§.6. 

1.  Wird  der  mittlere  Abstand  q  einer  Ellipse  vom  Brennpunkte 
gesucht,  bezeichnen  a,  b  und  c  grosse  und  kleine  Halbaxe  und  lineare  £x- 
centricitäti  q)  den  Winkel  des  Vectors  r  mit  a,  so  hat  man 

t/  J  a  +  ccoscp 

0  0 


gg>i=2barctang\y^^tang^\ 

•"  TDi^tiz 
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Für  die  ganze  Ellipse  folgt 

der  mittlere  Abstand  ist  gleich  der  kleinen  Halbaxe.  Daher  ist  der  Um- 
fang der  ( —  iy^°  Fasspunktlinie  der  Ellipse  aus  dem  Brennpunkte  gleich 
dem  mit  der  kleinen  Axe  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise. 

2.  Bezeichnet^  den  mittleren  Abstand  der  Ellipse  von  ihrem 

Mittelpunkt,  Ar=— ihre  numerische  Excentricität,  g>  den  Winkel  des 

Vectors  mit  der  kleinen  Halbaxe,  so  ist 

9 

^  y\ — k^sm*(p 

wo  F(k^  tp)  das  elliptische  Integral  erster  Art  mit  dem  Modul  A  bezeichnet. 
Hieraus  ergiebt  sich  einfach,  dass  dieses  Integral  den  Umfang  der  ( — I)***' 
Fnsspuoktlinie  der  Ellipse  aus  dem  Mittelpunkt,  der  sogenannten  Talbot- 
scben  Linie  angiebt,  einer  Curve  vom  12^®"  Grade,  deren  Gleichung  Tor- 
tolini  in  Grell e*s  Journal  Bd. 33  entwickelt,  und  deren  Bectification  zuerst 
Tal  bot  in  Gergonne's  Annalen  Bd.  14,  p.  380  im  Besultat  gegeben  hat. 

3.  Ist  Q  der  mittlere  Abstand  eines  Hjperbelbogens  AP  vom 
Mittelpunkt  (Taf.  I,  Fig.  10),  sind  0^  =  aund  AB  =  b  halbe  Haupt- 
and  Nebenaxe,  OF  =^c  die  Excentricität,  ist  L  POA  =  q>,  so  hat  man 

ab 


j/b*  —  c^sin*(p 
Beschreibt  man  aus  dem  Brennpunkte  F  mit  dem  Halbmesser  b  einen  Kreis, 
welcher  OPin  Q  schneidet,  und  setzt  man  L  PQF=  ^,  so  folgt 

^  ^'  cos  ifß 

.  bcos^d^ 


:/r-j 


sin*  ^ 


^^  =  — 


0 

Man  constrnire  aus  0  mit  dem  Halbmesser  0^  =  a  einen  zweiten  Kreis,  der 
den  ersten  in  N  rechtwinklig  schneidet,  und  ziehe  BG  senkrecht  OF]  ferner 
constrnire  man  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  F^  Brennpunkt  6,  deren 
grosse  und  kleine  Halbaxe  und  Excentricität  sind 

a=ö  =  Fff,    ß=GS^^,    y  =  FG  =  ~i       ' 

'^  üifitizedbyLiOOgle 
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man  trage  an  die  kleine  Halbaxe  FJ  der  Ellipse  den  Winkel  JFS'=^  ^  an, 
so  ist 

ß     _ab 1 


FS= 


/i-(ij*^>     Y,_(AJ^.^' 


Demnach  erhält  man,  wenn  q^  den  mittleren  Abstand  des  Ellipsenbogens 
JS  von  seinem  Mittelpunkt  F  bezeichnet,  für  Qg.^  den  Werth  von  99»  in  1). 
Bezeichnet  daher  qa  den  mittleren  Abstand  des  Hyperbelbogens  AP, 
so  ist 

Der  mittlere  Abstand  des  Hyperbelbogens  lässt  sich  also  durch  den  eines 
einfach  zu  construirenden  Ellipsenbogens  ausdrücken;  das  Verhältniss  bei- 
der Abstände  ist  gleich  dem  umgekehrten  der  zugehörigen  Winkel.  Der 
mittlere  Abstand    des  ganzen   Hyperbelzweiges  ist  daher  eine  endliche 

Grösse,  und  zwar  ist,  wenn  —  den   Asjmptotenwinkel,    q^   den   mittleren 

Abstand  der  ganzen  Ellipse  bezeichnet, 
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Veber  die  BeBtirnnrnng  der  Energie  und  Entropie  eines 

Körpers. 

Von  R.  Clausius. 


Im  zweiten  diesjährigen  Hefte  dieser  Zeitschrift  *)  befindet  sich  eine  Ab- 
handlung von  Bausching er,*  welche  sich  vorzugsweise  auf  das  im  zwei- 
ten Hauptsatze  der  mechanischen    Wärmetheorie   vorkommende  Integral 

—  besieht,  worin  dQ  ein  Element  der  Wärmemenge  ist,  welche  ein  Kör- 
per bei  irgend  einer  in  umkehrbarer  Weise  vor  sich  gehenden  Zustandsän- 
dernng  aufnimmt,  und  T  die  absolute  Temperatur  des  Körpers  im  Momente 
der  Aufnahme  dieses  Wärmeelementes  bedeutet.  Bauschinger  ent- 
wickelt einen  Ausdruck,  welcher  unter  gewissen  die  Rechnung  vereinfachen- 
den Umständen  den  Werth  des  Integrals  für  endliche  Zustandsänderungen 
darstellt,  und  welcher  in  dem  Falle,  wo  der  Endzustand  des  Körpers  der- 
selbe ist,  wie  der  Anfangszustand,  wo  also  der  Körper  einen  Kreispro- 
cess  durchgemacht  hat,  Null  wird.  Wegen  dieses  letzteren  Umstandes 
meint  Bauschinger,  dass  die  von  ihm  entwickelte  Gleichung  einen  allge- 
meinen Satz  ausspreche,  in  welchem  mein  Satz  von  der  Aequivalenz  der 
Verwandlungen  für  Kreisproceese  als  besonderer  Fall  enthalten  sei. 

Mit  dieser  Ansicht  über  die  Bedeutung  seiner  Entwickelungen  kann 
ich  mich  nicht  einverstanden  erklären. 

In  der  von  mir  für  umkehrbare  Kreisprocesse  aufgestellten  Gleichung 


ß 


T=' 


liegt  zugleich  ein  Satz  für  solche  umkehrbare  Veränderungen,  bei  denen 
der  Endzustand  vom  Anfangszustande  verschieden  ist,  mit  ausgedrückt,  upd 
zwar  ein  Satz,  den  ich  nicht  nur  stillschweigend  als  darin  enthalten  betrach« 
tet,  sondern  auch  mehrfach  bestimmt  ausgesprochen  habe. 

♦)  Band  X,  S.  109.  Digiti.ed  by  GoOglc 
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Wenn  nämlich  das  Integral    /  —jedesmal  gleich  Nnll  wird,   so  oft 

der  Körper,  nachdem  er  verschiedene  Veränderungen  darchgemacht  hat, 
wieder  in  seinen  Anfangsznstand   zurückgelangt,  so  mnss  der  Ausdruck 

—  das  vollständige  Differential  einer  Grösse  sein,  welche  durch  den  gerade 

stattfindenden  Zustand  des  Körpers  bestimmt  ist,  ohne  dass  man  zu  wissen 
braucht,  auf  welchem  Wege  er  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  d.  h.  welches 
die  Zwischenzustände  gewesen  sind,   die  er  von  seinem  Anfangszustande  ' 
bis  zu  seinem  gegenwärtigen  Zustande  nach  einander  besessen  hat.     Für 
den  Fall,  wo  der  Zustand  des  Körpers  durch  irgend  zwei  unabhängige  Ver- 

dO 
änderliche  bestimmt  ist,  muss  somit  der  Ausdruck  —  das  vollständige  Dif- 
ferential einer  Function  dieser  Veränderlichen  sein;  er  muss  also,  nachdem 
man  ihn  als  einen  auf  diese  Veränderlichen  bezüglichen  Differentialausdruck 
dargestellt  hat,  der  bekannten  Bedingung  der  Integrabilität  genügen. 

Der  Unterschied  zwischen  Differentialausdrücken ,  welche  dieser  Be- 
dingung genügen,  und  solchen,  welche  dieser  Bedingung  nicht  genügen, 
kommt  in  meinen  Abhandlungen  so  oft  zur  Sprache ,  dass  ich  ihn  sogar  in 
meiner  Abhandlungensammlung  zum  Gegenstände  einer  besonderen  mathe- 
matischen Einleitung  gemacht  habe.     Speciell  für  den  Ausdruck  —  findet 

sich  die  Angabe,  dass  er  ein  vollständiges  Differential  ist,  und  somit  der 
Bedingung  der  Integrabilität  genügt,  unter  andern  in  meiner  Abhandlung: 
„Ueber  eine  veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wärmetheorie.  **  *) 

Nachdem  dieses  einmal  festgestellt  war,   verstand  es  sich  von  selbst, 

—  sich  mit  Hülfe  dazu  geeigneter ,  bei  der  Rechnung 

als  bekannt  vorausgesetzter  Grössen  als  Function  zweier  Veränderlichen 
ausdrücken  lassen  müsse.  Eine  solche  Rechnung  hat  nun  Bauschinger 
ausgeführt,  indem  er  dabei  die  Gleichung,  welche  den  ersten  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmetheorie   ausdrückt,  mit  angewandt  und  zugleich  für 

die  Differentialcoefficienten  -~-  (wenn  das  Volumen  v  als  constant  voraus- 

gesetzt  wird)  und  —  (wenn  die  Temperatur  T  als  constant  vorausgesetzt 

wird)  besondere  Zeichen  eingeführt  hat.  Soweit  ich  auch  davon 
entfernt  bin,  in  Abrede  zu  stellen ,  dass  derartige  Entwickelungen 
für    die  Wärmelehre    sehr   nützlich    sein   können,   so    glaube    ich  doch 


*)  PoggeDdorff*8  Annalen,  Bd.  XCIII,  S.  502  und  Abhandlangensammlang 
TheU  I,  S.  150.  ^  t 
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nicht,  dasB  man  von  einer  dadurch  gewonnenen  Gleichung  sagen  kann, 
sie  drücke  einen  neuen  allgemeinen  Satz  aus,  in  welchem  mein  Sata 
als  besonderer  Fall  enthalten  sei.  Meiner  Ansicht  nach  bilden  Entwicke- 
Inngen  dieser  Art  nur  eine  weitere  Ausführung  von  algebraischen  Rechnun- 
gen, wozu  die  Data  durch  die  schon  vorhandenen  Hauptgleichungen  darge* 
boten  sind. 

Bauschinger  vergleicht  seine  Entwickelung  mit  derjenigen,  welche 
ich  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Anwendung  des  Satzes  von  der 
Aequivalenz  der  Verwandlungen  auf  die  innere  Arbeit***)  gegeben  habe, 
und  hebt  dabei  hervor,  dass  ich  eine  neu  eingeführte  Grösse,  welche  ich 
die  Disgregation  nenne,  und  die  Hypothese,  „dass  die  mechanische  Ar- 
beit, welche  die  Wärme  bei.  irgend  einer  Anordnungsänderung  thun  kann, 
der  absoluten  Temperatur,  bei  welcher  die  Aenderung  geschieht,  proportio- 
nal ist,"  zu  Hilfe  genommen  habe,  während  seine  Enwickelung  ohne  ähn- 
liche Hilfsmittel  auf  rein  mathematischem  Wege  ausgeführt  sei.  Dabei 
scheint  er  nicht  beachtet  zu  haben,  dass  ich  in  jener  Abhandlung  etwas  ganz 
anderes  bezweckt  habe,  als  das,  worum  es  sich  in  seiner  Entwickelung  han- 
delt.   Ich  wollte  das  Integral    /  —  nicht  blos  seiner  Grösse  nach,  sondern 

vielmehr  seiner  physikalischen  Bedeutung  nach  bestimmen,  und  habe  in  der 
That  nachgewiesen ,  dass  es  sich  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Grössen 
zerlegen  lässt,  von  denen  die  eine  nur  von  der  Temperatur  dei9  Körpers, 
und  die  andere  nur  von  der  Anordnung  der  Bestandtheile  des  Körpers 
abhangt. 

Als  die  Abhandlung  von  Bauschinger  erschien,  hatte  ich  kurz  vor- 
her eine  neue  Abhandlung  vollendet,  weiche  seitdem  in  der  Vierteljahres- 
schrift der  Züricher  naturforschenden  Gesellschaft  Bd.  X,  S.  1  und  in  Pog- 
g  e  n  d  o  r  f  f  *s  Ann.  Bd.  CXX  V,  S.  353  erschienen  ist,  und  worin  ich  unter  andern 

—  besprochen  habe.   Ich  habe  dort, 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  den  Gegenstand  in  allgemeinerer 
Weise  behandelt,  als  Bauschinger,  dabei  jedoch  alle  vorkommenden 
Gleichungen  nur  als  Folgerungen  aus  den  beiden  schon  genannten  Haupt- 
gleichungen abgeleitet. 

Vielleicht  wird  es  nicht  ohne  Interesse  sein,  wenn  ich  hier  noch 
einige  weitere  Entwickelungen  ähnlicher  Art  mittheile,  welche  als  Ergän- 
zungen der  dort  gegebenen  dienen  können,  und  welche  mir  besonders  dazu 
geeignet  zu  sein  scheinen,  den  Zusammenhang  jenes  Integrals  mit  einer  an- 
deren für  die  Wärmelehre  wichtigen  Grösse  in  ein  klares  Licht  zu  stellen. 


*)  Poggendorff's  Annalen  Bd.  CXVI,  S.  73  und  Abhandlnngensammlang 

Theil  I,  S.  242.                                       •  ^        .^  O r\r\n\c> 
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Bevor  ich  aber  dazu  übergehe,  möchte  ich  noch  erst  über  eine  iu  Bau* 
schinger's  Abhandlang  vorkommende  Stelle  eine  kurze  Bemerkung 
machen. 

Auf  S.  114  der  Abhandlang  ist  die  Bede  von  folgender,  auch  auf  den 
zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  bezüglicher  Gleichung : 

dO  dp 

Hierin  ist  -—  der  schon  oben  einmal  erwähnte  DifiFerentialcoefficient,  p  be- 
dv  '  '^ 

deutet  den  Druck,  unter  welchem  der  Körper  steht,  /  die  vom  Gefrierpunkte 
an  gezählte  Temperatur  und  a  den  reciproken  Werth  des  Ausdehnungs- 
coefficienten  der  Gase,  also  angenähert  die  Zahl  273,  so  dass  a  +  t  dieselbe 
Grösse  ist,  die  vorher  mit  T  bezeichnet  wurde;  A  endlich  bedeutet  das  ca* 
lorische  Aequivalent  der  Arbeit.  Diese  Gleichung  citirt  Bauschinger 
mit  den  Worten:  „die  schon  von  Carnot,  nur  in  anderer  Form,  aufgestellte 
Gleichung**. 

Diese  Worte  könnten  leicht  ein  Missve'rständniss  veranlassen*  Die  in 
den  älteren  Darstellungen  der  Carno tischen  Theorie  vorkommende  Glei- 
chung, welche  eigentlich  nicht  von  Carnot  selbst  aufgestellt,  sondern  erst 
von  Clapeyron  aus  dem  C am o tischen  Satze  abgeleitet  ist,  lautet,  wenn 
man  sie  der  äusseren  Form  nach  der  vorigen  möglichst  ähnlich  macht,  fol- 
gendermaassen : 

dv  dl' 

worin  C  eine  unbestimmte  Temperaturfunction  darstellt,  welche  häufig  die 
C am 0 tische  Function  genannt  wurde.  Wenn  nun  in  dieser  Gleichung  an 
die  Stelle  der  früher  unbestimmt  gelassenen  Function  die  bestimmte  Func- 
tion A(a+t)  gesetzt  ist,  so  ist  das  jedenfalls  mehr,  als  was  man  unter  einer 
blossen  Formveränderung  zu  verstehen  pflegt. 

Ich  gehe  nun  zu  den  oben  angekündigten  Entwickelungen  über. 

§.1. 

Wir  wollen  in  dieser  EntwickeUing  wieder  von  den  beiden  vorher  er- 
wähnten Hauptgleichungen  ausgehen ,  durch  welche  ich  in  meiner  Abhand- 
lung „Ueber  eine  veränderte  Form  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechani- 
schen Wärmetheorie**  die  beiden  Hauptsätze  ausgedrückt  habe. 

Die  erste  Hauptgleichung  lautet,  wenn  man  sie  auf  eine  unendlich 
kleine  Zustandsänderung  eines  zur  Betrachtung  ausgewählten  Körpers 
bezieht: 

I)  dQ^dU+  AdfF. 

Hierin  ist,  wie  vorher,  A  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeit,  d.  h.  das 
Wärmeaequivalent  für  die  Einheit  der  Arbeit,  und  dQ  bedeutet  die  bei  der 
unendlich  kleinen  Zustandsänderung   vom  Körper  aufgenommene  Wärme. 
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Ferner  bedeutet  dW  die  gleichzeitig  vom  Körper  gethane  äussere  Arbeit, 
und  dU  die  dabei  eingetretene  Aenderung  derjenigen  Grösse,  welche  in  der 
Ueberschrift  mit  dem  Worte  Energie  bezeichnet  ist.  Als  ich  die  Grösse 
27  zuerst  in  die  Wärmelehre  einführte*),  gab  ich  ihr  keinen  besonderen 
Namen,  sondern  begnügte  mich  damit,  ihre  Bedeutung  durch  eine  Definition 
festzustellen,  welche  dahin  ging,  dass  diese  Grösse,  wenn  man  von  irgend 
einem  Anfangs  zustande  des  Körpers  ausgeht,  die  Summe  der  hinzugekom- 
menen wirklich  vorhandenen  und  der  zu  innerer  Arbeit  verbrauchten  Wärme 
sei.  Da  aber  W.Thomson,  welcher  diese  Grösse  später  ebenfalls  in  seine 
Gleichungen  aufgenommen  hat,  für  sie  den  bequemen  Namen  Energie  des 
Körpers  in  Vorschlag  gebracht  hat,  so  habe  ich  mich  dieser  Benennungsr 
weise  angeschlossen. 

Das  Eigenthümiiche  der  Grösse  ü^  wodurch  sie  sich  von  den  andern  in 
der  vorigen  Gleichung  befindlichen  veränderlichen  Grössen  unterscheidet, 
besteht  darin ,  dass  sie ,  wenn  man  den  Anfangszustaud  des  Körpers  als  ge- 
geben voraussetzt,  durch  den  augenblicklich  stattfindenden  Zustand  des 
Körpers  vollkommen  bestimmt  ist,  ohne  dass  man  zu  wissen  braucht,  auf 
welche  Weise  der  Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  während  die  Grös- 
sen fF  und  0  nicht  blos  vom  Anfangs-  und  Endzustande,  sondern  auch  von 
der  Art  des  Ueberganges  abhängen. 

In  der  vorigen  Gleichung  lässt  sich  noch  eine  kleine  Vereinfachung 
anbringen.  Ich  habe  in  einem  in  meiner  Abhandlungensammlung  befindli- 
chen Zusätze  vorgeschlagen,  die  mechanische  Arbeit,  wenn  sie  nicht  nach 
dem  gewöhnlichen  mechanischen  Maasse,  sondern  nach  Wärmemaasse  ge- 
messen wird,  d.h.  wenn  man  dabei  als  Einheit  die  einer  Wärmeeinheit  entspre- 
chende Arbeit  anwendet,  mit  dem  Namen  Werk  zu  bezeichnen.  Hiernach 
ist  also,  da  FT  die  äussere  Arbeit  bedeutet,  das  Product  A  W  das  äussere 
Werk.  Dieses  wollen  wir  durch  einen  besonderen  Buchstaben  bezeichnen, 
indem  wir  setzen : 

w  —  AW. 
Dann  lautet  die  vorige  Gleichung: 

\a)  dO  =  dü+  dw. 

§.2. 

Die  zweite  hier  in  Betracht  kommende  Hauptgleichung  ist  die  schon 
oben  erwähnte,  für  umkehrbare  Kreisprocesse  geltende  Gleichung: 

n)      ■  /^=.. 

Sie  drückt  den  zweiten  Hauptsatz  zwar  nicht  In  der  allgemeinsten  Weise 
aus,  aber  für  nnsern  gegenwärtigen  Zweck  ist  sie  genügend. 


*)  Pogge  ndorff 's  Annalen  Bd.  LXXIX,  S.  8S4,  Märzh«ft  1850,  und  Abband- 
lungensammliiiig  Theil  I,  8,  32.  jigitized  by  GoOqIc 
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Aas  dieser  Gleichung  folgt,  wie  oben  gesagt  wurde,  dass  der  Differen- 

tialausdrnck  -^^  soweit  er  sich  auf  umkehrbare  Veränderungen  bezieht, 

das  vollständige  DiflFerential  einer  Grösse  ist,  welche,  sofern  der  Anfangs- 
zustand des  Körpers  als  gegeben  vorausgesetzt  wird,  durch  den  augenblick- 
lich stattfindenden  Zustand  des  Körpers  vollkommen  bestimmt  ist,  ohne  dass 
man  den  Weg,  auf  welchem  der  Körper  in  diesen  Zustand  gelangt  ist,  zu 
kennen  braucht.  Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  5,  und  fügen  ausdrück- 
lich hinzu,  dass  unter  S  ebenso,  wie  unter  ü^  eine  Grösse  verstanden  werden 
soll,  welche  für  jeden  Zustand  des  Körpers  einen  bestimmten  Werth  hat, 
so  können  wir  die  vorige  Gleichung  in  folgender  Form  schreiben: 

Was  die  physikalische  Bedeutung  der  Grösse  S  anbetrifft,  so  habe  ich 
darüber,  wie  schon  oben  erwähnt,  in  meiner  Abhandlung  „lieber  die  An- 
wendung des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  auf  die  innere 
Arbeit*^  gesprochen;  indessen  brauchen  wir' auf  die  dort  vorkommenden 
Betrachtungen  hier  nicht  einzugehen,  und  ich  erwähne  sie  nur  deshalb,  weil 
ich  aus  ihnen  den  Namen  der  Grösse  S  entnommen  habe.  Ich  habe  nämlich 
aus  dem  griechischen  Worte  t^o;ci},  Verwandlung,  das  Wort  Entropie 
gebildet,  welches  die  Bedeutung  der  Grösse  S  in  äbnlicher  Weise  aus- 
drückt, wie  das  Wort  Energie  die  Bedeutung  der  Grösse  ü. 

Der  Zweck  der  gegenwärtigen  Abhandlung  ist  nun ,  aus  den  Haupt- 
gleichungen Id)  und  IIa)  andere  Gleichungen  abzuleiten,  welche  zur  Be- 
stimmung der  Energie  und  Entropie  dienen  können,  und  die  Eigenschaften 
und  Beziehungen  dieser  Grössen  erkennen  lassen. 

§.3. 

Die  Gleichung  la)  gilt  sowohl  für  umkehrbare,  als  auch  für  nicht 
umkehrbare  Veränderungen.  Wir  wollen  aber  jetzt,  um  diese  Gleichung 
mit  der  Gleichung  IIa)  in  Verbindung  bringen  zu  können,  annehmen,  die 
Veränderung,  auf  welche  die  Gleichung  la)  sich  bezieht,  sei  dieselbe 
umkehrbare  Veränderung,  wie  die,  auf  welche  die  Gleichung  IIa) 
sich  bezieht.  Dann  ist  das  Wärmeelement  dQ  in  beiden  Gleichungen  das- 
selbe, und  wir  können  es  daher  aus  den  Gleichungen  eliminiren,  wodurch 
wir  erhalten : 

1)  TdS  =  dü+dw. 

Nun  wollen  wir  annehmen,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch  irgend 
zwei  Veränderliche  bestimmt,  welche  wir  vorläufig  ganz  allgemein  mit  s 
und  y  bezeichnen  wollen.  Nachträglich  können  wir  dann  für  diese  unbe- 
stimmt gelassenen  Veränderlichen  bestimmte  Grössen,  wie  Temperatur,  Vo- 
lumen, Druck  oder  andere  in  den  gerade  beabsichtigten  Untersuchungen 
zweckmässige  Grössen   einführen.  .  Wenn   der  Zustand  des  Körpers  durch 
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die  Yeränderlicben  x  nnd  y  bestimmt  wird ,  so  müssen  sich  alle  Grössen, 
welche  durch  den  augenblicklich  stattfindenden  Zustand  des  Körpers  be- 
stimmt sind ,  ohne  dass  man  die  Art,  wie  der  Körper  in  diesen  Zustand  ge- 
langt ist,  zu  kennen  braucht,  durch  Functionen  dieser  Veränderlichen  dar- 
stellen lassen,  in  denen  die  Veränderlichen  als  von  einander  unabhängig 
betrachtet  werden  können.  Demnach  sind  auch  die  Grössen  S  nnd  IJ  als 
Functionen  der  unabbängigen  Veränderlichen  x  und  y  anzusehen. 

Von  der  Grösse  n;  gilt  dieses  aber  nicht,  indem  selbst  dann,  wenn  fest- 
gesetzt ist,  dass  nur  umkehrbare  Veränderungen  des  Körpers  vorkommen 
sollen ,  das  äussere  Werk ,  welches  gethan  wird ,  während  der  Körper  aus 
einem  gegebenen  Anfangszustande  in  einen  gegebenen  Endzustand  über- 
geht, nicht  nur  von  dem  Anfangs-  und  Endzustande,  sondern  auch  von  den 
nach  einander  durchlaufenen  Zwischenznständen,  oder  von  dem  Wege,  auf 
welchem  die  Veränderung  stattfindet,  abhängt.     Die  Differentialcoefficien- 

ten-—  und  -—-  sind  zwar  bestimmte  Functionen  von  x  und  yi  wenn  man, 
dx  dy 

aber   den   ersten  derselben  nach  y  und  den  zweiten  nach  x  differentiirt,  so 

sind  die   dadurch  entstehenden  Differentialcoefficienten    zweiter  Ordnung 

rf~  (  J~)  ^^^  'd'xT'i  ^^^^*  unter  einander  gleich,  was  der  Fall  sein  müsste, 

wenn  die  Grösse  w  sich,  während  x  nnd  y  von  einander  unabhängige  Verän- 
derliche sind,  als  eine  Function  derselben  ausdrücken  liesse. 
Wenn  man  nun  in  der  Gleichung  1)  setzt: 

.c      dS^     ,   dS^ 
dS  =  —-dx+'r-dy 
dx  dy 

dU=-—dx  +  -—dy, 
dx  dy 

dtv  dfv 

dw  =  'r—dx  +  ---dy 
dx  dy    " 

so  geht  sie  über  in : 

dx  dy     ^       \dx      dx)  \dy       dy J   ^ 

Da  diese  Gleichung  für  beliebige  Werthe  der  Differentiale  dx  nnd  dy  richtig; 
sein  muss,  also  unter  andern  auch  für  die  Fälle,  wo  das  eine  oder  das  andere 
der  Differentiale  gleich  Null  gesetzt  wird,  so  «erfüllt  sie  sofort  in  folgende 
Bwei  Gleichungen : 

rfS_  d^      dw 
j      dx       d  X       dx 

^y  ~  ^y     dy 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  durch  zweite  Differentiation  eine  d^r 
Grössen  S  odef  U  eliminiren. 
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§.4. 

Wir  wollen  zuerst  die  Grösse  Z7  elirainiren,  weil  die  dadurch  entstehende 
Gleichung  die  einfachere  ist. 

Wir  differentiiren  dazu  die  erste  der  Gleichungen  2)  nach  y  und  die 
zweite  nach  x.  Dabei  wollen  wir  die  DifFerentialcoefficienten  zweiter  Ord- 
nung von  Sund  V  ganz  so,  wie  gewöhnlich,  schreiben.   Die  Differentialcoef- 

ficienten  von  —  und  -—  dagegen  wollen  wir,  wie  es  schon  oben  geschehen 
dx  dy       °  ° 

ist,  um  Susserlich  anzudeuten,  dass  es  nicht  DifFerentialcoefficienten  zwei- 
ter Ordnung  einer  Function  von  x  und  y  sind,  so  schreiben:  -t-  i-f-)  '^od 

,  I  -r—  ).  Endlich  ist  noch  zu  beachten,  dass  die  in  den  Gleichungen  vor- 
dxXdyJ 

kommende  Grösse  T,  nämlich  die  absolute  Temperatur  des  Körpers,  von 
welcher  wir  in  dieser  Entwickelung  annehmen ,  dass  sie  in  allen  Theilen 
des  Körpers  gleich  sei ,  ebenfalls  als  Function  von  x  und  y  anzusehen  ist. 
Wir  erhalten  also : 

dT   dS      y  d*^  _    d'ü         d  /dfv\ 
dy'dx  dxdy       dx  dy      dy\dxj 

dT    dS  d'S  _    ä'U    ,     d  /dfvV 

dx' dy  dy  dx       dy  dx      dx\dyj 

Wenn  wir  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  abziehen,  und  da- 
bei bedenken,  dass 

d'S  d'S         ,     d'ü  d'U 

und 


dx  dy       dy  dx  dx  dy       dy  dx 

ist,  so  erhalten  wir: 

djr   d^_dT   d^_J_{i»^\_±fdw\ 
^  dy'dx       dx' dy        dy\dxj       dx\dy  / 

Die  hierin  an  der  rechten  Seite  stehende  Differenz  spielt  in  den  For- 
meln der  mechanischen  Wärmetheorie  eine  bedeutende  Rolle.  Ich  habe  sie 
in  meiner  zuletzt  veröffentlichten  Abhandlung  die  auf  0?^  bezügliche 
Werkdifferenz  genannt,  und  habe  sie  mit  j^xj^  bezeichnet,  so  dass  zu 
setzen  ist: 


^^  ^'»'^Ty\£}~Tx\^)' 


5)  -r:-^.-^.-^  =  E,,. 


Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 

dy  '  dx      dx  '  dy 

Dieses  ist  die  aus  Gleichung  1)  hervorgehende,  zur  Bestimmung  von  5^  die- 
nende Differentialgleichung. 

Um  ferner  aus  den  beiden  Gleichungen  2)   die  Grösse  S  zu  eliminiren, 
•chreiben  wir  sie  in  folgender  Form :  /-^  i 
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/o--     39^,, 



— ^^^^^^^^. 

f^TTT^'T'''«^^ 

dS_  1     dU       l     dw 
dx~  T'  dx^  T  '  dx 

X^c;  ■• 

dS_  1     du       1     dm 

dy~  T'dy'^  T'dy 

Von  diesen  Oleichnngen  differentüren  wir  wieder  die  erste  nach 

y  and  die 

Bweite  nach  xr,  wodurch  kommt: 

d'S  _   i       d^U         \     dT   dU 

d  fl 

dw\ 
'  dx) 

dxdy        T'dxdy       'P'dy'dx'^ 

dy\T 

(PS  _  l       d'ü         l     dT    du 

dx\T 

dwV 
'  dy) 

dydx^       T'dydx       P'dx'dy 

Snbtrahirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten,  und  bringt  in 
der  dadurch  entstehenden  Gleichung  die  Glieder,  welche  {^enthalten,  auf 
die  linke  Seite,  und  multiplicirt  dann  noch  die  ganze  Gleichung  mit  7*,  so 
kommt : 

dT   dü_dT    dU^       rd^n     dw\_±(}^    djoK^ 
^        dy'dx      dx'dy~       ldy\T  '  dx)      dx\T'dyJy 
Für  die  hierin   an  der  rechten  Seite  stehende  Grösse  wollen  wir  eben- 
falls ein-  besonderes  Zeichen  einführen,  indem  wir  setzen : 

7)  JS'^=T.[l(i..^j_jl(^.lf^J. 

Dann  lautet  die  vorige  Gleichung: 

dT   dU_dT   du 

dy  '  dx      dx  '  dy 

Dieses  ist  die  aus  der  Gleichung  i)  hervorgehende,  zur  Bestimmung  von  ü 
dienende  Differentialgleichung. 


®)  X7    TI^Tr  •7r=^«y• 


§.5. 

Bevor  wir  die  beiden  Differentialgleichungen  5)  und  8)  weiter  behan- 
deln, wird  es  zweckmässig  sein ,  die  Aufmerksamkeit  für  einen  Augenblick 
auf  die  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  E^y  und  E'^py  zu  richten. 

Zwischen    diesen    beiden  Grössen    findet  folgende  Beziehung  statt, 
welche  sich  aus  den  in  4)  und  7)  gegebenen  Ausdrücken  leicht  ergiebt: 
^     dT   dw      dT    dw 

Beide  Grössen  E^y  und  Ji^^y  sind  Functionen  von  x  und  y.  Wählt  man 
zur  Bestimmung  des  Körpers  statt  der  Veränderlichen  x  und  y  irgend  zwei 
andere  Veränderliche,  welche  {  und  tf  heissen  mögen,  und  bildet  mit  diesen 
die  entsprechenden  Grössen  Epi  und  E'^rjj  nämlich: 

so  sind  diese  Grössen  natürlich  Functionen  von  |  und  i;,  ebenso  wie  dir)^]^^ 


,^ 
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rigen  Grössen  Functionen  von  x  und  y.  Vergleicht  man  nun  aber  einen 
dieser  beiden  letzten  Ausdrücke,  z.  B.  denjenigen  von  E^ri  mit  dem  Aus- 
druck der  entsprechenden  Grösse  E^^y^  so  findet  man,  dass  sie  nicht  blos 
zwei  auf  verschiedene  Veränderliche  bezogene  Ausdrücke  einer  und  der- 
selben Grösse  sind,  sondern  dass  sie  wirklich  verschiedene  Grössen  darstel- 
len. Aus  diesem  Grund  habe  \Q\i  E^y  nicht  kurzweg  die  Werkdifferenz, 
sondern  die  auf  a?^  bezügliche  Werkdifferenz  genannt,  wodurch  sie  sofort 
von  Egrjy  nämlich  von  der  auf  £17  bezüglic*l)en  Werkdifferenz,  unterschieden 
wird.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  E^^  und  Ef^ri^  welche  gleichfalls  als  zwei 
verschiedene  Grössen  anzusehen  sind. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Grössen  E^y  und  E^  besteht,  fin* 
det  man  folgendermaassen.  Die  Differentialcoefficienten,  welche  in  dem  in 
10)  gegebenen  Ausdrucke  von  E^ti  vorkommen,  können  in  der  Weise  abge- 
leitet werden,  dass  man  zuerst  die  Differentialcoefficienten  nach  den  Verän- 
derlichen m  und  y  bildet,  und  dann  jede  dieser  beiden  Veränderlichen  als 
eine  Function  von  |  und  ri  behandelt.     Auf  diese  Art  erhält  man : 

dw dw    dx      dm    dy 

dw^    dw    dx       dw    dy' 
dtf        dx  '  dri       dy  '  df^ 

Von  diesen  beiden  Ausdrücken  soll  der  erste  nach  rj  un  der  zweite  nach  £ 
differentiirt  werden,  wodurch  man  unter  Anwendung  desselben  Verfahrens 
erhält : 

fd  /dw\    dx     dx        d  /dw\    dx    dy      dw      d^x 
dx  \dx)  'Ti'd^dy  \d^)  'd^'d^'^dx'  dfdhj 
d  fdw\    dx    dy        d  (dw\     dy    dy      dw       d^y   ' 
'^d^KdyJ  •  d^  *  ^      «^  W/  'dl'dii^d^'  dfd^ 


dy      dw       d^x 


d  /dw\    dx    dx        d  /dw\    dx    dy 
dx\dx/  '  d^  '  dri       dy\dx)'dri'd^  *   dx'd^dt^ 
d  /dw\    dx    dy         d  /dw\     dy    dy      dw       d^y 
"*■  di \d^)  'di'dhi^d^  \diJ  'di'dii'^d^ 


didri 

Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  von  der  ersten  abzieht,  so  heben 
sich  an  der  rechten  Seite  die  meisten  Glieder  auf,  und  es  bleiben  nur  vier 
Glieder  übrig ,  welche  sich  in  der  folgenden  Weise  in  ein  Froduct  aus  zwei 
zweigliedrigen  Ausdrücken  zusammenziehen  lassen: 

dl]  \dl)  ~~  di  \d7iJ  ~  \df'  dhj      dt]  •  Tyid^Kdlc)      dx  \d^)  X 
Der  in  dieser  Gleichung  an  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  ist  E^riy  und 
der   an   der  rechten  Seite  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Ausdn\ck  ist 
Exy     Man  erhält  also  schliesslich: 
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Auf  gleiche  Art  findet  man  anch : 

Wenn  man  nnr  Eine  der  Veränderlichen  durch  eine  neue  ersetzt,  wenn 
man  z.  B.  die  Verftnderliche  x  beibehält,  während  man  statt  y  die  neue 
Veränderliche  17  einführt^  so  hat  man  in  den  beiden  vorigen  Gleichungen 

«  =  |,  und  somit  —  =  1  und  —  =  0  zu  setzen,  wodurch  sie  übergehen  in; 

14)  ^^  =  ^^^  °^^  ^'n^d^^'y* 

Will  man  zwar  die  ursprünglichen  Veiänderlichen  beibehalten ,  aber 
ihre  Reihenfolge  ändern,  so  nehmen  dadurch  die  in  Rede  stehenden  Grös- 
sen, wie  man  sofort  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Ausdrücke  4)  und  7)  er- 
kennt, das  entgegengesetzte  Vorzeichen  an,  also : 

§.6. 

Wir  kehren  nun  wieder  zu  den  für  S  und  V  abgeleiteten  Differential- 
gleichungen 5)  und  8)  zurück. 

Dieselben  nehmen  besonders  einfache  Gestalten  an ,  wenn  man  darin 
als  eine  der  unabhängigen  Veränderlichen  die  Temperatur  T  wählt.   Setzen 

wir  a.  B.  T=  y,  so  folgt  daraus  —  =  1  und  —  =  0,  und  zugleich  haben 

-wir  dann  statt  Eg^  und  E^xy  >u  schreiben:  jE'xr  nnd  EgT*    Dadurch  gehen 
die  Gleichungen  5)  und  8)  über  in : 

16)  .     j^-^ExT. 

17)  —^E^xT' 

ax 

Diese  Gleichungen  können  wir  sofort  nach  x  integriren  und  erhalten  da- 
durch : 


18)  S^jExTdx  +  tp{T\ 

19)  ü=:j£fxTdx  +  ilf{T), 


worin  9(T)  und  ^(T)  zwei  willkürliche  Functionen  von  7 sind. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  man  natürlich  leicht  wieder  in 
der  Weise  umgestalten,  dass  man  statt  der  Veränderlichen  T  eine  beliebige 
andere  Veränderliche  y  einfuhrt.  Man  braucht  dazu  nur  für  T  diejenige 
Function  von  x  und  y,  welche  diese  Grösse  darstellt,  einzusetzen.  Die  da- 
durch entstehenden  Gleichungen  sind  dieselben,  zu  welchen  man  gelangt, 
wenn  man  von  den  allgemeineren  Differentialgleichungen  5)  und  8)  ausge^ß 
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und  auf  diese  das  gewöhnliche  Integrationsverfahren  anwendet,  und  dabei 
zugleich  bedenkt,  dass  nach  14)  za  setzen  ist: 

Jj^E^  =  E:,T  und    J~  ^xy  =  ^xT«. 

Wir  haben  also  im  Vorigen  mit  Hilfe  der  partiellen  Differentialglei- 
chungen, welche  aus  der  Gleichung  1)  abgeleitet  sind,  Ausdrücke  von  S  und 
?7  gewonnen,  deren  jeder  noch  eine  willkürliche  Function  von  T  enthält. 
Will  man  nun  auch  diese  dort  willkürlich  gebliebenen  Functionen  bestim- 
men, so  muss  man  auf  die  Gleichungen  la)  und  IIa),  aus  denen  die  Glei- 
chung 1)  durch  Elimination  vowßQ  hervorgegangen  ist,  zurückgehen. 

§.7. 

Nehmen  wir  an ,  der  Zustand  des  Körpers  sei  durch  seine  Temperatur 
T  und  eine  beliebige  andere  Veränderliche  x  bestimmt,  so  können  wir  den 
beiden  Gleichungen  IIa)  und  la)  folgende  Formen  geben: 

Da  diese  Gleichungen  für  beliebige  Werthe  der  Differentiale  dT  vmA  dx 
gelten  müssen,  so  zerfallt  jede  derselben,  wie  es  in  einem  ähnlichen  Falle 
schon  oben  zur  Sprache  gekommen  ist,  in  zwei  Gleichungen.  Wir  wollen 
hier  von  den  so  entstehenden  vier  Gleichungen   nur  die   beiden    benutzen, 

welche  zur  Bestimmung  von  j^  und  —  dienen  können,  nämlich: 

dS_  1     dQ 

20)  dr~T'dr 

dU_dO      drv 

21)  *  df"df~df 

j  o  ATT 

Zur  Bestimmung  der  beiden  andern  Differentialcoefficienten    ---    und    -r— 

dx  dx 

wenden  wir  die  weiter  oben  abgeleiteten  Gleichungen  16)  und  17)  an.    MH 

Hilfe  dieser  Ausdrücke  der  vier  Differentialcoefficienten  können  wir  folgende 

vollständige  Differentialgleichungen  von  S  und  ü  bilden: 

22)  dS^j.^dT+E^Tdx. 

23)  ^^=(^-^)^^+^*rrfa:. 

Da  die  .Grössen  S  und  ü  sich  durch  Functionen  von  Jund  x  darstellen 
lassen  müssen ,  in  welchen  die  beiden  Veränderlichen  T  und  x  als  von  ein«- 
ander  unabhängig  angesehen  werden  können,  so  muss  für  die  beiden  vorste- 
henden Gleichungen  die  bekannte  Bedingungsgleiehung  der  Integrabilität 
gelten.     Für  die  erste  Gleichung  lautet  diese:  oigitizedbyGoOQlc 
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dx\T'dT/~    dT  ' 
oder  anders  geschrieben: 

^^  dxKdT)       -^    dT' 

Ffir  die  zweite  Oleicliang  lautet  die  Bedingungsgleichnng: 

^  dxKdTj      dxKdTj  dT  ' 

Diese  beiden  Bedingnngsglcifehnngen  hängen  so  anter  einander  ziiAnm- 
men,  dass  sich  ans  der  einen  die  Nothwendigkeit  der  anderen  sofort  ablei- 
ten lässt.  Zwischen  den  beiden  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  E^t  tiQd 
^jrr  besteht  nämlich  folgende  Gleichung,  welche  sich  ans  0)  ergiebt,  wenn 
man  darin  T=^y  setzt :  * 

lim 

26)  E',T—TEaT—-T-' 

ax 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  T^  so  kommt:  \ 


d  E'jcT      ^dExT  .    jp 


dTXdxJ' 


dT  dT 

Bedenkt  man  nun,  dass 

_  d  [dw\        d  (dw\ 
^''^—dT\di)~dx\dT) 
ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in : 

dBr,T_^dE:,T       d  (dfv\ 
^^  df~~^     dT  ~dx\dTr 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  können  wir  von  den  beiden  Gleichungen  24)  und 
25}  sofort  die  eine  auf  die  andere  zurückführen. 

Durch  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichungen  22)  und  23) 
lassen  sich  die  beiden  Grössen  S  und  ü^  jede  bis  auf  eine  unbekannt  blei- 
bende Constante,  bestimmen. 

Natürlich  kann  man  auch  in  diesen  vollständigen  Differentialgleichun- 
gen, wenn  es  für  besondere  Fälle  zweckmässig  erscheint,  statt  der  Verän- 
derlichen r  irgend  eine  andere  Veränderliche  y  einführen,  was,  wenn  Tals 
Function  von  x  und  y  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  keine  Schwierigkeit 
hat,  und  daher  keiner  weiteren  Auseinandersetzung  bedarf. 

§.8. 

Alle  vorigen  Gleichungen  sind  in  solcher  Weise  entwickelt,  dass  in 
Bezug  auf  die  äusseren  Kräfte ,  welche  auf  den  Körper  wirken ,  und  auf 
welche  sich  das  äussere  Werk  bezieht,  keine  einschränkenden  Bedingungen 
gestellt  sind.  Wir  wollen  nun  einen  besondern  Fall,  welcher  vorzugsweise 
hänfig  vorkommt,  etwas  näher  betraohten«  Ich  meine  den  Fall,  wo  die  ein- 
sige freinde  Kraft,  welehe  bei  den  Znstandsänderungen  des  Körpers  entwe- 
der hindernd  oder  fordernd  wirkt,  und   daher  ein  positives  oder  negativei^^ 
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äusseres  Werk  bedingt,   ein  an  der  Oberfläche  des  Körpers  stattfindender, 
tiberall  gleicher  und  normal  gegen  die  Oberfläche  gerichteter  Druck  ist. 

In  diesem  Falle  wird  nur  bei  VolumenänderuDgen  des  Körpers  äusse- 
res Werk  gethan,  und  der  Ausdruck  desselben  ist  sehr  einfach.  Sei  näm- 
lich p  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Druck ,  so  ist  die  bei  einer  Vo- 
lumenänderung  um  dt;  gethane  äussere  Arbeit  dfr  =  p dp,  und  demge- 
mäss  das  äussereWerk: 

28)  dw  =  Apdv. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  der  Zustand  des  Körpers  durch  die  Grössen 
^  und  y  bestimmt  sei ,  so  ist  v  als  Function  von  x  und  y  zu  betrachten ,  und 
man  kann  die  vorige  Gleichung  in  folgender  Form  schreiben: 
dtv  ,      ,   drv  ,  .    fdv   .      .   dv  ,    \ 

woraus  sich  sofort  die  beiden  nachstehenden  Gleichungen  ergeben : 

drv  ^^       dv 

dx  dx 

dw        ,    dv 

dy         '^  dy 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  in  4)  und  7)  gegebenen  Ausdrücke 
von  Eay  und  E^^  erhält  man : 

In  der  letzteren  dieser  Gleichungen  wollen  wir  zur  Abkürzung  setzen : 

wodurch  sie  übergeht  in: 

Führt  man  nun  in  diesen  Ausdrücken  die  Differentiationen  der  Froducte 

d^v  d^v 

aus,  und  bedenkt  dabei,  dass  -; — t-=  3 — 1—  "t,  so  erhält  man: 
'  ^  dxdy       dydx 


fdp    dv      dp    dv\ 

^^  ^'^  -'^\d~y'di'"di'd^r 


Nimmt  man  an,  dass  eine  der  zur  Bestimmung  des  Körperzustandes 
dienenden  unabhängigen  Veränderlichen,  z.  B.  die  bisher  mit  y  bezeichnete 
Veränderliche,  die  Temperatur  des  Körpers  sei,  so  hat  man  nur  statt  y 
überall  T  za  schieiben,  alao :  ^.^...^^^  ^^  GoOgle 
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Wendet  man  nun  diese  Ausdrücke  auf  die  Gleichungen  22)  und  23)  aiB, 

-  ,     .  ,  .  ,  dtv        ,    dv        , 

und  setzt  dann  zugleich  -pp=^  ^wr'  ®^  kommt: 

Besonders  einfach  werden  diese  Ausdrücke,  wenn  man  für  die  zweite, 
noch  unbestimmt  gelassene  Veränderliche  x  das  Volumen  v  nimmt,  indem 

man  dann  -—-=1  und  -—  =  0  zu  setzen  hat.     Dadurch  erhält  man: 
ax  aJ 

»)  .s^l.pr  +  jp,. 

Für  den  Fall,  wo  die  Volumenänderung  des  Körpers  ohne  theilweise 
Aenderung  seines  Aggregatzustandes  stattfindet,  ist  der  in  den  letzten  Glei- 

ehnngen  vorkommende  Differentialcoefficient  -pf,  einfach  das  Product  aus 

dem  Gewichte  des  Körpers  in  seine  specifische  Wärme  bei  constantem  Vo- 
lumen. Bezeichnen  wir  diese  specifische  Wärme  mit  c  und  das  Gewicht 
des  Körpers  mit  M^  so  lauten  die  Gleichungen  für  diesen  Fall : 

38)  dS=M^dT  +  A^dv, 

39)  dü=McdT+AT^^dv. 

Man  kann,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  die  vorstehenden  Gleichungen 
noch  in  verschiedenen  anderen  Weisen  specialisiren,  indem  man  bestimmte 
Grössen  als  Veränderliche  wählt,  oder  die  Gleichungen  auf  bestimmte  Kör- 
perclassen  anwendet.  Indessen  will  ich  hierauf,  sowie  auf  die  Ausführung 
der  Integration  der  vollständigen  Differentialgleichungen  an  diesem  Orte 
nicht  weiter  eingehen ,  weil  ich  schon  in  meiner  oben  citirten ,  zuletzt  ver- 
öffentlichten Abhandlung  einige  derartige  Fälle  beispielsweise  behandelt 
habe. 

Ich  hoffe,  dass  die  vorstehende  übersichtliche  Znsammenstellung  der 
auf  die  Entropie  und  Energie  bezüglichen  Differentialgleichungen  dazu 
beitragen  kann,  die  Mathematiker  und  Physiker  mit  diesen  beiden  Grössen^ 
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welche  in  der  mechanischen  Wärmetbeorie  eine  so  bedentende  Rolle  spie- 
len, näher  bekannt  zu  machen,  und  ihnen  den  Gebrauch  derselben  scu 
erleichtern.  Namentlich  glaube  ich,  dass  aus  der  Art,  wie  beide  Grössen 
immer  parallel  neben  einander  bebandelt  sind,  der  Vortheil  erwächst,  dass 
die  Beziehung  dieser  Grössen  zu  einander,  inwieweit  sie  sich  gleich  ver- 
balten ,  und  worin  sie  sich  von  einander  unterscheiden,  auf  das  Deutlichste 
hervortritt. 

Zürich,  den  24.  Juli  1865. 


IV. 
Flücker's    neue    Raumgeometrie. 

Von  Dr.  Dronke, 

Director  der  Provinzialgewerbeschule  in  Coblenz. 


1.  Durch  die  unsterblichen  Werke  Plücker's  über  analytische  Geo- 
metrie ist  ein  so  unendlich  grosses  Gebiet  mit  neuen  Anschauungen  gebracht, 
dass  noch  für  viele  junge  Kräfte  dort  reicher  Stoff  zu  schöner  Arbeit  aufge- 
häuft ist;  leider  haben  aber  bis  jetzt  sehr  wenige  mittelst  der  angezeigten, 
durch  Einfachheit  und  Eleganz  sich  auszeichnenden  Methode  Folgerungen 
aus  den  gegebenen  Prineipien  gemacht;  in  England  und  jetzt  auch  in 
Frankreich  findet  die  Theorie  Plücker^s  immer  mehr  und  mehr  Anerken- 
nung. In  Deutschland  greift  der  Verfasser  selbst  nach  fast  zwanzigjähri- 
gem Schweigen  (seit  1846)  wieder  zur  Feder  und  gibt  selbst  neue  Anschau- 
ungen  in  der  Baumgeometrie,  die  namentlich  in  ihren  Anwendungen  auf 
die  Mechanik,  die  Optik  u.  s.  f.  von  ganz  unberechenbarem  Vortheil  sein 
müssen.  In  den  Proceedings  of  ihe  Royal  Society  (Februar  18tSö)  sind  die 
ersten  Prineipien  der  neuen  Theorie  niedergelegt;  in  einer  Bede,  die  PI  ti- 
cke r  in  Birmingham  vor  einer  Versammlung  der  britischen  Naturforscher 
hielt,  sind  sie  erweitert.  Durch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Prof.  P lü- 
cker war  ich  in  den  Stand  gesetzt,  mit  dem  Inhalte  dieser  Rede  mich 
bekannt  zu  machen  und  mit  Erlaubniss  des  genannten  Herrn  theile  ich 
Folgendes  mit. 

2.  Ebenso,  wie  man  die  Ebene  sich  aus  Punkten  oder  aus  Ge- 
raden bestehend  denken  kann,  würde  man  den  Raum  entweder  als  den  In- 
begriff von  Punkten,  Ebenen  oder  Geraden  auffassen  können.  Folgt  man 
der  erfiten  Definition,  den  Raum  als  aus  Punkten  bestehend  sich  zu  denken, 
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80  hat  man  die  gewöhnliche  analytische  Geometrie  mit  den  3  (Pnnkt*)  Coor- 
dinatenaxen  JT,  I\  Z,  Al«i  aus  Ebenen  zusammengesetzt  dachte  sich  Plü- 
cker  den  Raum  in  seinem  „System  der  Geometrie  des  Eaumes  (Düssel- 
dorf 1846).*'  Dort  schon  gibt  er  (p.  322)  Andeutungen  über  die  dritte  Auf- 
faa.sang  des  Raumes  als  aus  Geraden  gebildet,  doch  erst  jetzt  verfolgt  er 
selbst  diese  Idee.  In  einem  gewöhnlichen  Coordinatensystem  mit  drei  senk- 
recht zu  einander  stehenden  Azen  X,  JT,  Z,  mit  dem  Coordinatenanfangs- 
punkte  0  bedeutet  die  Gleichung 

ax  +  bt/  +  czs=:l 
eine  Ebene,  wenn  a,  by  c  drei  Constante  und  a:,  y,  ;r  die  Variabein  bedeuten; 
hierbei  sind  erstere  die  Coordinaten  der  Ebene.     Sind  aber  Xj  y,  z  constant 
und  a,  6,  c  veränderlich,  so  stellt  die  Gleichung  einen  Funkt  dar  vermittelst 
aller  durch  ihn  gehenden  Ebenen,    or,  y,  «  sind  die  Coordinaten  desselben. 

Fasst  man  nun  aber  den  Raum  als  aus  Geraden  bestehend  auf,  so 
scheidet  sich  diese  Auffassungsart  sogleich  in  zwei  neue,  je  nachdem  man 
die  Gerade  selbst  bestimmt.  Bei  der  ersten  wird  der  Raum  gebildet  von 
Geraden,  die  ihrerseits  aus  Punkten  bestehen ;  durch  jeden  Punkt  des  Rau- 
mes geht  eine  unendliche  Anzahl  gerader  Linien  und  dieser  Punkt  kann 
als  Erzeugungspuukt  einer  jeden  dieser  Geraden  betrachtet  werden.  Fer- 
ner aber  kann  der  Raum  als  aus  Geraden  entstanden  gedacht  werden,  deren 
jede  ihrerseits  durch  den  Schnitt  zweier  Ebenen  erzeugt  ist.  In  einer  jeden 
Ebene  liegen  unendlich  viele  gerade  Linien  und  eine  jede  derselben  kann 
als  Axe  gedacht  werden,  um  welche  man  die  Ebene  dreht. 

Ein  Beispiel  der  verschiedenen  Auffassungswelsen  in  ihrer  Anwendung 
liefert  die  Mechanik.  Denken  wir  uns  in  einem  Punkt  angreifend  eine 
Reibe  von  Kräften,  so  haben  wir  Gerade,  die  durch  Punkte  erzeugt  gedacht 
werden;  wirken  jedoch  Kräftepaare,  so  sind  die  entsprechenden,  den  Raum 
bildenden  Linien  (die  Arme)  erzeugt  durch  die  Schnitte  von  Ebenen. 

3.  Im  Obigen  wurde  bereits  eine  Gleichung  in  verschiedener  Weise 
gedeutet;  wir  wollen  sie  auf  eine  andere,  eine  homogene  Form  bringen;  es 
sei  dies 

1)  ^  px+  qy  +  rz  +  stv  =  0. 

Sind  hierin  p,  q,  r,  s  constant,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Ebene  vor,  de- 
ren vier  Coordinaten  die  genannten  vier  Constanten  sind.  Lässt  mau  aber 
p,  g^  r  und  s  variabel  werden,  während  x^  y,  z  und  w  constant  bleiben,  so 
ist  durch  1)  ein  Punkt  bestimmt,  dessen  Plancoordinaten  Xy  y^  z,  tv  sind. 

Gehen  wir  nun  zu  den  Goraden  über;  hält  man  an  ihrer  Erzeugung 
durch  Punkte  fest,  so  ist  eine  solche  durch  zwei  in  ihr  liegende  Punkte 
ToUig  bestimmt;  analytisch  ist  sie  durch  die  Projectionen  auf  zwei  Ebenen 
B.  B.  die  ÄZ-  und  TZ-Ebene  bestimmt;  die  Gleichungen  seien: 

I  a;  =  rfz  4"  ^ 


Eine  so  bestimmte  Linie  wolleli  wir  Strahl  nennen,  und  es  ist  ^f^M^fp 
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also  auf  lineare  Weise  durch  die  vier  Cons tauten  dy  6,  e,  b  bestimmt.  Den- 
ken wir  uns  nun  noch  die  dritte  Projection  auf  die^^l^-Ebene  —  ihre  Glei- 
chung sei: 

3)  x  =  fy  +  g>, 

80  mnss  offenbar  zwischen  den  jetzt  auftretenden  sechs  Constanten  ein  be- 
stimmtes Verhältniss  bestehen,  es  muss  sein: 

A\  ^       d  eö  —  dB 

4)  f=  -  und  9  = 

und  man  erhält  somit  nicht  vier,  sondern  die  fünf  Constanten  der  geraden 
Linie:  rf,  d,  e,  b  und  eö  —  dt. 

4.     Es  sei  nun  die  Gerade,  der  zweiten  Vorstellung  gemäss,  der  Schnitt 
zweier  Ebenen.     Es  seien  dies: 

px  +  qy  +  rz  +  sw  =  0 


]  p'x  +  qy  4-  rz  +  sw  =  0* 
Nun  gehen  aber  nicht  blos  die  beiden  Ebenen  5)  durch  die  Gerade,  welche 
durch  ihren  Durchschnitt  gebildet  ist,  sondern  unendlich  viele  und  die  Form 
ihrer  Gleichungen  ist: 

ö)       (P  +  f*P  )^  +  (ö'  +  M)y  +  (^  +  ^r)z  +  (5  -I-  fx5')w  =  0, 
unter  ft  einen  constanten  Factor  verstanden.     Je  zwei  durch  diese  Form  6)^ 
dargestellten  Ebenen  schneiden  sich  in  der  durch  5)  bestimmten   geraden 
Linie.     Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  5)  und  6)  nach  einander 
die  Grössen  a:,  y,  z  und  m^  so  erhält  man  folgende  4  neue  Gleichungen: 
/        (/?  s—ps)X'\'{<i  s  —  qi)y  -h  (r  s—rs)z  =0 

j        {pq—PQ)^  +  (r  /—  r'o)  «  +  (^  q—sq)rv  =0' 

Jede  dieser  von  dem  constanten  Factor  ^  unabhängige  Gleichung  stellt  wie- 
derum eine  Ebene  und  zwar  eine  solche  dar^  welche  durch  die  von  den 
Gleichungen  5)  bestimmten  Geraden  gehen.  Diese  letztere  lässt  sich  also 
wiederum  umgekehrt  durch  die  Ebenen  7)  bestimmen ;  je  zwei  dieser  letzte- 
ren schneiden  sich  in  denselben  Geraden,  wie  die  Ebenen  5),  dabei  geht  die 
erste  der  4  Ebenen  7) : 

(p/ — p's)x+(qs' — qs)y  +  {rs' — rs)z=0 
durch  den  Coordinatenanfangspunkt. 

Es  sind  nun  aber  sechs  Constanten  in  den  Gleichungen  ö)  und  sechs  in 
den  vier  Gleichungen  7);  es  wird  aber  eine  Gerade  durch  fünf  Constante 
bestimmt,  wie  dies  aus  7)  hervorgeht,  indem  je  zwei  Gleichungen  nur  fünf 
Coordinaten  enthalten.  Es  muss  daher  zwischen  jenen  sechs  Coordinaten 
der  Gleichungen  7)  eine  Relation  bestehen ,  die  sich  folgendermassen  aus- 
drückt: 

g.  (P^'—P'g)  (rs'  —  r's)  —(/?/  — pr)  (qs—qs) 

+  {PS -PS)  {^'''-Vr)  =  O.^^^^^^^^Q^^gl^ 
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l^^,yV^^^.A^I^^>)^^»iM^>^ 


5.     Soll  die  Gerade  durch  zwei  in  ihr  liegende  Punkte  bestimmt  wer- 
den, 80  haben  wir  nach  dem  Früheren : 

\  px  +  qy  +rz  +  sw^^iO 


^^  ^  )px  +  q  y  +  r»'+  sw  =  O' 

unter  j;,  y,  t,  w  Constante  und  p,  q^  r,  s  VeräDderliche  verstanden ,  alsjBe- 
Stimmungen  zweier  Punkte ,   deren  Coordinaten  x^  y^  z,  w  und  x\  y\  z\  w 
sind.     Nun  liegen  aber  nicht  blos  jene  beiden  Pnnkte  9)  in  der  durch  sie 
bestimmten  Geraden,  sondern  jeder  Punkt,  der  bestimmt  wird  durch: 
p{x  +  f*j?')  +  fi'  (y  +  ^y)  +  r  («  +  ^z')  +  Ä  (w  +  ^w')  =  0, 
unter  ft  irgend  einen  constanten  Factor  verstanden.    Eliminirt  man  wiederum 
in  d)  nach  einander  je  eine  der  vier  Grössen  p,  g,  r  oder  ;,   so  erhäit  man 
folgende  vier  Bestimmungsgleichungen  für  vier  Punkte  der  Geraden: 
(xfv  — x'  tv)p  +  (jfw  — yw)  q  +  {zfv  —  z'w)  r  =  0 
Axt'  —  a:'j)p  +  (y z  —  y  z) q  —  {^ w—zfv)s  =  0^ 
^  (a? y  — x'y)p  —  {y  z  —  y  z)r  —  {yrv^yw)s  =  o' 
{xy  — x'y)q+  (xz' — x' z)r  +  {xw — xtv)s  =  0 
Je  zwei  beliebige  Punkte  bestimmen  die  Gerade;   da  aber  je  zwei  Bestim- 
mungsgleichungen wiederum  nur  fünf  Constante  enthalten,   während  im 
Ganzen  sechs  auftreten,  so  haben  wir  für   diese  sechs  Constanten  die 
Belation: 

{xw  —  xw)  (yz  —  yz)  —  (xz  —  x"z)  {yw  —  yw) 
^  +  (^xy  —  xy)  {zw  —  zw)  =  0. 

0.  Kehren  wir  nun  nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen ,  die  wir 
hier  nicht  noch  weiter  ausdehnen  wollen,  auf  die  Verhältnisse,  welche  zwi- 
schen den  drei  Winkeln  der  Geraden  und  den  drei  Winkeln  der  durch  den 
Anfangspunkt  0  gehenden  Ebene  7)  mit  den  Constanten  bestehen ,  zurück 
zu  den  Betrachtungen  von  dem  Abschnitte  3.  Betrachten  wir  die  Gleichung 
in  der  Form 

12)  x^^dz  +  5    y=sez  +  $y 

oder  auch: 

x.cosv  —  z.cosa — f.co*tt  =  0, 
12a) 

^  y.cosy  —  z.cosß  —  i,cosX  =  0, 

wo  a,  ßy  y  die  drei  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  drei  Axen,  iL  und 
fL  die  Winkel  der  durch  die  Gerade  und  den  Coordinatenanfangspunkt  0 
gehenden  Ebene ,  und  t  das  Perpendikel  von  0  auf  die  Gerade  bedeutet« 
Diese  Gleichungen  stellen  zwei  auf  die  J^Zund  JTZ  senkrechte  Ebenen  dar, 
die  also  durch  die  Gerade  gehen,  oder  diese  letztere  bestimmen.  Es  treten 
in  diesen  beiden  Gleichungen  nun  aber  nur  vier,  oder  wenn  man  die  Ein- 
heit hinzurechnet,  fünf  Constante  auf,  und  wir  haben  daher  mittelst  der  Be- 
dingungsgleichung 8)  als  letzte  Constante : 

13)  ed  —  dBy 

13ö)  i{cOSß.COSfi COSa.COSl'),  f^      oy  thk     '     * 
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entsprechend  der  bereits  in  3)  gefundenen  Form  der  Constanten.  Wollten 
wir  alle  vier  Ebenen,  wie  dies  in  10)  geschah,  bezeichnen,  so  wäre  dies 
jetzt  leicht,  indem  nur  noch  die  aur  X  Y-Eheue  senkrechte  und  die  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt  gehende  Ebene  zu  bestimmen  wäre.  Die 
Gleichungen  aufzuschreiben  überlassen  wir  dem  geneigten  Leser« 

Hätten  wir  die  Gerade  durch  zwei  Punkte  bestimmt,  und  zwar  durch 
ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  ^2-  und  1^2  Ebene,  so  hatten  wir  sofort 
als  deren  Bestimmungsgleichungen  z.  B.  folgende: 


!i  +pv  +  ««?  =  0 


wo  /,  u,  t;,  w  die  Variabein  sind ;  es  ergeben  sich  alsdann  sofort  die  Constan- 
ten aus  der  Gleichung  8) 

15)  P,  q,  w,  K,  1,  qn  —  px. 

7.  Nachdem  wir  auf  diese  Weise  die  Einführung  der  Constanten 
ed  —  dB  gerechtfertigt  und  ihre  Entstehung  nachgewiesen,  kehren  wir  uns 
zu  einigen  Weiterungen  aus  dieser  Anschauungsweise  des  Baumes.  Eine 
Gerade,  die  durch  den  Schnitt  zweier  Ebenen  erzeugt  ist,  wollen  wir  Axe» 
und  eine  solche,  die  durch  zwei  Punkte  bestimmt  ist,  Strahl  nennen. 

Einen  Complex  von  Strahlen  oder  Axen  stellt  eine  Gleichung 
zwischen  den  Coordinaten  derselben  dar;*  die  Linien,  welche  zwei  Com- 
plexen,  dargestellt  durch  zwei  Gleichungen,  gemeinsam  sind,  bilden  eine 
Congruenz;  die  drei  Complexen  gemeinsamen  Geraden  werden  eine  Con- 
figuration  genannt«  In  einem  Complexe  ist  jeder  Punkt  der  Scheitel  eines 
Kegels  und  jede  Ebene  enthält  eine  Curve.  In  einer  Congruenz  gibt  es  ia 
jeder  Ebene  eine  bestimmte  Anzahl  gerader  Linien ,  und  eben  eine  solche 
bestimmte  Zahl  solcher  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  gehen.  Eine  Con- 
figuration  wird  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt. 

In  einem  linearen  CompJex  geht  der  Kegel,  welcher  von  den  durch 
einen  Punkt  gehenden  Geraden  eines  Complexes  gebildet  wird,  in  eine 
Ebene  über;  alle  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen,  gehen  hierbei  durch 
einen  bestimmten  Punkt.  Zwei  lineare  Complexe  schneiden  einander  in 
einer  linearen  Congruenz.  In  einer  solchen  gibt  es  immer  eine  Gerade, 
die  sowohl  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht  und  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegt.  Drei  lineare  Complexe  haben  eine  lineare  Configuration 
gemeinsam. 

Die  lineare  Gleichung: 

16)  Ad+  Be+C+  DS  +  Ee  +  F{e6  —  di)  =0 

ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  eines  linearen  Complexes.  Durch 
die  Einführung  einer  sechsten  Grösse  —  vergl.  Gleichung  12)  —  kann  man 
die  Gleichung  leicht  homogen  und  damit  in  Bezug  auf  di^  drei  Axen  eines 
rechtwinkligen  Punktcoordinatensystems  symmetrisch  machen.  Die  eigent- 
liche Basis  der  neuen  Anschauung  liegt  jedoch  in  der  Einführung  der  Coor- 
dinate  (ed  —  de^.  r^  T 
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8.  Betrachten  wir  zunHchst  einen  linearen  Complex.  Für  irgend 
einen  Fnnkt  liegen  alle  Gerade,  wie  wir  bereits  früher  bemerkt  haben,  in 
einer  Ebene;  es  ist  die  dem  Punkt  entsprechende  Ebene,  und  die  Geraden 
ordnen  sich  zu  je  zweien  zu  einem  conjngirten  Paare  und  jeder  Geraden 
entspricht  eine  conjugirte.  Jede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  schnei- 
det, ist  ein  Strahl  des  Complexes.  Jeder  Strahl  desselben  muss  als  zwei 
zusammenfallende  correspondirende  Geraden  angesehen  werden. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  einen  linearen  Complex  offenbar 
auch,  nnter  A:  eine  Constante  verstanden ,  durch  eine  der  drei  folgenden 
Gleichungen  bestimmen: 

Iei  —  ds  —  k 
B=zk.d      , 
6  =  k.e 
d.  li.  ein  linearer  Complex  ist  bestimmt  durch  die  Lage  einer  Geraden  und 
die  Constante  Ar;  erstere  nennen  wir  die  Axe  des  Complexes.     Ein  solcher 
kann,  ohne  dass  eine  Aenderung  eintritt,  sich  um  diese  Axe  drehen,   oder 
parallel  mit  sich  selbst,  der  Axe  entlang  verschieben.     Wird  die  Constante 
Rz=zO^  so  gehen  alle  Strahlen  durch  die  Axe. 

9.  Zwei  lineare  Complexe,  deren  Gleichungen  ß  =  0  und  Ä' =  0 
seien,  schneiden  sich  in  einer  linearen  Congruenz;  es  gehen  aber  nicht  blos 
jene  zwei  Complexe  durch  die  von  ihnen  bestimmte- Congruenz,  sonder  alle 
die,  deren  Gleichungen  unter  die  Form 

18)  Sl  +  (iSl'  =  0 

fallen,  unter  {i  eine  Constante  gedacht.  Durch  irgend  einen  Punkt  geht 
nur  ein  ensprechender  Strahl  und  in  einer  Ebene  liegt  ebenfalls  nur  ein 
correspondirender  Strahl.  In  Bezug  auf  jeden  Complex,  der  durch  die  Con- 
gruenz geht,  gibt  es  zu  einer  gegebenen  Geraden  eine  conjugirte  Linie  und 
alle  diese  conjngirten  Linien  bilden  ein  einmantliges  Hyperboloid ;  die  Genera- 
tricen  der  zweiten  Erzeugungsart  desselben  sind  Strahlen  der  Congruenz 
nnd  diese  letztere  kann  man  also  durch  die  Drehung  eines  Hyperboloides 
nm  eine  seiner  Geraden  erzeugen. 

Alle  Axen  der  durch  die  Gleichung  17)  dargestellten  Complexe,  welche 
dieselbe  lineare  Congruenz  gemeinsam  haben,  schneiden  eine  Gerade,  die 
Axe  der  Congruenz,  unter  rechten  Winkeln.  Die  Axen  der  beiden  Com- 
plexe, deren  Strahlen  durch  jene  gehen,  was  der  Fall  ist,  wenn  in  den  Glei- 
chungen 16)  die  Constante  A*  =  0  wird,  sind  die  Directricen  der  Congruenz. 
Im  Speciellen  können  diese  imaginär  werden,  in  eine  zusammenfallen,  oder 
eine  derselben  kann  auch  im  Unendlichen  liegen.  Jede  Gerade,  welche  die 
beiden^ Directricen  schneidet,  ist  ein  Strahl  der  Congruenz;  die  Ebene, 
welche  parallel  zu  beiden  Directricen  gleichweit  von  beiden  absteht,  ist  die 
Centralebene,  sie  wird  von  der  Axe  im  Centrum  rechtwinklig  geschnitten, 

9.  Eine  lineare  Configuration,  welche  durch  den  Schnitt  dreier  linearer 
Complexe  entsteht,   ist  unendlich  vielen  Complexen  gemeinsam.  |  Sind  die^ 


52  Plücker's  neue  Raatngeomctrie. 

drei  linearen  Gleichungen   Ä=0,   Ä'=0  und  SI"sl^O  die  ursprünglichen, 
so  bestimmen  sie  eine  Configuration ;   durch  dieselbe  geht  aber  auch  jeder 
Complex,  dessen  Gleichnng  unter  die  Form  fällt 
19)  Sl  +  fiSl'  +  vSl"=iO. 

Nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Abschnittes  ersieht  man  sofort ,  dass 
die  lineare  Confignration  ein  Hyperboloid  ist,  indem  sie  auch  durch  den 
Schnitt  linearer  Congruenzen  gebildet  wird.  Während  hierbei  die  Strahlen 
die  eine  Erzeugungsart  des  Hyperboloides  bilden ,  ist  die  andere  von  den 
Directricen  aller  durch  die  Configuration  gehenden  Congruenzen  dargestellt. 
Die  Centralebenen  der  letzteren  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  im  Centrum 
des  Hyperboloids;  ihre  Diameter  schneiden  beide  Directricen  der  Con 
grnenzen;  sobald  diese  zusammenfallen,  werden  die  Diameter  zu  As- 
symptoten.  Rückt  eine  Directriz  ins  Unendliche,  so  geht  das  Hyperboloid 
in  ein  Paraboloid  über. 

10.  Im  Vorstehenden  sind  die  hauptsächlichsten  Resultate  des  in  den 
Proceedings  of  ihe  royal  society  enthaltenen  Aufsatzes  wiedergegeben.  Die 
grossen  Folgerungen,  die  aus  der  neuen  Betrachtungsweise  der  Raumgeo- 
metrie entspringen,  sind  sowohl  für  die  Geometrie  selbst,  als  auch  nament- 
lich für  die  Anwendungen  derselben  auf  Physik  und  Mechanik  von  bedeu- 
tender Tragweite.  Eine  weitere  Discussion  namentlich  auch  unter  Erwei- 
terung des  Grades  der  Gleichung  soll  hier  nicht  vorgenommen  werden.  Ich 
werde  darauf  zurückkommen  bei  einer  andern  Gelegenheit,  und  namentlich 
hierbei  die  Anwendungen  hervorzuheben  suchen. 
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V. 

üeber  Integrale  zweiter  Oattung  und  die  Werthermittelung 

der  «"-Function. 

Von  Dr.  G.  Roch, 

Docent  an  der  Universität  Hnlle. 


In  einer  früheren  Notiz  habe  ich  gezeigt,  wie  man  die  Integrale  dritter 
und  zweiter  Gattung  vermöge  der  Riemann'schen  Principien  auf  einem 
sehr  einfachen  Wege  durch  ^-Functionen  ausgedrückt  erhalten  kann. 

Ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  nur  in  einem  Punkte  der  Fläche 
r  unendlich  erster  Ordnung  wird,  enthält,  ausser  einer  additiven  Constan- 
ten,  nur  noch  zwei  willkürliche  Constanten.  Ist  ö  in  dem  Punkte)  wo  das 
Integral  unendlich  ist,  Null  erster  Ordnung,  so  ist  das  Integral  daselbst  nur 

um  Endliches  von  -j-  unterschieden ;  diese  Grösse  A  ist  eine    der  willkür- 

0 

liehen  Constanten ;  ausserdem  sind  noch  die  reellen  Theile  derPeriodicitäts- 
moduln,  oder  (bei  elliptischen  Functionen,  wo  p  =  l)  einer  der  beiden  Pe- 
riodicitätsmoduln  willkürlich  (p.  183,  Jahrg.  X  d.  Zeitschr.).  Sei  u  ein  end« 
lieh  bleibendes  Integral ,  ii;  ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  nur  in 
einem  Punkte  unendlich  erster  Ordnung  ist,  so  sind  daher  alle  Integrale 
zweiter  Gattung,  die  mit  w  gleichzeitig  unendlich  erster  Ordnung  sind,  von 
der  Form : 

Aw  +  Bu  +  Consi\ 
man  kann  die  A  und  B  auch  bestimmen  durch  Angabe  beider  Periodicitüts- 
moduln. 

Die  Integrale  zweiter  Gattung,  welche  in  Verzweigungspunkten  unend* 
lieh  sind,  können  auch  sehr  leicht  durch  Differentiation  der  endlich  bleiben- 
den Integrale  erhalten  werden.  Dies  ist  schon  von  Jacob i  (Grelle,  Journ. 
Bd.  36,  p.  56)  zur  Bestimmung  von  'Ö'CO)  benutzt  worden;  der  r^ortige  Ge- 
dankengang ist  jedoch  ziemlich  complicirt;  Riemann  (Abhdlgn.  §.  25)  hat 
schon  angegeben,  dass  man  auf  dieselbe  Weise  die  Werthe  der  «MFmictüj« 
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für  höhere  Ab  ersehe  Transcendenten  erhalten  kann.  Es  ist  daher  wohl 
zunächst  von  Interesse^  die  Beütiromung  für  elliptische  Functionen  in  einer 
leicht  der  Verallgemeinerung  fähigen  Form  zu  kennen. 

Mittlerweile  ist  diese  Bestimmung  für  die  Eosenhain'schen  Trans- 
cendenten  in  einer  sehr  ausgezeichneten  Arbeit  des  Herrn  Dr.  Thomie 
geliefert  worden;  ich  selbst,  schon  längere  Zeit  mit  Arbeiten  der  Art  be- 
schäftigt, vermag  diese  Bestimmung  noch  etwas  einfacher,  wenn  auch  auf 
ähnliche  Weise,  zu  liefern,  und  will  daran  die  Bestimmung  für  beliebige 
ultraelliptische  Functionen  anschliessen. 

I. 

Elliptische  Transcendenten. 
Es  sei 

-     /•  dz  niu   ,  Ä" 

Wir  legen  die  Querschnitte  wie  im  Jahrgang  X  dieser  Zeitschrift,  wonach 
^3(t;)  =  0färz  =  ~. 

In  diesem  Punkte  ist 


5[fi_l    r zdz 


^     /z.(l--*)(l-A:'z)« 
unendlich  erster  Ordnung. 
Ebenso 

dv  ni  du      niu  dK 

d^~  2E  dk'^ltF^  al^' 

Die  Grössen  —^  und  — \.  «i^^  gleichzeitig  unendlich  erster  Ordnung 

und  haben  die  aus  der  Tabelle  ersichtlichen  Periodicitätsmoduln : 

dv_  dlgq 

dk*'  '  d*»' 

dv    '  "'  ~^; 

Nach  dem  in  der  Einleitung  Gesagten  ist  daher : 

■'  dv  '  dlgq '  dk* ' 

di^ 
denn  diese  Fnnclionen  stimmen  in  den  beiden  Periodicitätsmoduln  Uberein; 

und  da  9\(v)  und  das  von  s=0  angenommene  Integrsl  -77;  in  2=0  gleich- 

zeitig  verschwinden,  so  ist  keine  additive  Constante  hinzuaußlgen*    t 
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Untersucht  man   die  Werthe  iu   der   Nahe   von  2"=  r;:    setzen    wir 

z 
dlg^^(v) 1      dv  1     Tci    C  z  dz 

~dv    ~T'  dJ^~'i'^^ yz{]ZrzY(j^iF^^ 

bei  blosser  Berücksichtigung  der  Grössen  von  der  Ordnung  --;  jetzt ergiebt 


sich,  wenn  /t.(l  —  z)(l— ä'z)  durch  j/ ^t  ■  M  —  ^j  (1— A:*«), 

ersetzt  werden, 

dv 1    1  ^       1        1 

und  die  Vergleichung  der  Grössen  von  der  Ordnung  —=  in  1)  liefert  die  be- 
kannte  Gleichung: 

dlgq~'^        n^~' 

Wird  1)  nach  z  differentiirt  und  dann  z=0  gesetzt,  so  darf — ^  t       durch 

dv 

— iJ=4 — ^— i-i  ersetzt  werden. 
^(0)  dlgq 

Ferner  ist 

A  (^l\  —  ^    i.  g «^    1 rf^ 

und  die  Aueführung  liefert 

d/^^3(p)_  1  dir     die^ 
dlgq     ~^Kdk''digq'^^^'' 

2)  ^s(o)  =  c./:r, 

wo  c  von  /^g  unabhängig  ist.     Man  kennt  den  Werth  dieses  Zahlenfactors. 


Betrachtungen  anderer  Art  liefern  c=X/ —.     Man  kann   auch  von  dem 

allgemeineren  elliptischen  Integral  ausgehen : 

X  z—b  z=c 

=    f , ^^  ==,  Är=  fdu,  £'i^  fdu 

yViz^a)  {z-b)  (c-c)  (z-a)  ^J  ^J 
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Jetzt  sind  die  Verzweigungswerthe  a,  6,  c,  d  an  die  Stelle  von  0,  1,  p,     oo 

getreten  und  man  kann  jede  der  Grössen  a  ...  d  einzeln  als  Function  von  g 
betrachten.  Jetzt  &^{v)  Null  für  z  =  c  und  die  vorigen  Betrachtungen  er- 
geben : 

0\(v) de      dv   ^  de    (nidu       niudK\ 

^sW  ~''^dlgq'dc'^~^dlgg\2Kdc~2F*'dc)' 
In  der  Nähe  von  2  =  c,  für  2=c+  f  ist 

dv  ni  1  1  ni  6 


und  daher: 

de Ji-«(c— fl)(c  — 6)(c-a) 

Man  kann  als  Argument  v  der  ^-Function  auch  das  von  einem  andern  Ver- 
zweiguDgspunkt,  etwa  6,  erstreckte  Integral 

2=X 
^=       IdV 


■I 


nehmen.     Dann  wird  ^^{v)  gleich  Null  jn  t  =  d,  da 
v{d)^v{b)=v{e)  —  vi,a\ 
und  es  ist 

.  ^\{v) dv    dlgq dd    fnidu      niudK\ 

^7^~      ^d^'    dd   ~^^dlgq\2idd^2¥^dd)' 
Dadurch  entsteht: 

..  dd  _      K'(d^a){d^b){d^e) 

^  dlgq~  n^  ' 

Ferner  giebt  die  Differentiation  von  3),  wenn  dann  »=a  gesetzt  wird  (»=0 
für  2  =  «): 

0^^3(0) _  de    /ni  K  1  dK\ 

-^aW  ~         d/yjrW'»t(fl  — c)       K  dtr 
oder: 


7)  %^{p)^CVK.]/e  —  a. 

Die  Constante  C  kann  noch  von  a^h^d  abhängen.  Nehmen  wir  als  Argu- 
ment der  ^-Function  das  von  z  =  &  an  erstreckte  Integral,  so  giebt  die  For- 
mel 5)  ebenso  wie  3)  durch  Differentiation : 

^'\{^)_  dd    /ni  K  1  dE\ 

^sW  ~         dlgg\%K' ni{b—d)      K  dd)' 
oder: 

A 

8)  9^(v)  =  c,yK./b'^.  ^        . 
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Hätten   wir  2  =  c,  nnd  dann  2==:d  tih  Anfangspankte  des  lotegrales  v  ge- 
nommen, so  würden  wir  wieder  7)  und  8)  erhalten. 

C  ist  von  c,  Ci  von  d  unabhängicr;  ebenso  mnss  C  von  a  nnd  C,  von  b 
unabhängig  sein  vermöge  der  letzteren  Bemerkung;  die  Formeln  7]  und  8) 
liefern  daher: 

4 

9)  ^^(f;)  =  A.yA\ ]/(c—  a)  (b  -  3). 

Die  Vergleichung  mit  deü  früheren  Formeln   (a  =  0,  6  =  1  etc.)   ergieht 

-^  =  1^— .     ^^(v)   wird  immer   mehr  1,  je  mehr  ^  der  Null   sich  nähert. 
Setzen  wir  nun  a  nahezu  =6,  so  wird  immer  genauer 

^=4  f — A 

J{z~a)y{a-c)(a—d) 

nm  z=a  hernmKenommen,  oder  K=  ■     Ferner  wächst  K' 

y(.a-c){a-d) 

ins  Unendliche,  so  dass  Igq  as —  oo  wird.     Daher  muss  für  a=6  sich  er- 
geben ^8(p)  =  1,  oder  -<^=  --=:. 

II. 

Vierfach  perio-dische  Functionen. 

Ich  will  in  diesen  Entwickelnngen  im  Allgemeinen  von  den  Bezeich- 
nungen Gebrauch  machen,  wie  sie  nach  Biemann's  Vorgange  in  der  Ab- 
handlung von  Prym  gebraucht  sind.  Wir  haben  zwei  gleich  verzweigte 
endlich  bleibende  Integrale 

y^ dz rdz       /*zdz 
y{z-k^{z-h){z^c)i,z-k,)i,z-h,)(fi;)~ J T' ""'-J  "T- 

Als  Argumente  der  '&- Function 

d(M,,t/p)=;=      2^        2^  gm»tf,|  +  2ni««it-f-ii*«ttH-""«'l-f2»irt^ 

^OD         —OD 

führen  wir  die  Integrale  ein : 

_   r^i{z)dz  _   C^i{z)dz 

9>f  («)  =  «1  +  ^ «;  <P2 W  =  flt  +  *!*• 

In  einer  andern  Notiz  habe  ich  gezeigt,  wie  sich  die  Integrale  dritter  Gat- 
tung durch  '^-Functionen  ausdrücken  lassen. 

Die  endlich  bleibenden  Integrale ,  welche  wie  $  verzweigt  sind ,  sind 
alle  in  der  Form  enthalten 

at/,  -J-  6  t/, 
und  sind  durch  Angabe  zweier  Periodicitätsmoduln  bestimmt.   Die  Integrale 
zweiter  Gattung,  welche  in  einem  Punkte  unendlich  1.  Ordnung  sind,  ent* 
halten  noch  eine  willkürliche  Constante,  welche  durch  Angabe  eineB^rittfitu 
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Periodicitfttsmoduls  bestimmt  ist.     Diese  Integrale  sind  also  durch  Angabe 

dreier  PeriodicitÄtsmoduIn  bestimmt.     Die  Integrale 

dwj /^     dz  dfVt ,    /•  zdz 

dk  ~^J  s.{z  —  k'    'dk~^J  siz—k) 

eiud  in  z=:Ar  unendlich  1.  Ordnung,  ebenso  die  Integrale 

JdOi         d6A 

lill=l   r?li!)if  ^  ßdk^^dk)''^ 
dk       *J  sCz—k)  ^^'  s 


und 


(da,         db,\ 
d«,_,    rM^)dz  \dk  ^^dkj 

dk       ^J  siz—k)'^^  s 


dz 


DiePeriodicitätsmoduln  der  M,,t/,  an  den  vier  Querschnitten  (ö|),(ö«),(6i),(6) 
sind  aus  folgender  Tabelle  ersichtlicb: 

(«i)         («.)         (*i)         (*.) 


<»ll=^<'21 


TCt 


Daher  haben  -77-*,  -—^  die  Periodicitätsmoduln: 
dk    dk 


dui 
dk 
du^ 
dk 


0  0 

0  0 


d^ 

da,! 

da^t 
dk' 

Der  Ausdruck 


kann  sowohl  als  Function  der  oberen  Grenze  z  der  Integrale  u^^  u^  als  auch 
als  Function  der  Grenze  z^  von  u\  und  u\  betrachtet  werden.  Q  ist  im 
ersteren  Falle  Null,  wenn  der  Punkt  (t/,,  t/t)  nach  (a,,  or,),  unendlich,  wenn 
derselbe  nach  (j?| ,  ß^  fällt;  die  Periodicitätsmoduln  von  IgQ  sind  0,  oder 
ganze  Vielfache  von  29rt  an  (ati)  und  (öj),  2(a|  —  ^,),  2(of,  —  ^,)  an  (ft,)  und 
(^,)  resp.;  ganz  dieselben  Eigenschaften  hat  IgQ  als  Function  von  (f/|,  t/,) 
und  es  ist  daher  IgQ  die  Summe  zweier  gleich  gebauten  Integrale  3.  Gat- 
tung, deren  Bau  ich  anderwärts  angegeben  habe. 

Lassen  wir  jetzt  a^ ,  er,  ^^^  ßi  1  ßt  nahezu  auf  einander  fallen ,  so  ist 
IgQ  mit 

j^ Vg^{f^i  +  w'i  —  «1.  wt  +  «1  —  «2)].^« 

identisch,  wenn  wir  das  z  des  Punktes  (ofi,  cTf)  mit  a  bezeichnen.  Die 
Grösse:  ^(Wi+w'f— «„  M,+tt't— ffi)  bezeichnen  wir  kürzer  mit  d (11 +  «'—«); 
dann  ist:  /^  T 
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10)  — y,  («)  + --^ g,,  («) 

ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  wir  für  den  Fall  antersnchen ,  dass 
a  =  Ar. 

Sowohl     .       ,  als     .       haben  zu  beiden  Seiten  der  Querschnitte  (aS), 

(o,)  gleiche  Werthe;  dagegen   sind  — 2  und  Null  die  Periodicitätsmoduln 

▼on*    .       ,  0  und  — 2  die  von  —  —  an  (6,)  und  (6.)  resp.,  sowohl  wenn  man 
"  du,  dt/,  ^  *  \  »/       IT 

diese  Grössen  als  Function  von  z ,  als  auch  wenn  man  sie  als  Function  von 
z,  betrachtet.  Unsere  Grösse  10)  hat  also  au  (6,),  (b^  die  Periodicitäts- 
moduln 

—  2<p,(Ar),     — 2<p,(Ar). 
Nach  dem  in  diesem  Capitel  über  Integrale  zweiter  Gattung  Gesagten 
folgt  hieraus,  dass  sich  die  Grösse  ]0)  in  der  Form  sowohl 

d{u,  +  u\)      .         ,        d{ti,  +  u\) 
c,.        ^^        ,  als  auch  c        ^^ 

ausdrücken  lässt.     Je  Nachdem  man  die  Moduln  an  {b^)  oder  (6,)  bestimmt, 

erhält  man: 

dlg9[u  +  u'-j-u(k)]      „.,   .  dlg»[u  +  u'+u(k)]_ 
-du, '''  (*^  + du, ''»  ^*> 

.  y  «I^        *    «toii  dk        da,f 

■'  »  ~dÄ~  ~dF 

^     ^  <(«,  +  «',)    y.(*)^     grfK  +  ".)y»W 

d/r        '    da,!  dAr         d^t, ' 

"dk'  "IT 

Bringt  man  z  in  die  Nähe  von  k^  z  =  k+i^  bo  wird 

«1  =  «,  (Ar)  +  dp     fit  =  «,(Ar)  +  d, 

y(k-h)(k-i)(k^k,){k^h,){k^iS  n}/{k^-ky 

.*    nfCk^kif^ 

Durch  n{k  —  ki)  soll  das  Product  (A:  —  ä)  (A:  —  /)  ..(Ar—/,)  bezeichnet  wer- 
den; ähnlich  in  andern  Fällen  durch  27 (A  —  A^)  das  Product  von  (A — Ar) 
(Ä— /)..(Ä  — /,)  etc. 

Für  ^=Ar  +  t  ist  ferner  die  linke  Seite  von  11)  gleich: 
dw,  du,   * 
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Die  Grösse  von  der  Ordnung  —  in  -j^  ist: 
^iW  n    dz  —  g>iW 


A0_     r    dz 


14) 


aus  den  Gleichungen  11)  fulgt  daher: 

rföii _    4yi'(Ar)       dflf^ _  A<p^{k)q>^{k)   ^22_  _49>i*0^)_ 
^        dk         n{k—ki)'    dk  n(k—kt)  '    dk         Illk—ki) 

analog  der  Gleichung  4). 

Die  Gleichung  11)  kann  vermöge  der  Proportionen: 

auch  geschrieben  werden: 

\dk        dk/       \  dk    du,         dk    du^  J 
Jdu^      du\\_/da,^dlg»      da,,dlg&\ 
^\dk^  dkj~\dk    du,    +^iF^r>'^ 
Die  zwei  Argumente  der  d- Function  sind 

«1  +  w',  —  w,  (Ar),     tt,  +  u\  —  w,  (Ar). 
Es  folgt  nun  aus  den  Werthen  der  t/,,  t/,  in  den  0  Verzweigungspunkten,  wie 
sie   in   der  Abhandlung  von   Prym  p.  36    angegeben  sind,    dass   erstens 
immer 

[II,  (k)  +  u,  {h)  +  u,  (0,  «,  (Ar)  +  «/,(Ä)+i/,(/)] 

=  [Uiik,)  +  u,{k^)  +  u,{l,lu,(k,)  +  u,{h,)^u,{l,)] 

(vergl.  auch  Prym  p.  10).   Ferner  folgt,  dass  es  drei  solche  Verzweigungs- 

pnnkte  Ar,A,/  giebt,  für  welche  diese  Summen  congruent  Null  sind.   Dann  ist 

^\[u{k)+u{h)  +  u{l)]^e\[u{k)+u{h)+u{t)]==0. 

und     ,  \    ist  mit  — — = .  —■  identisch  etc. 
du^  dwi"     9 

Differentiii-en  wir  jetzt  die  erste  Gleichung  in  14)  nach  z  und  «|  gleich- 
zeitig, dabei  dz^  und  dz  so  von  einander  abhängen  lassend,  dass 

dz  dz^ 

ist,  so  wird  sich  nun  das  erste  der  beiden  Argumente  der  ^-Functit>n ,  näm- 
lich w,  -f  h\  —  M, (Ar)  ändern,  während  t/,  +  u\  —  u{k)  constant  bleibt,  und  es 
ergiebt  sich  aus  14) : 

dk\dz  dZi      V      \  dk     dwj*         dk  du^du^J\dz  dz^       ) 

-^dz  +  -r-^d2|  =  0. 
dz  dzi 

Die  Differentialquotienten  nach  k  sind   nicht  auf  (f;  und  dZ|,  oder  deren 

Yerhältniss  —  ^,  (2,)  :  g),  (z)  auszudehnen. 

Jetzt  differeutiircn  wir  die  zweite   der  Gleichungen  14)   nach  z  und  Zi 

und  setzen : 
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dk\dz  dzt      J      \dk  dUidut       dk    du^*  J\dz  dz^      ) 

Führen  wir  die  Verbältnisse  'dz  :  dz^  in  diese  beiden  so  erhaltenen  Gleichun- 
gen ein,  so  entsteht  durch  Addition : 

d  (du^dux  du^du\\ 

doji^lgd^       doft^^g^t  düttd^lgd^ rfÄrVtfz  dz^  dz  dz^) 

"dk^dü^        dk  duidut      ^^    ^^9  /du^dut  du^du\\' 

\dz  dzi  dz  dz^J 
Wir  lassen  jetzt  u  nach  A,  u  nach  /  fallen,  setzen  dann 

d*4>         d^(vyO) 

3— 5=s4 — T^ — -  u.  s.  w. 

du^  dcii 

und  erhalten  dadurch: 

^\dz   dz,       dz  dzj  I 

dk  Jt=h,  z,==i 

_      ,tf,/(7[ytWy«(0"-y,Wy,(/)]  .  ^dIg[{h^k){l^k)] 
—  —  1  ^  +4         —^  • 

Ebenso  hätte  man  von  den  Verzweigungspnnkten  h  oder  /   statt  von  k  aus- 
gehen können ;  es  ist 

die  letzte  Gleichung  liefert  daher: 

lg&  =  cy(A-Ä)(/-Ar)(A-/) :  /KV^^MT)» 
wo  c  Ton  A,  k  and  /  unabhängig  ist;  man  hätte  auch  die  drei  Punkte  A|,Ar|,7| 

nehmen  können  und  dies  würde  geben : 

4^ 

15)  lg^  =  c  y{fi^k){k^t){l^h)  {h,--k^)  (Ar,-/J(/,-Ä,)  :  /(öi^g-ft, a,), 
wo  c  von   allen  6  Verzweigungspunkten  unabhängig  ist,  also   eine   blosse 
Zahlenconstante  bezeichnet. 

Diese  Grösse  }/a^b^ — a,6,  kann  auch,  wie  bei  den  elliptischen  Func- 
tionen durch  K^  so  in  diesem  Falle  durch  die  Feriodicitätsmoduln  der  Inte- 
grale iVi,  Wf  an  (tfi),  (a^)  ausgedrückt  werden. 

Sind  ^|,^'|,  die  Moduln  von  n^t,  Ä^^Ä\  die  von  m^  (siehe  Pry  m  p.  23), 

so  ist 

a, -/,   +6jy,  =«i;     a^Ä^   +  6,-/,  =0; 

a,  Ä\  +  6,  -/'t  =  0;      flj  Ä\  +  6,  i/'j  =  J?« ; 
hieraus  folgt 

«i*«  —  «2^  =  -7— ;? T^-^T, 

oder: 

10)  ^ (0, 0)  =  c ^  [(A-A) (Ä-/)  (Z-^) (A,-^0 (^,-/t)(/i-Ä,)]yyi^',-^'\^'.. 
Man  kann  nun   wieder  Verzweigungspunkte  so  einander  nähern,   dass  die^ 
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^'     ^'     Zi'     a«"'     r»'     ^ 


Periodicitätsmoduln  an  den  (^i),(6t)  dem  absoluten  Wertlie  nach  grösser  nnd 
grösser  werden. 

Bei  der  von  Prym  gewählten  Anordnung  der  Querschnitte  kann  man 
die  sechs  Verzweigungspunkte 

111 

bezeichnen: 

weil  dann  in  der  Thst 

[«.(Ä)  +  t/.  (Ar)  +  u,  (/)  +  i/,(Ä)  +  . .]  =  (0.  0) 
ist  (siehe  Prym  p.  38).     Lassen   wir  h  mit  ki,  /|  mit  k  zusammenfallen   (in 

der  Bezeichnung  des  Herrn  Prym:  x  =  l,  —  =  oo),  so  entsteht  n  .  c  als 

Werth  der  rechten  Seite  von  16).     Die  Grössen  a, ,,  öjj,  «,,  werden  immer 
mehr  und  mehr  negativ  unendlich,  so  dass  ^(0,0)  =  1  wird.     Dies  giebt 

17)  c  =  1. 

'  dl  1  n  A 

Man  kann  aus  den  Formeln  11)  auch  noch  andere  Formen  für  —^r-- 

dk 

herleiten. 

Bezeichnen  wir  vorübergehend  einmal 

dla9[u+u+uk)                d/g»[«+u  +  «(A:)] 
''•W J^^ +  T,W J^^ =U, 

SO  folgt  durch  Differentiation  von  11)  nach  z  und  z, : 


dk 
dk 


^ 2  2 k 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  resp.  mit und  ,  so  entsteht 

durch  Addition,  da: 

-i-  [g>i(z){k-z,)  +  g>,(2,){t-k)]  =  <pi{k) 
* — *i 

mit  Benutzung  der  Werthe  für        *'*  folgende  Gleichung: 

dlg»[u(h)  +  u{l)  +  uk]_ 1      /dai         dbA      ./     I  _1_\ 

dk  ~~      2q,i{k)\dk  "^    d k)     *\«,— *      *-*/ 

bj     l 

oder: 

.„,  rf/gd  [»(A)  +  w(/)  +  uk]_     .  <f/gy<(Ar)      t,    _l ^(    \  1   \ 

^  dA  -    ^     dk     ■^4>,(*)    *(^}T*>-*/* 
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Setzt  man  hier  t  =  l  und  =2,  so  entsteht  durch  Subtraction: 

OK 

Ans  18)  kann  man  auch  herleiten: 

dl9H^i(h)+uil)  +  u(k)\         /    1  1    \_    ^dlg{b^a,—\a,^ 

dk  ^Kjc^h'^k-lJ  ^  dk 

,  y,(Ar)tf6,— yg(A:)tf6^ __ ,  dlg^ath  —  a^b^) __  Jl. 
■^^      (6,0,-6402)^^     "^     «  £/Ar  Ak 

.    g>tWda^-'q>^ik)dat   _ 

nm  diese  Gleichungen  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  in  18)  enthaltenen 
Gleichungen  mit  aifpi{k)  resp.  oder  mit  g>i{k)  resp.  zu  multipliciren  und  zu 
Bubtrahiren.     Die  Vergleichung  dieser  Formen  mit  15)  liefert  dann : 

Dieselben  Rechnungen  führen  auch  bei  beliebigem  p  zur  Bestimmung  von 
^.  Es  müssen  jedoch  einige  Betrachtungen  Über  den  Bau  der  Aberschen 
Funettonen  bei  hyperelliptischen  Integralen  und  über  die  Charakteristiken 
derselben  vorhergehen.  Diese  Betrachtungen,  sowie  die  Durchführung  der 
Bestimmung  vou'^  soll  in  einer  baldigst  zu  liefernden  Fortsetzung  geschehen. 
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I.    Hote  über  Ewei  geometrisohe  Probleme. 

Bezeichnen  wir  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Eckpunkte  eines 
Dreiecks  ABC  durch  a:,,y, ;  x^^yt\  ^st^s  °°^  ^^^  eines  ausserhalb  des  Drei- 
ecks liegenden  Punktes  mit  £,  17,  so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  der 
Fusspunkte  der  aus  dem  Punkt  £,17  auf  die  Seiten  BC^  CAy  AB  gefällten 
Perpendikel  die  folgenden  Werthe : 

bfl  —  OibiVi  —  aiCi 


x<o  =: 


y(0 


a?  +  b? 
ai'  ±  bf 


(für  1=  l,2,S 


wenn  wir  der  Kürze  halber: 

setzen. 

Wir  suchen  nun  den  Flächeninhalt  F  des   durch  die  drei  Fusspunkte 
bestimmten  Dreiecks.     Bekanntlich  ist  dann ; 

1  a:<»)  y» 

+  2F==      1  j:(2)  y<2) 

1  a:(»>  y<3) 

und  wenn  wir  hierin  die  Werthe  aus  1)  für  x^^^ ,  y^'^^  etc.   setzen ,  erhalten 
wir: 


+  2^== 


(«.^+^').(«.'+V)-(V+V) 


—  <»«  *8  £  +  «« /iTr^^jLCj 
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MaltipHciren  wir  nun  in  der  rechts  stehenden  Determinante  die  erste  Verti- 
CJiIreihe  nach  and  nach  mit  |  und  ij  und  ziehen  nie  dann  von  der  zweiten 
respective  dritten  Verticalreihe  ah ,  so  hahen  wir  noch ,  indem  wir  die  fol- 
genden Abkürzungen  einführen : 

3)  fl,«  +  v  =  V.    «.•  +  V  =  V,    V  +  V  =  V, 


=  ^* 


i  j^i  y, 

1  a-j  y. 

1  *s  y. 

i  Af  yt 

=j. 

•    ^8% 

=  //„ 

1 1  1» 

1  *•«  y» 

1  «    »J 
1  £     U 

1  ar,  y. 

=  ^., 

1  x^  y, 

+  2F  = 


VW 


^1*     ^1  dl     bi  ^i 


oder 


•i  *i  •• 

—  ^3«^,-^,  («»&,— «jAg)}. 

Dnrch  Anwendang  eines  bekannten  Satzes  über  minore  Determinanten  ans 
der  reeiprokal  Determinante,  oder  aach  darch  Einsetzung  der  Werthe  von 
«„  a^  etc.  finden  wir: 

«t  *»  —  «s^t  =  H^\  —  öi  *8  =  ^i  *«  —  «t  6i  ==  2/, 
weshalb  die  Gleichung  5)  in  die  folgende  übergeht: 

'i  *t  *« 

Der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  lässt  sich  noch  ferner  rednciren, 
wenn  wir  5|,  jr,,  ^3  mittelst  3)  und  2)  durch  oTi,  y^  etc.  ausdrücken  und  be- 
achten, dass: 

^f,  — zf, +  ^f3  =  zf 
ist,  wir  erhalten  dann:* 

'1   *2  *8 

—  \^x  Jt  —  ^^t  +  ^8^3]*  —  bi  ^1  —  y«^!  +  ys^sl'l- 

Wir  können  uns  ferner  leicht  überzeugen,  dass 

X,  Jt  —  Ä",  ^t  +  ^8^»  =  5  ^» 

yi -^1  —  yi-^t  +  y»  ^a  =  1?^ 

ist,  weshalb  die  Gleichung  A)  in  folgende  übergeht: 

')  ±  2  ^ = tttIti  I  (*.'  +  y.*)  ^.  -  (*.*  +  y.*)  ^.  +  (V  +  y.')  ^a 

«1  *t  *a 

-(r+.»»)^i. 

Setzen  wir  endlich  für  J^  ^,,  /ii,  ^Z,  ihre  Werthe  aus  4),  so  erhalten  wir  den 
Flächeninhalt  des  durch  die  drei  Fusspunkte  gebildeten  Dreiecks  unter  der 
folgenden  bemerkenswerthen  Form :  P^i^i^^^ ^y GoOglc 

Z«i(»clirifl  Tür  Ma(lifin;;(ik  u.  Physik.  XI,  1.  5 
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8) 


+  2F: 


VW 


1  ^i  Vi 

t 

1  x^  y, 

. 

i  ^8  y« 

1  ^i'  +  yi'  ar,  y, 
1  x^  +  Vt    ^1  Sft 

1  P   +13*   S     i| 


=  0, 


wobei  ^,,  ^,,  5«  die  drei  Seiten  des  durch  die  Funkte  ^i,  y^ ;  or,,  y,;  or,,  ^3  be- 
stimmten Dreiecks  bedeuten. 

Die  geometrische  Interpretation  des  erhaltenen  Ausdruckes  ergibt  sich 
unmittelbar  aus  7). 

Sollen  nun  die  drei  Fusspunkte  in  gerader  Linie  liegen,  so  muss  F=0 
werden,  da  aber  der  Natur  der  Aufgabe  gemäss  die  erste  Determinante  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  8)  nicht  verschwinden  kann,  so  ist  die  einzige 
Bedingung  dafür: 

1  *i*  +  Vi    *i  Vi 

1  *3*  +  y»'  ^8  ^8 
1  r  +V   6     fl 

welche  Gleichung  bekanntlich  den  durch  die  Punkte  ^,  i9,  C  gehenden  Kreis 

repräscntirt.     Es  folgt  daher  der  bekannte  Satz: 

„Wenn  aus  einem  Punkt  des  einem  gegebenen  Dreieck  um- 
schriebenen Kreises  auf  die  drei  Seiten  desselben  Senkrechte  er- 
richtet werden,  so  liegen  die  drei  Fusspunkte  in  einer  Geraden/' 

2.  Die  Uebertragung  des  vorher  betrachteten  Problemes  auf  den  Raum 
besteht  in  Folgendem: 

Wenn  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Eckpunkte  eines  Tetraeders 
ABCD  (a:|,yi,2|;  x^.y^.^t'^  x^^y^^U^  ^i^y^i^)  ""<!  «^ie  eines  Punktes  (|,  i^,  f) 
gegeben  sind,  so  wollen  wir  das  Volumen  desjenigen  Tetraeders  bestimmen, 
dessen  Ecken  die  Fusspunkte  der  aus  dem  Punkt  $,i2,{;  auf  die  Tetraeder- 
ebenen gefällten  Perpendikel  sind. 

Bezeichnen  wir  das  fragliche  Volumen  mit  V  und  die  Coordinaten  des 
der  Tetraedereckc  (^t,yi>Si)  gegenüberliegenden  Fusspunktes  mit  «^'^j^^'J^zW 
und  setzen  noch:    . 


Ö) 


1  ^i  Vi  «I 

1    ^8   Vt    h 

*  ^i  y*  u 


^3  y»  *8 
^1  yi  -I 


^2  ^i  ^t 

^i   ^4    ^4 


=  rf„ 


=  C|, 


:(/j{  etc.  etc., 


so  erhalten  wir  bekanntlich  für  das  Volumen  des  Fusspunklentetraeders : 
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10) 


+  6r= 


1  a;<<)  y(^)  z<i) 

1  ar<2>  y<2)   ^(2) 

1  a:<3>  j^^>  2<3^ 

1  a;<*>  y<*>  z^*> 

uod  für  die  Coordinaten  der  Fusspunkte  die  folgendeu  Werthe : 


11) 


«.••  +  V  +  C,« 
^  ai'  +  öi^  +  cf 


2(0; 


«/*  +  V  +  c<^ 

Wenn  wir  ferner  in  10)  für  ar('> ,  y^O  ^  ^(O  etc.  etc,  die  Werthe  aus  II)  einsetzen 
und  die  Determinante  auf  ähnliche  Weise,  wie  vorher,  behandeln,  so  ist: 


12) 


+  6F  = 


Fi^F^F^^F* 


indem 

wir: 

18) 

I  «,  y,  i. 

14) 

1  *a  »8  «. 

1  **  y*  *4 

1  {    »J   t 

/•,'  fl,^/,  ^2'^«  ^1^2 
^8*  ^8^1  *»^8  ^S^S 
F^    «4^4    ^4^4    ^4^4 


fli*  +  6<^  +  c,  =  F<^, 

1  *3  ys  *s 


=  ^H 


setzen. 


1  «4  y*  «4 

1|     1?    t 

1  *i  yi  2^1 
1  £   1?  {; 

1  j?t  y,  «, 
1  a?,  y,  «t 

1  *«  ys  ^s 

Aus  12)  folgt  noch  ferner: 

öl 


=  -^., 


=  ^4 


1  or^  y^  z^ 

1  S  1?  t 

1  *i  yi  «1 

1  Xt  y^  r. 


=  ^t, 


+  6r  = 


i 


F,^F^F*F^ 


F,*J,J,J^ 


«8   ^»  ^S 
«4   ^   <^4 


--F^A^A^A, 


«8 

&8 

H 

«* 

^4 

<^i 

«1 

6. 

Ct 

+  F^'J,JiA, 


"4    ^4   ^4 

a,  6,  c, 
öt  ^1  <^t 


^F^'A,J,J, 


1  *i  c, 

1    frf    ^2 
3    ^    ^8 


da  aber  nach  dem  schon  vorher  erwähnten  Satze  über  die  minoren  Deter- 
minanten aus  der  reciprokal  Determinante,  die  im  vorstehenden  Ausdruck 
vorkommenden  vier  Determinanten,  mit  abwechselnden  Vorzeichen  genom- 
men, unter  sich  gleich  nämlich  =zf*'sind,  so  erhalten  wir  endlich: 

,5)    +  6K=^^ri^^rrjrJ^,*^2^8^4  +  ^.'^3^4^1  +  ^a*^4^i^« 


Digitized  by  VjOOQ IC 


68  Kleinere  Mittheilungen* 

Fi  bedeutet  den  doppelten  Flächeninhalt  der  der  Ecke  (a^j^,,?,)  gegenüber- 
liegenden Tetraederfläche. 

3.  Die  Bedingung,  dass  die  vier  Fnsspnnkto  in  einer  Ebene  liegen, 
ist  bekanntlich  r=0;  dieselbe  geht  wegen  15)  über  in: 

16)       F^^^/i^/l^  +  F^/i^A^A,  +  F^A^A,A^  +  FlA,A^A^^^. 

Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  |,  ij,  ^  yom  dritten  Grad,  weshalb  die 
Gleichung  16)  eine  Fläche  dritter  Ordnung  darstellt,  wenn  |,t/,  J  als  laufende 
Coordinaten  betrachtet  werden.  —  Diese  Fläche  wurde  voa  den  Herren 
Cayley  (Liouville  Journal  l'*^*"  serieT,  IX,  p.  285),  Painvin  (Grelle  Jour- 
nal Bd.63,  p.88.  Theoreme  XVII),  Schläffli  (Philos.  Trans.  Vol.  153  [1863], 
p.  235)  und  Fiedler  (Salmon- Fiedler  Anal.  Geom.  d.  Eaumes,  IL  Theil, 
p.  421,  Beispiel)  betrachtet,  nach  Schläffli,  der  in  seiner  Abhandlung 
a.  a.  O.  eine  Eintheilung  der  Flächen  dritter  Ordnung  in  Species  gibt,  gehört 
sie  zu  XVI,  1  (a.  a.  0.  p.  236). 

Die  Fläche  16)  enthält  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders;  dieEckpankte 
desselben  sind  ibre  Doppelpunkte.  Legen  wir  durch  die  sechs  Kanten  des 
Tetraeders  Tangentialebenen  an  die  Fläche,  so  schneiden  sich  je  zwei  der- 
selben, die  den  gegenüberliegenden  Kanten  des  Tetraeders  entsprechen,  in 
einer  Geraden,  die  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung  liegt,  und  die  drei  Ge- 
raden, die  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  liegen  in  einer  Ebene,  deren 
Gleichung 

^  F,*^  F^'^  F^*^  F^*       " 

ist  (Cayley). 

Die  vier  aus  den  Eckpunkten  des  Tetraoders  an  die  Fläche  gelegten 
Berührnngskegel  schneiden  die  respectiven  Gegenflächen  des  Tetraeders 
in  solchen  vier  Kegelschnitten,  die  ein  und  derselben  Fläche  zweiter  Ord- 
nung angehören,  die  dem  Tetraeder  umschrieben  ist.  Die  Tangentenebenen 
dieser  letztern  in  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  schneiden  die  Gegenflä- 
chen in  vier  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  liegen  (Fiedler).  Diese  Ebene 
ist  genau  die  Ebene  17). 

Durch  jede  Kante  dos  Tetraeders  geht  ausser  den  zwei  Seitenflächen, 
die  eben  diese  Kante  bilden,  auch  noch  die  Tangentialebene,  die  die  Fläche 
längs  dieser  Kante  berührt,  es  gehen  somit  durch  jede  Kante  des  Tetrae- 
ders drei  Ebenen.  Construiren  wir  nun  zu  je  drei  solchen  Ebenen  die  vierte 
harmonische,  so  erhalten  wir  sechs  neue  Ebenen,  die  mit  den  sochs  Tan- 
gentialebenen zwölf  ausmachen.  Von  diesen  zwölf  Ebenen  sehn(  iilm  sich 
viermal  sechs  je  in  einem  Punkt;  wir  stellen  ihre  Gleichungen  in  Folgendem 

^"""""«"^  Digitizsdby  Google 
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^3' ^4-^4*  ^3  =  0  l    ^'^4  +  ^4*^3  =  0 

^3*^4  +^4*^3  =  0  l    ^3*  ^4-^4* -^8=0 

20W    ^3*^i+^.*^3=0      „..    J    ^s'-^l- ^1*^3  =  0 

/-j'^^  —  z;*^,  =  0         \  F,*^/^  —  F^»^,  =  0 

Diene  vier  Punkte  bestimmen  ein  Tetraeder;  den  ihnen  gegenüberliegenden 
Seitenflächen  entsprechen  die  folgenden  Gleichungen : 

F,^^  F^^      Fg«      F^~ 

^1 :^4.^_^_  A 

22)  i^"       ^"  ^^'       ^^'~ 

^1*     ^t'     V     >4*~ 

^1*         ^,'         ^3*         i^4* 

Pesth,  den  30.  November  1865.  Dr.  E.  v.  Hünyady. 


IL    Heber  eine  Determinante  bestimmter  Integrale. 

Im  VI.  Bande  dieser  Zeitschrift  ist  S.  300  eine  Determinante  bestimm- 
ter Integrale  aufgestellt,  welche  eine  Erweiterung  des  bekannten  Theorems 
von  Legendre  über  die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  enthält.  Die  betreffende  Determinante  ergab  sich  einfach  durch 
Ausdehnung  der  Gleichung  für  den  Inhalt  eines  Ellipsoids  von  3  auf  n  Va- 
nabele.  Die  ^^Mem,  couronnees  p,  Vac.  de  Bruxelles'^  enthalten  in  t.  XIV 
eine  analoge  Ausdehnung  für  den  Flächeninhalt  eines  Ellipsoids,  wodurch 
sich  eine  Determinante  von  Integralen  ergiebt,  welche  Catalan  für  we- 
sentlich veschieden  von  derjenigen  hält,  die  dem  verallgemeinerten  Aus- 
druck für  das  Volumen  eines  Ellipsoides  entspricht.  Es  lässt  sich  indessen 
leicht  nachweisen,  dass  die  erste  Determinante,  und  zwar  in  ihrer  einfach- 
sten Form,  sich  aus  der  zweiten  herleiten  lässt,  was  den  Gegenstand  der 
folgenden  Zeilen  bildet. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

9>  («)  =  (*  —  «•)  (^  -r  «I*) (S  —  ön'),    üigitized  by  GoOglC 
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so  folgt  durch  Zerlegnng  in  Partialbrttche : 

(t-w')(»-U,')....(z-«„»)  r=n        i        ^(g^») 

^'  '  (z_a')(»-«,')  •  •  •  •  («-«-•)  rto«  —  «r*v'(«r')' 

WO  rechts   einfach   a  und  u  statt  a,  und  v,  zn   setzen  ist.     Die  Quantitäten 

a,  a «a  seien  wesentlich  positiv  und  allgemein  a„  >am+i\  also: 

3)  o>a,  >a,  ... .  >a„_i>flr,. 

Setzt  man  in  2)  t=r:Uf,  so  folgt: 

4}  —1  =  2;     — j j  -7- — f-, 

für  p=:0,  1,  . . . .  n.     Sind  die  n+l  Gleichungen : 

5)  \u,*-a*^u*-a*^""^u,*-an*        ' 


«.•-«•^t/.'-a.« +•*••  + «„•-«.»       *' 
gegeben,  so  folgt  mittelst  der  Gleichung  4) : 

«^     ^f-_t±L) («/-  «')  (ar>-t/|«) {ar^-Un") 

^^    ^'•-      g>'(«r')~      (ar'-a/)...(a,«-ö,.,«)(a.«-a,+,«)..(a,«-Ö' 
Wegen  der  Annahme  über  die  Werthe  von  a,  o,. . . .  Oi,  geben  die  Oleichon- 
gen  5)  nur  dann  für  o:,  o^i,  . . .  a:^  reelle  Werthe,    wenn   die  Bedingungen 
stattfinden: 

7)  f/>a>W,  >rt,  >«g  >Ö2>...fln-l  >Un>an' 

Aus  6)  findet  man  leicht: 

dXr itr 

d.  i.  nach  5) : 

8)  Tl^l^  =  0. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  3)  nach  x,  setzt  darauf  z=«j,',  so  folgt: 

Da  nun  nach  6) : 

so  iHsst  sich  die  Gleichung  9)  auch  schreiben : 

^0  Va  «„/  9»   (V)   üigitized  by  GoOgle 
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Sei: 


10) 


oder : 
11) 


du     du 

dx     3.T, 

d «I   dt/, 
dx    dxj^ 

dUn    d^n 


dXn 

du 

dXn 
dUn 

dXn 

dUm 


=  J. 


dXf 


dXn 


du  du  du 


Für  das  Quadrat  von  ^  folgt: 


J^  = 


Vo^n 


K^o    ^nM 


K.n 


Km 


wo:  hp,g=2^-^.     Nach  8)   folgt   bp,,=0,p^q.      Hieraus   folgt: 

//«=6,j,o  .  5,, 0. ..  .*„,».  In -i^*  ist  also  6,,^  .62t2*  •  •  ^nin  der  Factor  von 
*•!•.  Wegen  der  Gleichung  11)  ist  aber  der  Factor  von  6^,^  in  z/*  auch 
gleich  l^*  +  C^,*+  .  .  +  17„*.  Setzt  man  diese  Factoren  einander  gleich,  so 
ergiebt'  sich  die  Relation : 

ü'+  ü,'+  l\'+  . .  +  U„'  =  b,,,  .b,,,.b,,^, 
oder,  da  nach  9}  und  10): 

80  folgt: 

12)  ü^  +  U,^+ü,^  +  ...+ü.^={u,,u,...u^y^^^^ 

.      9(w,«)<)p(t/,«)..^y(f/„*) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung : 

A=y  («•- V)  («1*-«/)-. . .  («i*~  «nO. 

z/,=K(««-t/,«)K-t//)(ii,«-a,«)...(,/,«~a««), 


13) 


^^=^(a«-V)..K-i*-t/p*)(V-V)-(«/~««'). 


so  geben  die  Gleichungen  1) : 

14)  9(«i')9>(V)...g>(««*)=(-i)    '    (-^t^,...z/«)'. 

Es  ist  ferner :  q>'  (w,*)  g>'  (t/,*) ....  9'  (w„*)  = 

1         1  1 

■  («4-1) 


(— 1)        2       ^u*^U,')...{u^^Un') 


U*  M^     , 


,^2n-2  «^ll^igit^l^by  Google 
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Mitttelst  dieser  Gleichung  und  14)  folgt  aus  12) : 
15)  «.  1/, ...u,y(_^-u,*) (««-i/.») . . (u'-u„*)      * 


j,j^ 


•  ^n 


1 


n  n-1 


ttl 


./2*-2 


Sieht  man  in  den  Gleicl/nngen  5)  x  als  Function  von  ^Tj,  a*,, . . .  oTn,  und 
X| ,  x, , .  .  .  d?„  als  Functionen  von  u^ ,  i/s , .  . .  Vn  an ,  so  hat  man  folgende 
Gleichungen : 

•     •     • 
dx       dx  dx^  I  ^^   ^^n 

3  Un       dx^  dUu         "'        dXnd  Un 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  11)  geben  r 

ax___£,      ^__^«        aar  _       Un 
dx^~        ü"     dx^~        U'  "  dXn~       T' 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  Ü: 
d  x^      d  x^ 


16) 


dUn       dUn 
dXn       dXn 

In  dem  n  fachen  Integrale : 


/l'+(S;)'+-+(ai)'!=^"'*+'''+"+''-'>- 


■"    -/••>.-'-/|'+(fi)+-+(fe)"! 

sei  die  Integration  über  alle  positiven  Werthe  von  »Tp  x„  . . .  x^  auszudeh- 
nen, welche  der  Bedingung  genügen: 


18) 


u*—a*  '  «•  — «j' 


X  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt: 


19) 


w»  — «1* 


=  1. 


Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

dx 


dx„ 


^      Xp  u*  —a* 


X    W* <l|* 


Die  Gleichung  17)  wird  hierdurch: 


y^f..ß.,,.e..l/^±z^ 


—  flj« 


—  gt       --I   (u'-^a^^y' 


.^xJ 


("'-O' 


tt»  — a« 


Setzt  man  hierin  für  -r ;  seinen  Werth  aus  19),  ferner: 

«•  —  er 
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80  folgt: 
20), 


< : 


wo  allgemein: 

21) 

nnd  die  Integration  über  alle  positiven  Werthe  von  y,  *  •  •  •  ^n  Anszudehnen 
ist,  welche  der  Bedingung  genügen: 

yi*  +  ^2*  +  •  •  •  +  y—i*  ^  1- 

Führt  man  in  dem  n fachen  Integrale  der  Gleichung  17)  mittelst  der 
Gleichongen  5)  ti^,  t/^i  •  •  •  Vn  als  Integrationsvariabeln  ein ,  so  folgt  mit 
Bücksicht  anf  16) : 

V=f...fy{ü'  +  ü,'  +  ...  +  17««)  du,  ...a««. 
Die  Grenzen  von  t/^,  t/,,  . .  •  u«  sind  respective  (ff^,  a),  («r^i  ^i)  •  •  •  (^«-ij  ^n)« 
Snbstitnirt  man   für  y{ü*  +  t/j*  +  . . .  +  ir„*)    seinen  Werth   ans    15),    so 
giebt  der  vorstehende  Werth  von  V,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  20): 


22) 


"«II 


y-+i 


■l»0 


-^n«-: 


pii-l 


In  der  Determinante  links  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

fU^  —  Un^     Un^P-^^dUn 


sym 


'=^, 


'mpv 


an 
an-i 


23) 


«.«„«     „2PH.1 

rV-4— ^«'l  =  ^l'P• 


^,=^(ö•-tt,«)...(a^l•-.0(l/,«-fl,«)...(l/,'»-ö,.«). 
Die  Integration  in  dem  n  fachen  Integrale  anf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 22)  bezieht  sich  auf  alle  positiven  Werthe  von  y^  • . .  y» «   welche  der 
Bedingung  genügen: 

24)  yi*  +  yf'  +  ..-  +  yH-i'=i- 

Dieses  n  fache  Integral  ist  schon  mehrfach '  auf  ein   einfaches  reducirt 
«rorden*),   weshalb  eine  weitere  Entwickelung  desselben  hier  unterbleiben 


*)  Mau  vergleiche  s.  B.  Schlömilch:    Analytische  Studien.     Zweite  Abthei- 
lung, p.  102.  üigitized  by  GoOglC 
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möge.  In  der  Gleichung  22)  ist  nach  7)  u  der  einzigen  Bedingung  u'^a 
unterworfen.  Man  kann  also  u  unbegrenzt  wachsen  lassen,  dann  verschwin^ 
det  .allgemein  nach  21): 


■«•-an«' 


Setzt  man  noch  an  =  0,  so  geht  die  Gleichung  22)  über  in: 


25) 


=/-/^ 


wo: 


an—\  A  an-t 


0  •  flu-l 


aii~^ 


Ä«  =  K-««*)...(««-i'-««'). 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleiclinng  25)  ist  gleich : 


(v^y-^'  ^ 


|\2/    1.3.5. ..(2 


OT  — 1) 


n=q;=2m, 


-m 


rL«»+l 


n  =  2i?i+l. 


22«+i.i,2.3...m 

Dieses   Resultat  stimmt  mit  dem  in   t.  VI,  p.  300  gegebenen  überein,  wenn 
dort  n  —  1  statt  n  gesetzt  wird.  Dr.  A,  Ennepeb. 


nL    Heber  einige  elliptifche  Integrale. 

Es  seien  A:,  k'  positive,  echte  Brüche,  so  dass:  Ar'-t*^''=^i*     ^^n  setze 
mit  jacobi: 


2 


0  0 

«1=00  ,  «==qO      2 

a(a?)  =  l  -f  2-2'(-l)"g"  co«2««,  &^(x)  =  l+^£      q*  cos2nXj 

nz=:l  nsl 

Ol  (ar) =22;^—  i)—^ g(*-i)*sin{2n—l)  x,  d, (a?) =2 -S"     y<"-J)»cos  (2«— l)ap. 
«=1     ^  n=l  , 

Für  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  findet  dann  folgende  Gleichung 

^**"-  Digitizedby  Google 
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2lCa  2Ka    .       2Ka    ,  .         2Kz 


V 


2K  l  n  n  n  «n 


2l{a    ..         2Kz 
0 


4.%.w+4<.»l^;. 


Setzt  man  hierin  ^=  — ,  am =  9i   so   lässt  sich  die  vorstehende  Glei- 

2  91 

«bung  auch  schreiben : 


n 


iS 


log{i  —  fr  strr  a  m *i/r  9) 


doQ  y{l—/i'8in^q>)  ^  da 

Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  a  zwischen  den  Grenzen  0  und  a,  setzt: 

yKsmam    ^    -  ^^^y    * (o) " .», (0) #  (0) " ^A' <^, (O)' 
80  folgt: 

3L 

In  dieser  Gleichung  lassen  sich  dnrch  besondere  Annahmen  für  a  die  Fnnc« 
tionen^(a),  0,(a)  in  Functionen  von  ^  und  A' darstellen,  wie  an  einigen 
Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

Füra  =  |ist:    '^^  (|)  =  ^,(0)  =  ;^Ar .  ^,(0),  ^  (|)  =  -^,(0).    Die 

Gleichung  1)  giebt  in  diesem  Falle : 

n 
2 


^5       /T(.-X:y^.=^%'-. 


FUr  a  =  ^x  —  \*logq  ist: 

*i  (1«  —  4  « %?)  =  «» (4  '  %?)  =  ?-i  *8  (0). 
*  (4  «  —  4  «■  iogq)  =  *,(t  ••  %j)  =  ?-i K**,(0). 
Mit  Bflcksiclit  auf  den  Werth  Ton  q  folgt  ans  1) : 

r_Jogcos^_  3  _^,     V*  _£jS^'. 

0 
Für  a  =  ^ff  hat  man; 

\4/  "  '  '^  2  DigitizedbyCaOOgle 
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Die  Gloicliung  1)  giebt  nach  einfachen  Rednctionen : 

IL 
f   log  {co^ip  +  k-  sin*  y)  ^ ,  ^,_  2k'i 

ü 

Nimmt  man  in  I)  a  =  ^  i  logq,  so  folgt: 

Vi— A 
^iCi  ilogq)  =  —  iq—^kij/  -y-  .  ^,(0), 

V.  _  if 
»  (i  ••  logq)  =        ?-A*i y  —^  ^,(0). 


also: 


3)  fiog^v+ksmy ^       j,,    (!L.j/JL-,,i) 

J    y(^l—l^sin*g,)^  '^Xkiri  —  k^J 

0 

Die  Annahme:  a  =  ^{n  +  ilogq)  giebt: 

i      ^(l-*««nV) ^'^~ 

Trennt  man  in  dieser  Gleichung  die  reellen  und  imaginären  Theile,  so  folgt: 


2 


0 

?' arcU,ng(i±Jip!^j/'-^ 

I  ^\l-k*m*q,t   l  +  k'J  .  n  ^ 

Die  letzte  Gleichung  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  mittelst  der  Substitution : 
4)  sin    —         cosjif       ' 

*''*9>       ^(1  -Ar»««»'  Digitized  by  Google 
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Für  a  =  —  findet  man : 


5» 


-*..,H±!3V..jt.j,+;,..}t.nH:^(i=£Ö. 

Wendet  man  anf  die  Gleiclmng  3)  die  Substitntion  4)  an,  so  folgt  mittelst 
der  Gleichung  2): 


i  — Ar       n 


fmm'^-^"-'-- 


K\ 


yk         8 

Dr.  A.  Enneper. 


IV.    Hote  über  einen  Sali  der  algebmiiehen  Cnrven. 

Im  letzten  Hefte  des  X.  Bandes  dieser  Zeitschrift  (p.  503)  kommt  Herr 
Eckardt  auf  einen  von  ihm  schon  im  IX.  Bande  (p.  34)  bewiesenen  Sata 
zurück,  —  Der  in  Bede  stehende  Satz  wurde  meines  Wissens  zuerst  von 
A.  Müller  (Grundgesetze  der  Configuration  der  algobr.  Curv.  Denkschr« 
d.  k.  k.  A.  d.  W.  zu  Wien,  Bd. .XIX,  p.  377)  aufgestellt  und  zunächst  nur 
fQr  Linien  dritter  Ordnung  bewiesen ,  für  welch  speciellen  Fall  auch  ich 
einen  kurzen  Beweis  gab  (1862),  der  in  einer  Abhandlung  über  Curven 
dritter  Ordnung  in  den  Schriften  der  ungarischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften erschien.  —  Schliesslich  habe  ich  diesen  Satz  in  seiner  Allgemein- 
heit in  meiner  Inangural-Dissertation  (18($4,  Ueber  die  fundamentalen  Eigen- 
aehaften  der  algebr.  Curv.  etc.,  Art.  24,  25.  Göttingen,  Vandenhoeck  &Rnpp- 
recht)  wieder  aufgenommen  und  davon  nachstehenden  Beweis  gegeben,  der* 
seiner  Kürze  wegen  hier  Raum  finden  möge. 

Ist: 
1)        ^+iPa;+Cy  +  />ar*-f  A'a:y+Fy»+...+<ioar«+<7ia;"-^y+... 

+  ««y"  =  0 
die  Gleichung  einer  algebraischen  Chrve  von  der  Ordnung  ft,  bezogen  auf 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y,  so  geht  selbe  durch  die  Substitution 
x^-^rcosio,       y  =  r  sin  m  ^.^^^,^^,  .^  GoOglc 


78  Kleinere  Mittbeilungen. 

ia  eine  Gleichung  von  folgender  Form  über: 

2)  ^  +  ^^r  +  ^,r«  .  .  .  .  +  ^«r«  =  0, 

in  welcher  das  Gesetz  für  die  Bildung  der  Cuefficienten  Jj^,  Jf  . ..  ^n  sofort 
erhellt;  insbesondere  ist 

^„  =  Oq  cos'^  cd  +  «1  cos^"-^  (0  $tn  CD  +  •  •  •  +  ^fi  ^^^^  ®« 
Bezeichnen  wir  die  w  Wurzeln  der  Gleichung  2)  mit  r^,  r, . . .  r^,,  so  folgt  aus 
derselben 

3)  r^r,  ...  r«  =  (— 1)«— . 

Nehmen  wir  femer  von  beiden  Seiten  den  natürlichen  Logarithmus  und 
differentiiren  nach  o»,  so  erhalten  wir 

r^  do>      r^  d<D       '        r,,  dm  An  ' 

indem  wir  überlegen ,  dass  sowohl  r^ ,  r^  • .  •  r^  als  wie  Jn  Functionen  von 
a>  sind. 

Bemerken  wir,  dass  für  jeden  Punkt  der  Curve,  dessen  Polarcoordina- 
ten  r,(o  sind,  mit  völliger  Allgemeinheit  folgende  Relation  besteht: 

""  r   da 

(vergl.  Schlömilch  Comp.  d.  höh.  Anal.,  Bd.  I,  p.  102,3),  in  welcher  t 
denjenigen  Winkel  bedeutet,  den  die  im  Punkte  (r,o>)  gezogene  Tangente 
mit  der  positiven  Richtung  der  Axe  bildet,  so  geht,  wenn  wir  die  Winkel, 
welche  die  Tangenten  in  den  Punkten  (r^,  0|),  (r,,  o»t)  .  • .  (r«,  co„)  der  Curve 
mit  der  positiven  Axe  bilden  der  Reihe  nach  mit  r^ ,  t,  • . .  t«  bezeichnen, 
die  Gleichung  4)  in  folgende  über: 

dAn 

dm 

6)  cotg{rj^  —  a))  +  cotg(Tf  —  m)  +  ... +co/^  (t„  — w)  = -—, 

entwickeln  wir  endlich  den  rechten  Theil  dieser  Gleichung  und  setzen  dann 
cji  =  0,  so  haben  wir 

7)  cotg  Tj  +  co(g  r,  + . . .  +  cotg  t«  = ^, 

d.  i.  der  zu  beweisende  Satz  in  der  von  Müller  ausgesprochenen  Weise: 
„Die  Summe  der  Cotangenten  derjenigen  n Winkel,  die  eine 
zu  einer  Curve  n^^'  Ordnung  gezogene  Transversale  mit  der  Curve 
bildet,  ist  gleich  der  Summe  der  Cotangenten  derjenigen  n Win* 
kel,  welche  die  ;i  Asymptoten  der  Curve  mit  derselben  Transver- 
sale bilden.'^ 
Der  rechte  Theil  der  Gleichung  6)  hat  schon  an  und  für  sich  eine  geo- 
metrische Bedeutung.     Es   ist  nämlich,   wenn  wir  die  Neigung   des   zur 
Transversalenrichtung  o    gehörigen  geradlinigen  Durchmes.ser8  der  Curve 
gegen  die  Transversale  mit  B  bezeichnen 
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dJn 


dfß  " 

—=ncolgS  (vergl.  luaug.-Dissert.,  Art.  13), 

vesbalb  die  Gleicbang  6)  noch  die  folgende  Form  annimmt: 

8)  —  \colg{xi^  —  a))+co/^(rj  —  to)  + . . .  +  colg{ru'-'i»)\=co(g  9^ 

es  lä88t  sich  daher  der  vorige  Satz  aach  noch  so  aussprechen : 

„  Ziehen  wir  in  der  Ebene  einer  Linie  der  Ordnung  n  eine 
Transversale,  die  die  Curve  in  n Punkten  schneidet  und  in  den 
Durchschnittspunkteu  die  Tangenten  zur  Curve  hat,  so  ist  das 
arithmetische  Mittel  der  Cotangenten  derjenigen  Winkel,  die  die 
Tangenten  mit  der  Transversale  bilden ,  gleich  der  Cotangente 
desjenigen  Winkels,  den  der  zu  dieser  Transversale  gehörige  ge- 
radlinige Durchmesser  mit  derselben  bildet** 
Die  Gleichung  6)  gibt  unmittelbar  folgenden  Satz: 

„Es  ist  die  Summe  der  Cotangenten  der  im  vorhergehenden 
Satze  erwähnten  n  Winkel  constant,  wie  wir  auch  die  Transversale 
parallel  zu  sich  selbst  verschieben/' 
Pesth;  den  14.  December  1865.  Dr.  E.  v.  Huiytädy. 


V.    Heber  die  Daritellnng  dei  Aluminiami. 

Das  Aluminium  hat  sehr  schätzSai^e  Eigenschaften,  welche  es  für  viele 
Verwendungen  tauglich  machen ;  es  wird  von  Säuren,  ausser  von  Chlorwas- 
serstoffsäure ,  nur  wenig  angegriffen ,  hält  sich  sehr  gut,  selbst  an  feuchter 
Luft  (ich  habe  ein  Stück  Aluminiumblech  über  ein  Jahr  in  einem  sehr  feuch- 
ten Wandschranke  aufbewahrt,  ohne  dass  sich  die  Oberfläche  des  Bleches 
merklich  oxydirt  hätte) ,  es  lässt  sich  leicht  zu  Blech  und  Draht  verarbei- 
ten etc.  Der  hohe  Preis,  den  dieses  Metall  jetzt  noch  besitzt,  steht  vielen 
für  dasselbe  vorgeschlagenen  Anwendungen  und  der  Auffindung  neuer  Ver- 
wendungen entgegen ,  zu  deren  Ausmittelung  grössere  Quantitäten  des  ge- 
nannten Metalls  erforderlich  wären. 

Der  hohe  Preis  des  bis  jetzt  im  Handel  vorgekommenen  Aluminiums 
rührt  von  der  nothgedrungeuen  Verwendung  des  Natriums  bei  der  Beduc- 
tion  des  Aluminiums  her.  Das  Doppelsalz  von  Chloraluminium  mit  Cblor- 
natrium  oder  der  Krjolith  (Fluaraluminiumhatrium)  wurden  durch  Natrium 
reducirt,  um  das  Aluminium  zu  gewinnen.  Nun  hat  vor  Kurzem  Basset 
die  wichtige  Mittheilung  gemacht  (Dingler,  polyt.  Journ.,  Bd.  173,  S.  359), 
dass  Zink  statt  Natrium  bei  der  Aluminiumerzengung  angewendet  werden 
könne.  Diese  werthvolie  Entdeckung  ist  von  mehreren  deutschen  Chemi- 
kern bestätigt  worden  (deutsche  Industr.  Ztg.  1865,  358;  Dingler,  polyt. 
Journ.,  Bd.  177,  S.  327),  welche  auf  Grund  ihrer  Versuche   in  der  Angabe^ 


so  Kleinere  Mittheilungen. 

übereinstimmen ,  dass  ChloralumiDinrnnatriam  durch  Zink  redttcirt  werden 
könne ,  es  sei-  aber  zur  Keduction  eine  höhere  Temperatur ,  als  bei  Anwen- 
dung des  Natriums,  und  daher  viel  Vorsicht  nöthig. 

Nach  dem  polyt.  Centralbl.  1865, 1015  hüt  Dr.  DuHo  eine  dort  ausführ- 
lich beschriebene  Methode  angegeben,  um  das  Chloraluminiumnatrium  aus 
eisen*  und  sandfreiem  Thon  herzustellen,  er  hat  das  Doppelsalz  hierauf  mit 
Zink  reducirt  und  eine  angenäherte  Berechnung  über  die  Herstellungskosten 
ausgeführt,  die  den  muthmasslichen  zukünftigen  Preis  des  durch  Zink  redu- 
cirten  Aluminiums  anzugeben  gestattet.  GenännterChemiker  spricht  sich  dahin 
aus,  dass  das  so  dargestellte  Aluminium  im  Preise  kaum  höher  zu  stehen  kom- 
men würde,  als  das  Kupfer.  So  ist  denn  nun  gegründete  Hoffnung  vorhan- 
den, dass  der  Thon  wirklich  in  die  Classe  der  Metallerze  gerechnet  werden 
darf,  indem  man  aus  ihm  ein  Metall  herzustellen  im  Stande  ist,  dessen 
Eigenschaften  und  Preis  sich  in  gleicher  Weise  zu  technischen  Anwendun- 
gen empfehlen.  Dr.  Kahl. 
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.VI. 

tfeber  Mazima  und  Minima  geometrischer  Figuren.    Satz 
über  die  Linie  des  grössten  Flächeninhaltes  auf  einer  be- 
liebigen Fl&che.     Satz  über  Polyeder-Maxima. 

Von 

Dr.  Theodor  Bernee  zu  Berlin. 


I. 

Eine  Gurre  (7  au  fein  er  Fl  Sehe /'soll  eine  lyinie  des  gross- 
ten  Flächeninhalts  heissen,  wenn  sich  von  derselben  allent- 
halben durch  eine  innerhalb  gewisser  Grenzen  willkürliche 
zweite  Ciirve  C^  ein  Segment  abschneiden  lässt,  welches, 
wenn  man  die  Curve  (7^,  dieEndpunkte  des  zu  demSegment 
gehörigen  Bogens  der  Curve  (7,  und  dieLänge  des  letzteren 
eonstant  lAsst,  ein  Maximum  des  Flächeninhalts  hat. 

Hat  man  auf  einer  gegebenen  Fläche  F  eine  solche  Curve  C,  so  kann 
man,  um  die  Bedingungen  aufzufinden,  denen  sie  gentigt,  statt  der  Fläche 
F  diejenige  abwickelbare  substituiren,  welche  entsteht  als  die  Umhüllungs- 
fläche sämmtlicher  Ebenen,  die  die  Fläche  Fin  Punkten  der  Curve  C  be- 
rühren, oder  kurz,  man  kann  die  Fläche  /'ersetzen  durch  die  ihr 
längs  der  Curve  C  umschriebene  abwickelbare  Fläche.  Denn 
schneidet  man  durch  eine  Curve  C^  ein  Segment  ab  und  lässt  man  den  Bo- 
gen C  dieses  Segments  variiren,  indem  man  seine  Endpunkte  festhält  und 
seine  Länge  eonstant  setzt,  so  mus«,  da  das  Flächenstück  ein  Maximum  ist, 
die  Variation*)  desselben  Null  sein.  Nun  fällt  aber  für  unendlich  kleine 
Entfernungen  in  der  Nähe  der  Curve  C  die  Fläche  F  mit  der  längs  C  berüh- 
renden abwickelbaren  zusammen.     Da  sich  nun  *die  Variation  nur  auf  un- 


♦)  Ich  gebrauche  dieses  Wort  in  rein  geometrischem  Sinne*  C^  nn(l]p^ 

ZeiUchrin  f.  Mathematik  a.  Physik.  XI.  2.  gtiz^  by  ^ 
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endlich  kleine  Entfernungen  bezieht,  so  ist  die  Variation  eines  auf  der  ab- 
wickelbaren Fläche  zwischen  der  Carve  C  und  einer  beliebigeo,  durch  die 
Schnittpunkte  von  C  und  C^  auf  der  Abwickelbaren  gezogeueu  Curve  C^  ent- 
haltenen Flächenstucks -ebenfalls  Null.  Also  ist  für  die  Curve  C  auch  auf 
der  abwickelbaren  Fläche  die  nothwendige  Bedingung  einer  Linie  des 
grössten  Flächeninhalts  erfüllt.  Da  man  nun  C^  auf  der  Fläche  F  beliebig 
nahe  an  C  annehmen  kann,  so  sieht  man  eiu^  dass,  wenn  man  die  Curve  C^ 
auf  der  abwickelbaren  Fläche  auf  derselben  Seite  von  C  annimmt,  auf  wel- 
cher C^  liegt,  durch  hinreichende  Annäherung  von  C,  an  C  das  auf  der  ab- 
wickelbaren Fläche  liegende  Segment  wirklich  zu  einem  Maximum  in  dem 
oben  erklärten  Sinne  gemacht  werden  kann. 

Also  ist  die  Curve  C  auch  auf  der  abwickelbaren  Fläche  Linie  gröss- 
ten Flächeninhalts.  Man  breite  nun  die  abwickelbare  Fläche  auf  eine 
£beue  aus,  dann  muss  die  erhaltene  Curve  jene  Eigenschaft  noch  besitzen, 
dass,  wenn  man  durch  eine  beliebige  Curve  ein  Segment  abschneidet,  das- 
selbe ein  Maximum  des  Inhalts  hat  bei  constanter  Bogenlänge,*  denn  alle  li- 
nearen und  Flächengrössen  bleiben  beim  Abwickeln  unverändert.  Nun 
giebt  es  aber  in  der  Ebene  nur  Eine  solche  Curve,  das  ist  der  Kreis.  Man 
erhält  also  den  folgenden  Satz : 

1.  Wenn  man  an  eine  Fläche  längs  einer  auf  ihr  gezogenen 
Linie  grössten  Inhalts  die  einhüllende  abwickelbare  Fläche  legt» 
nnd  diese  auf  eine  Ebene  abwickelt,  so  verwandelt  sich  die  Linie 
gröftsten  Flächeninhalts  in  einen  Kreis. 

t)a  alle  Radien  eines  Kreises  gleich  sind  und  senkrecht  auf  der  Peri- 
pherie stehen ,  da  ferner  zwei  unendlich  nahe  derselben ,  wenn  man  den 
Kreis  wieder  aufwickelt  in  eine  Tangentialebene  der  abwickelbaren  Fläche 
oder,  was  dasselbe  ist,  in  eine  Tangentialebene  der  Fläche  F  zu  liegen  kom- 
men, und  auch  dann  noch  senkrecht  auf  der  Curve  C  stehen,  so  kann  man 
diesem  Satze  noch  eine  andere  Form  geben : 

Durch  einen  Punkt  der  Raumcurve  C  geht  nämlich  eine  unendliche 
Schaar  von  Normalen,  deren  Gesammtheit  die  Normalebene  der  Curve  bil- 
det. Wenn  mau  aber  überhauptnurCurven  betrachtet,  welche  in  der  Flächet 
liegen,  so  kann  man  gewissermassen  sagen,  die  Curve  C  habe  in  Bezug  auf 
die  Constructionsfläche  F hmx  Eine  Normalrichtung,  nämlich  diejenige,  bei 
welcher,  im  ersten  Moment  wenigstens,  die  Fläche  /^  nicht  verlassen  wird. 
D.  h.  von  sämmtlichen  Normalen  kann  man  in  Bezug  auf  die  Fläche  F  nur 
diejenige  beibehalten,  welche  die  Fläche  F  tangirt.  Man  verfährt  ja  gerade 
so  mit  den  ebenen  Curven:  Durch  jeden  Punkt  eines  als  Haumcurve  aufge- 
fassten  Kegelschnitts  geben  unendlich  viele  Normalen,  fasst  man  ihn  dage- 
gen als  ebene  Curve  auf»  so  behält  man  von  all  den  normalen  Richtungen, 
welche  von  jenem  Punkte  ausgehen,  nur  diejenige,  welche  innerhalb  des 
Constructionsfeldes ,  der  Ebene,  bleibt,  ein  Umstand,  der  nicht  nur  darin 
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seinen  Grnnd  hat,  dass  die  Ebene  zugleich  Schmiegungsebene  für  alle  Punkte 
des  Kegelschnitts  ist. 

Faust  man  daher  nur  diejenigen  Normalen  der  Curve  Cins  Auge,  welche 
sogleich  Tangenten  der  Fläche  F  sind,  so  ist  schon  oben  gezeigt,  dass  je  2 
derselben,  die,  einander  unendlich  nah,  in  einer  Tangentialebene  der  Fläcbe 
liegen,  sich  in  einem  Punkte  schneiden,*)  und  dass  die  abgeschnittenen 
Stucke  auf  beiden  Normalen  constant  sind  für  die  ganze  Curve  C. 

Nennt  man  den  Schnittpunkt  der  beiden  Normalen  Krümmungsmittel- 
pnnkt  der  Curve  C  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^  die  Stucke  der  Normalen 
von  diesem  Punkte  bis  zur  Curve :  Krümmungsradius  von^in  Bezug 
auf /*,  oder  auch:  Tangentialen  Krümmungsradius,  so  kann  man 
den  Satz  1)  folgendermassen  aussprechen: 

8.  Bei  jeder  Linie  grötsten  Fläeheninhalta  C  auf  einer  f'läche 
F  ist  der  tangentiale  KrftmmnngBradiati  oder  der  Krünunungsra- 
diiu  Ton  C  in  Besng  auf  F  eonstant. 

Nennt  man  den  Hauptkrümmungsradius  der  Curve  r,  so  drückt  sich 

der  tangentiale  Krümmungsradius   aus  durch ,  wo  C0S9?  derNeigungs- 

vinkel  der  Fläche/^  gegen  die  Schmiegungsebene  der  Curve  im  betrachteten 
Punkte  ist.     Mithin  ist  für  jede  Linie  grössten  Inhalts 

=  ConsL 

cosq> 

Hieraus  lassen  sich  mehrere  Folgerungen  ziehen.     Setzt  man  nämlich 

r  constant,  so  jst  auch  tp  constant,  und  umgekehrt,     r  ist  aber  constant  nur 

fwt  den  Kreis  und  die  Schraubenlinie. 

Ulan  kann  also  Folgendes  aussprechen: 

Wenn  die  Schmiegungsebene  einerLinie  grössten 

Flächeninhalt^  von  der  Fläche,  auf  der  sie  liegt,  unter 

constantem  Winkel  geschnitteli  wird,  so  ist  die  Linie 

ein  Kreis  oder  eine  Schraubenlinie. 

Wenn  ein  Kreis   oder   eine   Schraubenlinie   Linie 

grössten  Flächeninhalts    für   eine   beliebige  Fläche 

ist,  80  schneidet  diese  Fläche  die  Ebene  des  Kreises 


*)  Um  Missverstftndnissen  vorzubeagen,  muss  ich  bemerken,  dass  2  unendlich 
nahe  tangentiale  Normalen  sich  eigentlich  nur  schneiden  würden ,  wenn  die  Curve  C 
eine  Krüramungslinie  wäre.  Will  man  ganaj  streng  zu  Werke  gehen,  so  mnss  man 
nicht  von  ihrem  Schnittpunkte ,  sondern  von  dem  Punkte  ihrer  kürzesten  Entfernung 
reden.  Da  aber  diese  kürzeste  Entfernung  eine  unendlich  kleine  Grösse  2.  Ordnung 
ist,  wenn  die  Entfernung  der  Punkte  von  der  1.  Ordnung  ist,  so  entstehen  im  Texte 
keine  Fehler.  Ich  wollte  hier  nur  der  falschen  Vorstellung  begegnen,  als 
umhüllten  etwa  sämmtliche  Tangen  tialnormalen  eine  Raumcnrve. 
Der  Pnnkt  der  kürzesten  Entfernung  ist  derjenige ,  in  welchem  ein  auf  der  Scbmie" 
gnngsebene  im  -Mittelpunkte  der  ersten  Krümmung  errichtetes  Loth  die  Tangential- 
ebene trifli.  Digitized  by  CjOOQ  IC 
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resp.    die  Schmiegungsebene   der  Schraubenlinie  un- 
ter  constantem  Winkel. 

Wenn    ein   Kreis    oder    eine    Schraubenlinie    auf 
einer   Fläche   liegen,    welche   die  £bene   des  Kreises 
resp.  die  Schmiegungsebene   der  Schraubenlinie  un- 
ter constantem   Winkel  schneidet,   so   ist  der  Kreis, 
resp.   die  Schranbenlinie,  Linie  grössten  Flächenin- 
halts auf  der  Fläche. 
Wenn   aber  die  Ebene  eines  Kreises  eine  Fläche  unter  constantem 
Winkel  schneidet,  so  ist  der  Kreis  Krümmungslinie,  und  umgekehrt.     Dar- 
aus folgt: 

Wenn  ein  Kreis  Krümmungslinie  fOr  eine  Fläche 
ist,  so  ist  er  auch  Linie  des   grdssten  Flächeninhalts 
für  dieselbe,  und  umgekehrt. 
Hiernach  sind  z.  B.  sämmtliche  Kreise  der  auf  einer  Rotationsfläche 
liegenden  Kreisschaar,  ebenso  sämmtliche  Krümmungslinien  der  Dupin- 
schen  Cyclide  Linien  des  grössten  Flächeninhalts.   Die  Reihe  der  merk- 
würdigen Eigenschaften,  welche  der  Transformation  durch  reciproke 
RadiiVectoren  zukommen,  vermehrt  sich  noch  um  den  Satz,  dass  je- 
derKreis,   welcher  eine  Linie   grössten  Flächeninhalts   ist, 
diese  Eigenschaft  durch  die  Transformation  nicht  verliert. 

Die  Linien  grössten  Flächeninhalts  behalten  ihren  Cha- 
rakter bei  jeder  Art  von  Verbiegung  der  Fläche,  gerade  so 
wie  das  Gaussische  Krümmungsmaass.  Denn  alle .  linearen  und 
Flächengrössen  bleiben  dabei  ungeändert.  Daher  entsprechen  z.  B.  bei 
den  auf  die  Kugel  abwickelbaren  Flächen  die  Linien  grössten  Flächenin- 
halts den  Kreisen  auf  der  Kugel. 
Ferner  ist  hierdurch  bewiesen : 

3.     Der  tangentiale  Krümmungsradius  bleibt  bei 

einer  Verbiegung  der  Fläche  cönstant. 

Aus  dem  Satze  1)  folgt  eine  praktische  Näherungsconstruction  für  die 

Linien  grössten  Flächeninhalts,  welche  im  Stande  ist,  sowohl  den  Gang  des 

dort  'gegebenen  Beweises  aufzuhellen ,   als  auch  den  Verlauf  dieser  Linien 

anschaulich  zu  machen. 

Man  zeichne  zwei  concentrische  Kreise,  welche  nur  einen  schmalen 
ringförmigen  Streifen  Papiers  zwischen  sich  lassen,  der  indessen  noch  breit 
genug  sein  muss ,  um  keine  seitlicl^en  Verbiegungen  zu  gestatten.  Diesen 
Streifen  schneide  man  aus,  schneide  ihn  an  einer  Stelle  in  radialer  Richtung 
auf  und  verbinde  eine  grössere  Anzahl  solcher  Streifen  in  der  Weise ,  dass 
sich  der  Kreis  öfter  wiederholt,  ohne  jemals  zu  schliessen.  (D.  h.  so,  dass, 
wenn  man  den  Streifen  frei  hängen  lässt,  derselbe  die  Gestalt  einer  Schrau- 
benlinie annimmt)  Einen  solchen  Streifen,  den  man  nach  bei- 
den Seiten  hin  beliebig  verlängern  kann,  klebe  man,  von  sei- 
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ner  Mitte  anfangend,  möglichst  anschliessend  auf  das  Modell 
der  Fläche  auf,  so  verzeichnet  derselbe  auf  demselben  eine 
Linie  grössten  Flächeninhalts. 

Nimmt  man  einen  geradlinigen  Streifen,  so  ist  der  Bad  ins  des  Krei- 
ses nnendlich,  nnd  man  erhält  auf  der  Fläche  eine  kürzeste  Linie,*) 
welche  als  einfacher  Grenzfall  der  Linien  grössten  Flächenin- 
halts gelten  muss.  Jene  enthält  2  Constanten,  diese  ansserdem  noch  den 
Radius,  also  im  Ganzen  3  Constanten. 

Handelt  es  sich  darum ,  auf  einer  Fläche  eine  Figur  zu  finden ,  welche 
bei  gegebenem  Total  um  fang  ein  Maximum  des  Flächeninhalts 
hat,  so  ist  offenbar  die  noth wendige  Bedingung,  dass  die  begrenzende  Linie 
eine  Linie  grössten  Flächeninhalts  sei.  Dieselbe  muss  ferner  nach  einma- 
ligem Umlaufe  in  sich  zurückkehren,  und  zwar  in  denselben  Punkt  mit  der- 
selben Tangentialrichtung.  Dies  sind  im  Allgemeinen  2  Bedingungen. 
Wenn  auch  der  Umfang  gegeben  ist,  so  hat  man  3  Bedingungen  zur  Bestim- 
mung der  3  Constanten.  Oder:  Es  giebt  auf  einer  gegebenen 
Fläche  nur  eine  endliche  Anzahl  geschlossener  Curven  von 
gegebener  Länge,  die  ein  Maximum  des  Flächeninhalts  ein- 
Bchliessen.  Eine  Ausnahme  hiervon  machen  solche  Fälle,  bei  denen  eine 
jener  3  Bedingungen  sich  von  selbst  erfüllt  durch  die  beiden  anderen. 

Hierher  gehören  z.  B.:  Die  Ebene,  die  Kugel  und  sämmtliche 
Kegelflächen.  Während  im  Allgemeinen  die  Linien  grössten  Flächen- 
inhalts unendlich  lang  sind,  giebt  es  auf  diesen  Flächen  keine  ein^ 
zige  unendlich  lange  Linie  dieser  Art.  Auf  der  Ebene  und  der 
Kugel  sind  sämmtliche  Linien  grössten  Flächeninhalts  Kreise,  während  die- 
selben auch  auf  den  Kegelfiächen,  durch  einfaches  Aufwickeln  eines  Krei- 
ses erhalten,  stets  schliessen,  so  lange  der  Radius  dieses  Kreises  end- 
lich bleibt.  (Für  den  Fall,  dass  dieser  unendlich  wird,  gehen  die  Linien  in 
kürzeste  Linien  über  und  werden  dann  allerdings  unendlich  lang,  sowohl 
auf  den  Kegelflächen,  als  auch  schon  in  der  Ebene.) 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  wir  in  der  zu  Anfang  gegebenen  Beweis- 
führung keinerlei  Voraussetzung  über  die  Natur  der  Fläche  J^ gemacht  ha- 
ben.**) jPbraucht  daher  durchaus  n^cht  stetfggekrümmt  zu-  sein. 


r 
*)  Man  hat  nämlich  dann  =oq,  also  entweder  r:^  od  ,  das  eiebt  eineflre- 

^  cos  (p  »  ©  o 

rade  Linie,  oder  9  =  —- ,  das  giebt  eine  Linie ,  deren  Qchmiegangsebene  senkrecht 
auf  der  Fläche  steht.  Das  sind  in  der  That  die  einzigen  beidea  Sorten  ¥on  kürzesten 
Linien  aaf  einer  Fläche. 

**)  Wenigstens  dehnt  sich  jener  Beweis  sofort  auch  auf  den  Fall  tou  Disconti- 
naitSten  ans,  wenn  man  von  der  umschriebenen  abwickelbaren  Fläche  überhaupt  nur 
eine  schmale  Zone  in  der  Nähe  der  Cnrve  C  in  Betracht  zieht.  Will  man  jeden  Ein- 
wurf beseitigen ,  so  setze  man  an  Stelle  des  discontinoirlichen  plötzlich  erfolgenden 
Uebergangs  der  Fläche  einen  ähnlichen  continnirlichen,  aber  sehr  schnell  erfolgendea 
Uebergang.  .  Oigitizedby.^^  C 
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Man  erhält  z.  B.  für  einjedesPolyeder  durch  Anfwickelang  des  Strei- 
fens ebenfalls  die  Linie  des  gröesten  Flächeninhalts. 

Durch  eine  einfache  Betrachtung  findet  man  noch  folgenden  Satz: 

4.     Auf  jeder  Rotationsfläche  berühren  die  Linien 
grösätenFlächeninhaltsabwechselnd2Parallelk:re]se. 

Die  vorliegenden  Sätze  können  als  Basis  dienen  für  die  Untersuchung 
der  isoperimetrischen  Probleme  «uf  beliebigen  Flächen,  wobei  die  ktlrzesten 
Linien  die  Rolle  der  in  den  entsprechenden  Problemen  für  die  Ebene  vor- 
kommenden Geraden,  und  die  Linien  grössten  Flächeninhalts  die  Rolle  der 
Kreise  übernehmen  würden.  Um  jedoch  die  Aufgaben  dieser  Art  angrei- 
fen zu  können,  bedarf  man  noeh  einiger  vorbereitender  Sätze.  Ich  behalte 
die  Etitwickelung  derselben  einer  späteren  Arbeit  vor ,  und  gehe  zu  einem 
Problem  verwandter  Natur  Über. 

IL 

1.     Wenn  man  die  Schaar   der  Ebenen  betrachtet, 
welche    von   einem    beliebig   begrenzten  Körper    ein 
Segment  von   constantem  Volumen    abschneiden,    so 
werden  dieselben  von  der  von  ihnen  umhüllten  krum- 
men   Fläche   in    den    Schwerpunkten    der    aus    ihnen 
durch  die  Begrenzung  des  Körpers  ausgeschnittenen 
Figuren  berührt. 
Sind  diese  Figuren  überschlagen,  wie  dies  z.  B.  in  der  Regel  eintreten 
wird,  wenn  man  als  Begrenzung  des  Körpers  eine  algebraische  'Fläche  be- 
trachtet, so  hängt  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  davon  ab,  wie  man 
den  Inhalt  der  gleichfalls   Überschlagehen  abgeschnittenen  Raumfigur  defi- 
nirt.     Man  kann  sich  dabei  entweder  auf  ein  bestimmtes  Stück  der  ganzen 
Raumfigur  beschränken  und  dies  constant  setzen,  oder  einzelne  der  Theile 
positiv,  andere  negativ  zählen,  der  Satz  bleibt  stets  richtig,  vorausgesetzt 
dass  man  die  Schwerpunktsbestimmung  danach  einrichtet. 

Man  beweist  diesen  Satz*)  leicht  in  folgender  Weise.  Man  lasse  die 
Ebene,  welche  das  constante  Stück  abschneidet,  in  eine  unendlich  nahe 
Lage  übergehen,  ohne  dass  sich  der  Inhalt  des  Segmentes  ändert.  Dies 
geschieht  offenbar,  wenn  man  die  Ebene  um  eine  in  ihr  selbst  liegende  und 
durch  den  Schwerpunkt  der  Schnittfigur  gehende  Gerade  unendlich  wenig 
dreht.  Denn  dann  ist  die  Veränderung  des  Volumens  des  abgeschnittenen 
Stückes  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  2.  Ordnung  verschieden  von  dem 
Volumen  des  Stückes  eines  Rotationskörpers,  welchen  das  als  unverändert 
gedachte  Polygon  bei  dieser  Rotation  erzeugen  würde.  Der  Inhalt  eines 
solchen  Stückes  Rotationskörpers  ist  aber ,  da  die  Rotationsaxe  durch  den 
Schwerpunkt  geht,   nach   dem  Guldi naschen  Satze  =0.     Also  wird  eine 


*)  Ich  entdecke  nachträglich,  das-s  sich  derselbe  bereits  in  einer  S  t  e  i  u  e  raschen 
Abhandlung  findet.     Ein  Beweis  ittt  dort  nicht  gegeben,      oigitized  by  GoOQIc 
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jede  Ebene  von  einer  ihr  unendlich  nahen ,  welche  ein  ebenso  grosses  Seg- 
ment abschneidet,  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  der  Schnittfigar  gehen- 
den Geraden  geschnitten.  Nimmt  man  rings  herum  alle  unendlich  nahen 
Ebenen,  welche  ein  constantes  Segment  absehneiden,  so  erhttlt  man  als  Ro- 
tationsaxen  sämmtliche  durch  den  Schwerpunkt  der  Schnittfigur  gehende 
Geraden.  Nun  ist  aber  der  Berührungspunkt  einer  Ebene  mit  einer  von 
ihr  umhüllten  Fläche  derjenige  Punkt,  in  welchem  sie  von  sämmtlichen  un- 
endlich nahen  Ebenen  derSchaar  geschnitten  wird.  Also  ist  hiermit  jener 
Satz  bewiesen. 

Als  Beispiele  können  dienen : 

Wenn  man  von  einer  Fläche  2.  Grades  durch  eine  Ebene  ein  constan- 
tes Segment  abschneidet,  so  umhüllt  diese  Ebene  eine  neue  Fläche  (2.  Gra- 
des), welche  die  Ebenen  der  umhüllenden  Schaar  in  den  Mittelpunkten  der 
entstehenden  Kegelschnitte  berührt. 

Spricht  man  diesen  Sata  für  die  Ebene  aus  und  lässt  die  Curye  2.  Gra- 
des in  2  Gerade  zerfallen,  so  kommt  man  auf  einen  bekannten  Satz  über  die 
Asymptoten  der  Hjperbel. 

2.  Wenn  man  alle  Ebenen  aufsucht,  welche  von 
einer  beliebigen  (auch  unstetig  gekrümmten)  Fläche  Ä 
ein  Flächensttick  (Calotte)  von  constantem  Flächen- 
inhalt abschneiden,  so  umhüllen  dieselben  eine  ge- 
wisse Fläche  B.  Jede  Ebene  der  Schaar  wird  von  der 
Fläche  B  berührt  in  dem  Schwerpunkte  der  unendlich 
schmalen  Zone,  welche  aufder  Fläche  ^4  zwischen  der 
betrachteten  Ebene  und  einer  ihr  unendlich  nahen  pa- 
rallelen Ebene  liegt. 

Statt  den  Schwerpunkt  dieser  Zone  zu  nehmen,  kann  man  auch  den 
Schwerpunkt  des  Umfanges  der  ausgeschnittenen  Figur  nehmen,  indem  man 

vorher  an  die  einzelnen  Punkte  desselben  Massen  setzt,  welche  -: —     pro- 

portional  sind,  wo  a  der  Neigungswinkel  der  Fläche  gegen  die  Ebene  in  dem 
belr6£Eenden  Punkte  ist. 

3.  Wenn  man  alle  Ebenen  aufsucht,  welche  ans 
einer  beliebigen  Fläche  eine  ebene  Figur  von  constan- 
tem Flächeninhalt  ausschneiden,  so  gilt  der  vorige 
Lehrsatz  mit  der  Veränderung,  dass  man  statt  der  auf 
der  gegebenen  Fläche  liegenden  unendlich  schmalen 
Zone  die  Frojection  derselben  auf  die  betrachtete 
Ebene  nehmen  muss. 

Statt  den  Schwerpunkt  dieser  Frojection  zu  nehmen,  kann  man  auch 
den  Schwerpunkt  des  Umfanges  der  ausgeschnittenen  Figur  nehmen,  indem 
man  an  die  einzelnen  Punkte  desselben  Massen  setzt,  welche  coiu  propor- 
Uonal'siad.  oigiti^ed  by  GoOglc 
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Der  Beweis  für  die  Sätze  2)  und  3)  kann  äbnlicb  geführt  werden ,  wie 
der  für  1).  Es  ist  in  beiden  Fällen  nicht  schwer  zu  zeigen,  dass  bei  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  um  den  Schwerpunkt  das  hetreffende  Stück 
constant  bleibt.  Durch  Gombination  von  2)  und  3)  erhält  man  den  für  das 
Folgende  wesentlichen  Satz: 

4.  Wenn  man  alle  Ebenen  aufsucht,  welche  von 
einem  durch  eine  beliebige  Fläche  A  begrenzten  Kör- 
per ein  Stück  so  abschneiden,  dass  die  Oesammtober- 
fläche  des  übrig  bleibenden  Körpers  constant  ist,  so 
umhüllen  dieselben  eine  gewisse  Fläche  B.  Die 
Fläche  B  berührt  eine  Ebene  der  Schaar  in  dem 
Schwerpunkte  eines  Flächenringes,  der  sich  zusam- 
mensetzt aus  einer  unendlich  schmalen  Zone,  die  auf 
der  Fläche  A  zwischen  der  betrachteten  Ebene  und 
einer  ihr  unendlich  nahen  parallelen  Ebene  liegt,  und 
der  Projection  dieser  Zone  auf  die  betrachtete  Ebene. 
An  Stelledieses  Schwerpunktes  kann  man  auch  setzen 
den  Schwerpunkt  des  Um fanges  der  Schnittfigur,  wenn 
man  an  die  einzelnen  Punkte  desselben  Massen  setzt, 

.    die  proportional  sind  co^-— ,   wo  a  der  Neigungswinkel 

der    Fläche    gegen   die   Ebene    in    dem   betreffenden 
Funkte   ist,   und    zwar   so   gemessen,   dass  dieHalbi- 
rungslinie  desselben  in  das  Innere  des  übrig  bleiben- 
den Körpers  fällt. 
Die  4  aufgestellten  Sätze  lassen  sich  gemeinschaftlich  so  aussprechen : 

5.  Man  gehe  von  einer  Ebene  der  Schaar  zu  einer, 
ihr  unendlich  nahen  parallelen  Ebene  über,  suche 
den  Schwerpunkt  des  Baum-  oder  Flächen  Stückes,  um 
welches  sich  das  constant  gesetzte  Raum-  oder  Flä- 
chenstück hierbei  ändert,  dann  ist  dieser  Punkt  der* 
jenige,  in  welchem  die  Ebene  der  Schaar  die  umhüllte 
Fläche  berührt. 

Im  Falle  des  Satzes  1)  tritt  hierbei  die  Vereinfachung  ein ,  dass  man 
für  den  Schwerpunkt  der  unendlich  dünnen  Scheibe,  welche  zwischen  den 
beiden  parallelen  Ebenen  liegt,  unmittelbar  den  Schwerpunkt  der  Schnitt- 
figur setzen  kann.   In  dieser  Form  haben  wir  den  Satz  oben  ausgesprochen. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  die  Gesammtmasse  des  unendlich 
schmalen  Raum-  oder  Flächenstückes  offenbar  proportional  ist  der  Entfer- 
nung der  beiden  parallelen  Ebenen  von  einander,  und  dass  daher  die  Ver- 
hältnisse der  Massen,  welche  man  in  den  4  verschiedenen,  in 
l)  bis  4)  erwähnten  Schwerpunkten  vereinigt  denken  kann, 
unabhängig  sind  von  der  Entfernung  der  beiden  parallelen 
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Ebenen.  Wo  es  daber  nur  auf  die  Verhältnisse  der  in  den  verschiede- 
nen Schwerpunkten  vereinigt  zu  denkenden  Massen  ankommt,  ist  die  Dis- 
tanz der  nnendlich  nahen  parallelen  Ebenen  gleichgültig.  Diese  Bemer- 
kung wird  für  das  Folgende  wichtig  sein. 

Ich  habe  die  vorhergehenden  Sfttze  nnr  so  weit  entwickelt,  als  noth- 
wendig  erschien  zu  der  Anwendung,  die  ich  davon  machen  will. 


Man  kann  sich  die  Anfgabe  stellen,  einen  Raum  durch  ffEbenen 
so  zu  begrenzen,  dass  die  Oberfläche  des  entstehenden  Pplj* 
eders  eine  gegebene  Grösse  habe  und  seinlnhalt  ein  Maxi- 
mum werde.*)  Hierbei  können  einzelne  der  Ebenen  Bedingungen  unter- 
worfen sein ;  die  folgenden  Sätze  beziehen  sich  nur  auf  solche  unter  den 
Ebenen,  welche  vollkommen  frei  sind. 

Ich  nehme  an,  man  habe  ein  solches  Polyeder.  Man  lasse  eine  seiner 
freien  Ebenen  so  variiren,  dass  die  Oberfläche  constant  bleibt,  so  kann  dies 
nach  dem  4.  Satze  dieses  Abschnittes  nur  so  geschehen,  dass  man  die  Ebene 
um  den  Schwerpunkt  des  Umfanges  der  in  ihr  liegenden,  durch  die  Kanten 
des  Polyeders  gebildeten  Figur  dreht,  wobei  in  jedem  Punkte  des  Umfan- 
ges die  Masse  cot  ~  liegt,  wenn  a  den  betreffenden  Kantenwinkel  bezeichnet, 

Ist  nun  das  Polyeder  wirklich  ein  Maximum/  so  darf  sich  hierbei  sein 
Inhalt  nicht  ändern.  Der  Inhalt  des  Polyeders  ändert  sich  aber  nach  Satz  1) 
dann  nicht,  wenn  die  Ebene  um  den  Schwerpunkt  der  Fläche  der  in  ihr  lie- 
genden Figur  gedreht  wird.  Daher  erhält  man  als  ersten  Satz  über  die 
Polyeder-Maxima 

6.  Bei  einem  Polyeder -Maaumnm  fällt  der  Schwerpunkt 
jeder  freien  Seitenfläche  snsammen  mit  dem  Schwerpinnkte  der 
dieselbe  begreaxenden  Kanten»  wenn  man  an  jeden  Fnnkt  einer 

Xante  die  Masse  cot  —  setzt,  wo  a  der  entsprechende  Kantenwin- 
kel ist. 


*)  Diese  Aufgabo  ist  vollkommen  bestimmt,  denn  nimmt  man  einen  festen  Punkt 
0  im  Baume  an  nnd  bezeichnet  als  positiv  diejenige  Seite  einer  jeden  Ebene,  auf  wel- 
cher der  Punkt  0  liegt,  so  kann'man  den  Inhalt  eines  Polyeders  definiren  als  denjeni- 
gen Baum,  welcher  zugleich  auf  der  positiven  Seite  sämmtlicher  Ebenen  liegt,  nnd  als 
seine  Oberfläche  alle  diejenigen  Theile  von  Ebenen,  welche  den  so  definirteli  Inhalt 
vom  übrigen  Baume  trennen.  Ist  0  fest,  so  ist  hierbei  jede  Zweideutigkeit  unmöglich. 
Nach  dieser  Definition  ändert  eine  neu  hinzukommende  Ebene  Nichts  an  dem  Inbalte 
eines  Poljedei's,  wenn  derselbe  schon  ganz  auf  der  positiven  Seite  der  neuen  Ebene 
liegt*  Ebenso  wenig  ändert  sie  die  Oberfläche,  denn  sie  begegnet  dann  derselben  gar 
nicht.  Durch  eine  solche  Beschränkung  auf  eine  der  Kemfiguren  des  Polyeders  ver- 
meidet man  die  überschlagenen  Polyeder,  welche  sich  für  diese  Art  von  Aufgaben 
nicht  eignen.  üigitizedbyGoOglc 
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Man  betrachte  nun  2  beliebige  freie  Seitenflächen  des  Polyeders  tind 
lasse  beide  so  variiren,  dass  sie  sich  selbst  parallel  bleiben,  und  dass  die 
Oberfläche  des  Polyeders  constant  bleibt«  Bezeichnet  man  dann  mit  dj^  die 
Variation  (in  geometrischem  Sinne)  der  Oberfläche,  welche  durch  das  Va- 
rüren  der  ersten  Ebene  entsteht,  mit  d^  die  entsprechende  Grösse  für  die 
zweite  Ebene,  so  muss  die  gesammte  Veränderung  der  Oberfläche 

d,  +  d^  =  0 
sein. 

Da  das  Polyeder  nun  ein  Maximum  ist,  so  muss  das  hierbei  entstehende 
Increment  des  Inhalts  ebenfalls  null  sein»  Auch  dieses  setzt  sich  ans  2  Thei- 
len  J)i  und  B^  zusammen.     Man  hat  also : 

2),  +J)^~0. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  beiden  Ebenen  von  einander  unabhän- 
gig variirend,  so  sind  die  dadurch  entstehenden  Incremente  der  Oberfläche 
dl  und  (f^  und  des  Inhalts  D\  und  />',  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^^  Satze  5)  gegebenen 
Anmerkung  den  vorigen  proportional,  so  dass  man  hat: 


'^i. 

_^i 

und  -4-  = 

_A 

<fi' 

*'i 

«« 

-/;', 

oder: 

^i 

^i 

^» 

«r. 

A 

=  />'. 

Da  nun  aus 

den 

obigen 

1  Relationen 

folgt: 

<*,= 

-«^1 

und  Z>j  = 

:-/)„ 

so  erhält  man : 

«^1 

i       ^, 

2? 

r  =2  — ^- 

1     ^« 

Nun  muss  man  aber  nach  Satz  5)  gerade  von  den  in  dieser  Oleichvng 
stehenden  Incrementen  die  Schwerpunkte  nehmen.     Vereinigt  man  also  in 
dem  jedesmaligen  Schwerpunkte  eine  dem  Inhalte  des  Incrementes,  zu  dem 
er  gehört,  proportionale  Masse,  so  sagt  die  letzte  Gleichung  Folgendes  aus : 
Es  fällt  nicht  nur  für  jede  freie  Ebene    des  Po- 
lyeder-Maximum der  Schwerpunkt  der  Seitenfläche 

mit  dem  der  Kanten  (wo  jede  Kante^mit  cot-—  multipli- 

cirt  ist)  zusammen,  sondern  es  ist  auch  dasVerhältniss 
der  beiden  in  diesen  Schwerpunkten  vereinigt  zu  den- 
kenden Massen  ein  constantes,  für  jede*2  freien  Ebe- 
nen, das  heisst  für  alle  freien  Ebenen  des  Polyeders. 
Anstatt  die  Massen  der  Incremente  zu  nehmen,  kann  man,  da  es  sich 
nur  um  das  Verhältniss  je  zweier  Massen  handelt,  für  das  Increment  des 
Inhaltes  die  Seitenfläche  des  Polyeders  und  für  das  der  Oberfläche  den  üm- 

{£ 

fang  dieser  Seitenfläche,  versehen  mit  den  Goefficienten  coi  —  substituiren. 

Man  zieht  dann  aus  dem  Vorhergehenden  die  Folgerune:         OoOqIc 
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Wenn  man  von  zweien  jener  Pankte,  in  denen  je  ein  Flttchen-  und  ein 
Kantenscfawerpnnkt  znsamroenfallen ,  wiederum  den  Schwerpunkt  nimmt, 
indem  man  einmal  die  von  den  Flächen  herrührenden  Massen,  ein  zweite« 
Mal  die  von  den  Kanten  herrührenden  annimmt,  so  fallen  die  beiden  so  er- 
haltenen Punkte  wiederum  zusammen.  Da  ferner  auch  das  Yerhältniss  der 
beiden  in  diesem  neuen  Punkte  vereinigt  zu  denkenden  Massen  wiederum 
denselben  constanten  Werth  hat,  so  kann  man  in  derselben  Weise  weiter 
gehen  und  erhält  so  folgenden  Satz: 

7.  Vimmt  man  eine  beliebige  Anzahl  freier  Seitenflächen 
eines  Mazirnnrnpolyeders,  so  fällt  der  Schwerpunkt  derselben  stets 
mit  dem  Schwerpunkte  sftmmtliclier  jene  Flächen  begrenzender 
Kanten  zusammen,  wenn  man  jede  Kante  mnltiplicirt  mit  der 
Cotangente  des  halben  Xantanwinkels.  Bildet  eine  Kante  die 
Grenzlinie  zwischen  zweien  der  Flächen,  so  ist  sie  doppelt  zu 
.  zählen. 


Dieser  Satz   entspricht  dem  über  die  Maximumflächen, 

das  8  —  +  —  constants|3inmu8s,wennp^und^2^^^^i^<^P^I^'tti°' 

mnnssradien  bezeichnen.     In  der  That  kann  co/ —   als  eine  Art  von 
o  2 

KrMmmnngsmaass  des  Polyeders  in  dem  Punkte  der  Kante  betrach- 
tet werden,*)  und  indem  diese  Krümmung  für  alle  Punkte  der  Oberfläche, 
welche  nicht  den  Kanten  angehören,  null  wird,  ist  der  definirte  Kanten* 
Schwerpunkt  eine  Art  Krümmungsschwerpunkt  der  gesammten 
Oberfläphe  des  Polyeders.  Man  muss  indessen  dabei  nicht  an  das 
Gaassische  KrUmmnngsmaass  denken,  sondern  an  das  von  Sophie  Ger* 

main,  dessen  Ausdruck 1 ist. 

Man  kann  eine  beliebige  Fläche  auffassen  als  die  Grenze  eines  Poly- 
eders mit  unendlich  kleinen ,  nahezu  rechteckigen  und  nahezu  ebenen  Sei- 
tenflächen, dessen  Kanten  aus  den  Krümmungslinien  bestehen.  Sei  AB  CD 
ein  kleines  aus  lauter  Krüromungslinien  gebildetes  Bechteck.  Man  nehme 
innerhalb  desselben  und  auf  der  Fläche  einen  Punkt  0  an ,  und  fälle  von 


*}  Treffen  in  einem  Punkte  0  der  Ebene  zwei  gerade  Linien  nnter  dem  Winkel 
IX  zusammen,  und  man  trügt  yon  0  ans  auf  denselben  zwei  gleiche  Stücke  0  Aund  OB 
ab,  and  errichtet  auf  den  Geraden  die  Normalen  AAtiindBM^  welche  sich  in  Af 

schneiden ,  so  int  AM  =^ß M^OAtg--.  Ist  0 ^  cons^nt ,  so  spielt  A M  die  Bolle 
eines  Kr.ümmungsradias ,  welcher  tg  -^  proportional  ist  Die  Krümmnng  ist  der  reci- 
2»roke  Werth  davon  und  daher  cot^  proportional.  (^OOalp 
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diesem  aas  Lothe,  die  wir  als  Kanten  jenes  Polyeders  betrachten,  nnd  de- 
ren Längen  (im  Kreise  herum  gehend)  sein  mögen  a,  6,  a',  h'.  Dann  ist  der 
Inhalt  der  ganzen  Figur  (a  +  a) .  {b  +  b*),  a  und  a  sind  Sehnen  in  dem 
einen  Hauptkrümmnngskreise  mit  dem  Radius  q^.     Daraus  folgt,  dass  der 

Winkel,  den  a.und  a  bei  0  machen,  gleich  ist  n .     Nahezu  ebenSo 

gross  sind  aber  die  Winkel,  welchen  die  in  den  Kanten  b  nnd  b'  zusammen- 
stossenden  Polyederflächen  mit  einander  machen. 

Soll  also  das  Polyeder  ein  Maximum  sein ,  so  müssen  auf  den  Kanten 
h  und  b'  in  jedem  Punkte  Massen  angebracht  werden,   welche  proportional 
a  +  a 

«ind  cot *^ ^  ,  und  da  a  und  a  sehr  klein  sind,  so  kann  man  hierfär 

setzen  -- — .     Da  nun  die  beiden  Kanten   die  Längen  b  und  6'  haben;  so 

liegt  auf  ihnen  beiden  die  Oesammtmasse  ^^—^ — LlJ±. — i.  Ganz  ebenso 
findet  man,   dass  auf  den  Kanten  a  und  a    im  Ganzen  die  Masse  liegt 

Da  ferner  das  ganze  Rechteck  A  B  CP  unendlich  klein  ist,  so  kann  man 
diese  Masse  gleichmässig  darauf  vertheilen.   Denn  wenn  nachher  die  Punkte 
Ay  Bf  (7,  D  an  die  Stelle  von  0  treten,  so  wird  gerade  die  ganze  Fläche  dop- 
pelt bedeckt.    Dann  liegt  also  auf  dem  ganzen  Rechteck  AB  CD  die  Masse 
{a+a')  jb+b')  ,   {a+a')  (b+b') 

Da  der  Inhalt  des  Rechtecks  gleich  (a  +  «')  (^  +  ^')  ist,  so  liegt  also  auf  der 

Flächeneinheit  der  Maximurofläche  eine  Masse  die  proportional  ist  —  +  ~^» 

^1      9% 
und  der  Satz  7)  sagt  nun  aus,  dass  der  Schwerpunkt  eines  beliebi- 
gen freien  Theilsder  Fläche  zusammenfällt  mit  dem  Schwer- 
punkte desselben  Theiles,  wenn  man  in  jedem  Punkte  an f  der 

Flächeneinheit  die  Masse 1 anbringt.    Oder:  Der  Schwer- 

Pi       9% 
punkt  eines  beliebigen  freien  Theiles  derFläche  fällt  zusam- 
men mit  dem  Krümmungsschwerpunkte  desselben  Theiles.  Ein 
solches  Zusammenfallen  der  beiden  Schwerpunkte  für  jeden  beliebigen 

freien  Flächentheil  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  —  H constant 

ist. 

Diese  letzte  Entwickelung  (über  die  Maximumflächen)  macht  übrigens 
keinen  Anspruch  auf  Strenge.     Ich  wolltS  die  Weitläufigkeit  vermeiden. 
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welche  von  einem  strengenGrenzübergang  nnzertrennlich  ist,  und  nur  die Aehm- 
lichkeit  jenes  Kantenschwerpunktes  mit  dem  Krümmungsscbwerpunkte  der 
Flächen  nachweisen.  Ferner  scheint  mir  der  Umstand ,  dass  aus  jenem 
Satze  7)  sich  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Mazimumflfichen  ableiten 
lässt,  dafür  zu  sprechen,  dass  der  Satz  7)  schon  sämmtliche  noth- 
wendige  Bedingungen  der  Polyeder-Maxima  enthält,  d.  h. 
sämmtliche,  welche  analytisch  durch  das  Verschwinden  der 
ersten  Variation  gegeben  werden. 
Berlin,  im  Juni  1865. 


vn. 

Imaginäre  Arbeit,  eine  Wirkung  der  Centrifdgal-  nnd 

Oyralkraft. 

Von 

Dr.  Hebmann  Scheffler, 

Heraoglich  Braanschweig^scher  Baurath. 


L  Yorbemerkungen.  Die  Grundprincipien  der  Mechanik  und  die  un- 
mittelbar daraus  hervorgehenden  Kesultate  sind  zwar  grossentheils  auf« 
geklärt  und  zum  Bewusstsein  des  grossen  Fublicnms  gekommen,  so  dass 
jeder  einigermaassen  wissenschaftlich  Gebildete  in  den  meisten  der  häufig 
vorkommenden  einfachen  Erscheinungen  sofort  die  mechanischen  Gründe 
erkennt,  nnd  von  den  Grundgesetzen  behuf  Lösung  praktischer  Aufgaben 
einen  leichten  und  sichern  Gebrauch  macht;  allein  dessen  ungeachtet  giebt 
es  noch  mechanische  Gesetze,  welche  im  höchsten  Grade  einfach  sind  und 
luden  täglichsten  Erscheinungen  auftreten,  ohne  doch  ein  gehöriges 
Verständniss  gefunden  zu  haben.  Jedermann  kennt  das  Faral- 
lellogramm  der  Kräfte  und  der  Geschwindigkeiten  und  weiss 
dasselbe  sachgemäss  anzuwenden;  es  waltet  kein  Zweifel  über  dessen  Be- 
deutung ob.  Wird  einem  Körper  eine  gewisse  Geschwindigkeit  in  einer 
bestimmten  Bichtung  ertheilt,  so  nimmt  er,  indem  er  der  resultirenden  Mit- 
telrichtnng  folgt,  beide  Geschwindigkeiten  in  den  betreffenden  Eichtunge^C 
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zugleich  an.  Die  eine  Geschwindigkeit  hebt  also  die  andere  nicht  auf, 
V ändert  sie  überhaupt  nicht,  sondern  verbindet  sich  mit  ihr.  Ebenso 
kennt  wohl  Mancher  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kräfte  und  weiss  demzufolge,  dass  ein  System  von  bewegten  Massen,  auf 
welches  sich  keine  neue  Arbeit  entwickelt,  fortwährend  dieselbe  le- 
bendige Kraft  behält,  dass  sich  aber  die  lebendige  Kraft  eines  Systems, 
auf  welches  sich  im  Laufe  der  Zeit  eine  Arbeit  entwickelt,  nothwendig 
ändert.  Wird  also  ein  geworfener  Körper  der  Schwere  überlassen,  so 
verändert  sich  vermöge  der  Entwicklung  der  Arbeit  dieser 
Schwere  seine  lebendige  Kraft.  Derselbe  nimmt  mithin  unausgesetzt  eine 
andere  Geschwindigkeit  an;  vermöge  des  Parallelogrammes  der  Ge- 
schwindigkeiten behält  dieser  Körper  aber  in  der  ursprtinglicben  Wurf- 
richtung fortwährend  die  constante  Wurfgeschwindigkeit  bei  und  es  setzt 
sich  mit  dieser  die  aus  der  Wirkung  der  Schwere  hervorgehende  be- 
schleunigte Geschwindigkeit  in  vertical er  Richtung  zusammen,  so  dass 
der  Körper  eine  Curve  durchläuft. 

Solche  Thatsachen  sind  hinreichend  klar;  dasselbe  lässt  sich  jedoch 
von  manchen  ganz  gewöhnlichen  Erscheinungen  nicht  sagen.  Schon  die 
Centr  ifugalkraft  in  ihrem  einfachsten  Auftreten  hat  etwas  unaufgeklär- 
tes Käthselhaftes  an  sich.  Es  giebt  kein  Lehrbuch  der  Mechanik,  in  wel- 
chem nicht  von  der  Arbeit  gesprochen  würde^  welche  dre  Centrifugalkraft 
(von  Anderen  Centripetalkraft  genannt)  auf  den  im  Kreise  rotirenden  Kör- 
per entwickelt,  indem  sie  ihn  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  nä- 
hert. Auch  die  Mechanik  des  Himmels  kennt  nur  diese  Vorstellung  und 
deducirt  sehr  bestimmt  die  aus  der  Anziehung  des  Centralkörpers,  z.  B.  der 
Erde,  dieser  wahren  Centrifugalkraft  des  Mondes,  hervorgehende  Arbeit, 
welche  dem  Monde  eine  Fallgeschwindigkeit  gegen  die  Erde  ver- 
leiht. Wie  geht  es  nun  zu,  dass,  wenn  auf  einen  im  Kreise  rotirenden 
Körper  durch  die  Centrifugalkraft  fortwährend  Arbeit  entwickelt  wird, 
seine  Geschwindigkeit,  also  seine  lebendige  Kraft,  constant  blei- 
ben kann,  da  doch  der  vorhin  betrachtete  geworfene  Körper  unter  einer 
solchen  fortwährenden  Entwicklung  von  Arbeit  unablässig  seine  Ge- 
schwindigkeit verändert?  Wo  bleibt  die  Arbeit  der  Centrifugalkraft,  da 
doch  nach  Grundanschauungen  der  Mechanik  keineArbeit  verschwin- 
den, auch  nur  Arbeit  durch  Arbeit  oder  durch  eine  äquivalente  le- 
bendige Kraft  vernichtet  werden  kann,  oder  jede  Arbeitsentwicklung 
ein  bestimmtes  Quantum  lebendiger  Kraft  zur  Erscheinung  bringen  rouss? 

Noch  viel  unsicherer,  ja  sogar  widersprechend  und  zum  Theil  ganz  irr- 
thümlich  sind  die  herrschenden  Ansichten  über  die  Erscheinungen,  welche 
der  Kreisel,  das  rollende  Rad,  das  aus  gezogenen  Geschützen 
geworfene  Geschoss  darbietet.  Hier,  kann  man  sagen,  hört  für  das 
grosse  Publicum  jede  Erkenntniss  auf  und  es  beginnt  ein  Gebiet  des  Wun- 

^^^^^^^'  Digitized  by  GoOglC 
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Warum  ein  schief  stehender  Kreisel  nicht  fällt,  warum  ein  rotirender 
Ring  sich  KrAften,  welche  seine Botationsaxe  zudrehen  streben,  mit  nam  * 
hafter  Kraft  widersetzt,  selbst  wenn  Drehung  um  seinen  Seh  wer* 
pnnkt  bezweckt  wird,  warum  ein  auf  seiner  untersten  Spitze  tanzender 
Kreisel  durch  eine  gegen  seinen  höchsten  Punkt  wirkende  horizontale 
Kiaft  selbst  auf  rauher  Unterfläche  leicht  verschoben  wird,  ohne  umge- 
worfen zu  werden,  warum  eine  rotirende  Spitzkugel  trotz  namhafter 
Seiten-  und  Verdrehungskräfte  ihre  Bahn  mit  so  grosser  Starrheit  innehält 
and  warum  sie  durch  hinreichend  starke  Kräfte  dieser  Art  so  sonderbar 
gegen  ihre  Flugbahn  abgelenkt  wird,  dünkt  Vielen  räthselhaft  und  wird 
von  Manchen  sogar  geläugnet,  indem  die  Letzteren  vorgeben,  der  roti- 
rende Körper,  da  er  ein  im  Gleichgewichte  befindliches  System  darstelle, 
▼erhalte  sich  gegen  äussere  Kräfte  gerade  so,  wie  ein  nicht  rotirender, 
eine  Ansicht,  welche  auf  einer  schweren  Täuschung  beruht. 

Durch  den  im  Archive  für  Mathematik  und  Physik  von  6ru- 
nert,  Bd.  26,  abgedruckten  Artikel  habe  ich  das  Sachverbältniss  in  Be- 
siehnng  auf  die  rotirenden  Körper  aufzuklären  gesucht.  Einige  Schriften 
aber  die  Ablenkung  der  Spitzkugeln,  welche  mir  in  dieser  Zeit  zu  Gesiebt 
gekommen  sind,  belehren  mich  jedoch,  dass  man  sich  hierüber  an  vielen 
Orten  noch  sehr  im  Dunkeln  befindet.  Aus  diesem  Grunde,  und  da  der 
erwähnte  Artikel  in  Beziehung  auf  die  Grundeigenschaften  der  Erscheinung 
nicht  erschöpfend  ist,  sehe  ich  mich  veranlasst,  den  Gegenstand,  der  sowohl 
In  theoretischer,  wie  in  praktischer  Hinsicht  von  besonderer  Bedeutung  ist, 
hier  etwas  ausführlicher  zu  erörtern. 

Diese  Erörterung  erstreckt  sich  auf  ein  Gebiet  der  Mechanik,  welches 
einen  ganz  bestimmten  Charakter  trägt,  nämlich  auf  die  Concurrenz  von 
todten  Kräften  (welche  keine  Arbeit  verrichten)  mit  Arbeitsgrössen 
oder  lebendigen  Kräften.  Auf  den  ersten  Blick  erseheint  es  gewagt, 
▼oa  einer  Zusammen  Wirkung  oder  Zusammensetzung  todter  mit  lebendigen 
Kräften  zu  reden,  da  beide  ungleichartige  Dinge  sind.  Die  todte  Kraft 
ist  ein  ruhender  Druck,  die  lebendige  Kraft  oder  Arbeit  dagegen  ist  der 
£ffect,  welcher  durch  die  Wirkung  einer  Kraft  über  einen  gewissen 
Weg  entsteht,  welcher  also  nothwendig  Bewegung  voraussetzt  und  dem- 
zufolge durch  ein  Produkt  aus  einer  Kraft  in  einen  Weg  dargestellt  wird. 
Hiernach  erscheint  eine  todte  Kraft  etwa  wie  eine  Linie,  eine  Arbeit  da- 
gegen wie  eine  Fläche.  Wenngleich  nach  ihrer  Einheit  völlig  un- 
gleichartig, so  stehen  doch  Kraft  und  Arbeit  ebenso  wie  Linie  und  Fläche 
vermöge  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Letztere  aus  der  Ersteren  er- 
seugt,  auch  wieder  in  einer  gesetzlichen  Beziehung  zu  einander.  Da  näm- 
lich Arbeit  durch  die  Bewegung  von  Kraft  entsteht,  so  kann  Kraft  auch  als 
der  Nullpunkt  oder  Nullwerth  von  Arbeit,  wie  die  Linie  als  ein 
NuUwerth  der  Flächen,  nämlich  als  eine  Fläche  von  unendlich  gerin- 
ger Breite  angesehen  werden.  ^.^^^^^^^ by GoOglc 
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Todte  Kraft  trägt  hiernach  einen  doppelten  Charakter.  Einmal  bil. 
det  sie  eine  ganz  besondere,  von  Arbeit  ganz  verschiedene  Grössen- 
art;  andererseits  stellt  sie  eine  unendlich  kleine  Arbeit  dar,  vertritt 
also  das  Anfangsglied  der  Arbeitsgrössen.  Da  todte  Kraft  bei  der 
letzteren  Auffassung  als  ein  mit  den  Arbeitsgrössen  völlig  gleichartiger 
mechanischer  Effect  erscheint,  so  muss  dieselbe  auch  eine  Zusammen- 
setzung mit  Arbeitsgrössen  principiell  zulassen. 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  ein  Stoss,  welcher  in  un- 
endlich kleiner  Zeit  eine  endliche  Arbeit,  also  in  endlicher  Zeit  eine  unend- 
liche Arbeit  entwickelt,  nichts  Anderes  ist,  als  eine  unendlich  grosse 
Arbeitsgrösse,  welche  nur  unendlich  kleine  Zeit  thätig  ist.  Demnach 
verhält  sich  todte  Kraft  zu  Arbeit  ebenso  wie  Arbeit  zu  Stoss, 
und  es  ist  klar,  dass  auch  der  Stoss  als  eine  mit  Arbeit  gleichartige  Grösse 
aufgefasst  und  mit  Arbeitsgrössen  zusammengesetzt  werden  kann. 

Diese  Zusammenwirkung  todter  Kräfte  mit  lebendigen  Kräften 
erzeugt  ebenso  eigenthümliche  Erscheinungen,  wie  die  Zusammenwirkung 
von  Stössen  mit  lebendigen  Kräften.  Die  letzteren  Erseheinnngeti 
sind  schon  besser  studirt  als  die  ersteren;  wir  werden  daher  besonders  die- 
sen unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden. 


Centrifagalkraft. 

2.  Das  Wesen  der  Centrifagalkraft.  Die  Centrifugalkraft  oder 
Fliehkraft,  worunter  wir  die  in  der  Richtung  des  Krümmungsradius  wir- 
kende Kraft,  welche  auch  wohl  Centripetalkraft  genannt  wird,  nicht  aber 
die  Tangentialkraft,  welche  Letztere  bei  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit des  rotirenden  Körpers  überhaupt  nicht  existirt,  verstehen,  wird 
gewöhnlich  folgendermaassen  nachgewiesen. 

Wenn  sich  ein  Körper  vom  Gewichte  m  vom  Punkte 
A  aus  (Fig.  1)  mit  der  Geschwindigkeit  v  in  dem  Kreise 
AE  vom  Radius  r  fortbewegt,  so  würde  derselbe,  wenn  er 
nicht  durch  den  Druck  der  starren  Cnrve  AE  oder  eines 
in  C  befestigten  Fadens  zu  der  Kreisbahn  genöthigt  wäre, 
sich  in  einer  gegebenen  Zeit  längs  der  Tangente  von  A 
Fig.  1.  nach  B  bewegen.  Vermöge  der  auf  ihn  wirkenden  Centri- 

fugalkraft /*  weicht  der  Körper  von  der  geraden  Linie 
ab:  Bald  wird  gesagt,  die  Abweichung  liege  in  der  von  B  nach  dem 
Krümmungsmittelpunkte  C  gezogenen  Linie  BC^  welche  mit  AB  einen 
spitzen  Winkel  ABC  bildet,  der  Körper  komme  also  nach  E\  bald 
heisst  es,  die  Abweichung  erfolge  normal  zu  AB^  der  Körper  ge- 
lange also  nach  F.  Beide  Annahmen  führen  zwar  bei  unendlicher  Verklei- 
nerung des  Weges  AB  zu  demselben  Resultate,  sie  stellen  jedoch  iii  mathe- 
matischem Sinne  die  Sache  nicht  genau  dar;  denn  im  ersteren  Falle  würde 
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äE<  ab  sein,  die  Gescbwindigkeit  des  Körpers  würde  sich  also  vermin- 
dern; im  letzteren  Falle  dagegen  würde  AF>AB  sein,  seine  Geschwindig- 
keit würde  sich  also  vermehren,  was  Beides  nicht  der  Fall  ist.     Sachge- 
mMsser  ist  es,  indem  man  vom  Polygone  zur  Curve 
übergeht,  nach  Fig.  2  vorzustellen,  dass,  wenn  der  jm       B 

Körper  in  der  Seite  Ä  A  bei  A  anlangt,    er   ohne  -4^ 

fremden  Einfluss  sich  in  der  Bichtung  Ä AB  nach       X 
B  um  das  Stück  AC^=^Ä A  bewegen  würde.     Da 
er  nun  genöthigt  wird,  sich  in  der  Seite  ^^nach 
E  zu  bewegen,   so  weicht  er  von  B  nach  E  in  der  Fig.  2. 

Richtung  BE  ab.  Diese  Richtung  BE  steht  nor- 
mal auf  der  Halbirungslinie  AG  des  Winkels  B  AE^  ist  also  parallel  der  von 
A  nach  dem  Mittelpunkte  des  Polygons  gezogenen  Linie  AC»  Jetzt  ist 
BAE  ein  gleichschenkliges  Dreieck  oder  AE^=^  AB  und  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  ftndert  sich  nicht.  Diese  Constanz  der  Ge- 
schwindigkeit oder  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  entspringt  daraus, 
dass  die  Centrifugalkraft  unter  einem  wenig  spitzen  Winkel  ABE  gegen 
die  Bewegungsrichtung  wirkt  und  demgemäss  von  der  lebendigen  Kraft  des 
Körpers  gerade  so  viel  vernichtet,  als  sie  durch  ihre  eigene  Wirkung  längs 
des  Weges  BE  erzeugt. 

Bei  genügsamer  Verkleinerung  des  Weges  AB  kommen  alle  drei  Con- 
strnctionen  auf  Eins  heraus  und  der  Werth  der  Centrifugalkraft/*  bestimmt 
sich  durch  dieselbe  Rechnung.  Ist  nämlich  u  die  Geschwindigkeit,  welche 
der  Körper  durch  die  Wirkung  dieser  Kraft  längs  der  Linie  ^^  in  dem 
Angenblicke  erlangt,  wo  er  von  B  in  dem  Punkte  E  ankommt,  und  bezeich- 
net man  die  Länge  AB  mit  a  und  die  Lange  BE  mit  6,  auch  die  Geschwin- 
digkeit, welche  die  Schwere  in  der  Zeiteinheit  ertheilt,  mit  ^,  so  ist  die  Ar- 
beit der  Centrifugalkraft  auf  dem  Wege  BE 

bf=i  —  tr,     also  a=  --  -- . 
^g  ^g  b 

Ist  t  die  Zeit,   während  welcher  der  Körper  von  A  bis  E  gelangt,  während 

welcher  derselbe   also  bei  geradliniger  Bewegung  von  A  nach  B  gelangen 

würde   und   während  welcher  die  Centrifugalkraft  f  durch  den  Weg  BE 

u  b 

wirkt,  so  hat  man^ß  =  a  =  v./,  BE  =zb  =  —J,  also  w  =  2r— .  Daend- 
'  '  2  a 

a« 
lieh  6  :  a  =  a  :  2r,   also  —  =  2r  ist,  so  ergiebt  sich 

w      V* 

Durch  diese  Ableitung  finden   wir  den  Werth  der  Centrifugalkraft  /".     Die 
Arbeit  bf,   welche   diese  Kraft  in   der. Zeit  t  verrichtet,   ist,   weil  man 

6=-=^  hat  bfz^^-t* 

2r         2r       *'  '  2g    t*     '  DigitizedbyGoOglC 

Zeiuehrin  f.  MatheniAÜk  a.  Phytiik.  XI,  2.  7 
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Diese  ganze  Rechnung  bat  nur  Giltigkeit  für  einen  unendlich  kleinen 
Zeitraum,  also  nur,  indem  man  dl  für  l  setzt.  Der  Werth  f  der  Centri- 
fugalkraft  ist  hiervon  ganz  unahhängig,  die  Arbeit  aber,  welche  diese 
Kraft  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  verrichtet,  also  das  Element  die- 
ser Arbeit,  wird,  wenn  man  die  Arbeit  mit  2/ bezeichnet, 

dü='!L^di\ 

Hg  r* 
Für  eine  endliche  Zeit  7*  ergiebt  sich  für  diese  Arbeit  der  Werth 

T  T 

p  ^g  r  J  2g  r*       J  'ig  r' 

Die  A  r b e i t  der  Centrifugalkraft  ist  hiernach  selbst  in  endlich  er  Zeit,  da 
sie  als  das  Product  einer  endlichen  Grösse  in  das  Zeitelemeut  dl  erscheint, 
unendlich  klein.  Da  alle  diese  Formeln  erst  dann  volle  Giltigkeit  er- 
langen, wenn  das  Zeitelement  dl  =  0  wird,  so  folgt  sogar  ganz  unzweifel- 
haft, dass  die  Arbeit  der  Centrifugalkraft  in  jeder  Zeit  voll- 
kommen null  ist,  oder  dass  diese  Kraft  überhaupt  keine  Ar- 
beit verrichtet. 

Wir  sehen  also,  die  Centrifugalkraft  beeinflusst  den  sich  bewegenden 
Körper,  ohne  Arbeit  zu  verrichten;  sie  manifestirt  nur  eine  Tendenz 
zur  Arbeit,  sie  erscheint  einerseits  als  todte  Kraft  und  andererseits  in 
ihrer  Verbindung  mit  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  als  eine  unend- 
lich kleine  lebendige  Kraft. 

Dass  man  die  Gesetze  einer  Kraft,  welche  effectiv  keine  Arbeit  ver- 
richtet, doch  aus  einer  Darstellung  ableitet,  in  welcher  die  Verrichtung  von 
Arbeit  den  nothwendigen  Ausgangspunkt  bildet,  mag  auf  den  ersten  Blick 
befremden,  erläutert  sich  aber  ebenso  wie  so  viele  Gesetze,  welche  man  ver- 
mittelst der  Differentialrechnung  aus  der  Vergleichung  unendlich  kleiner 
Grössen,  nämlich  aus  der  Betrachtung  der  Erscheinung  in  ihrer  stetigen 
Entwicklung  vollkommen  sicher  findet.  Die  Arbeit  der  Centrifugal- 
kraft in  unendlich  kleiner  Zeit  dl  ist  nicht  eine  unendlich  kleine  Grösse 
erster  Ordnung,  sondern  eine  solche  zweiter  Ordnung,  also  immer  un- 
endlich viel  mal  kleiner,  als  ein  Product  in  dl.  Diese  Eigenschaft  hat  zur 
Folge,  dass  die  Centrifugalkraft  nur  als  todte  Kraft  mit  der  Tendenz 
zur  Arbeit  besteht,  also  gar  keine  wirkliche  Arbeit  hervorbringt,  da^s 
aber  dessen  ungeachtet  diese  Tendenz  zur  Arbeit  oder  der  Werth  der 
Centrifugalkraft  als  todte  Kraft  aus  den  Gesetzen  der  Bewegung  in  un- 
endlich kleinen  Zeiträumen  abstrahirt  werden  kann. 

Was  dieBichtnng  der  Centrifugalkraft  gegen  die  Bewegnngs- 
richtung  des  rotirenden  Körpers  betrifft,  so  kann  man,  da  eine  wirkliche 
Arbeit,  also  eine  Bewegung  des  Angriffspunktes  dieser  Kraft  parallel 
zu  ihrer  Wirkungsrichtung  durchaus  nicht  vorkommt,  nur  sagen,  die 
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Centnfngalkraft  stehe  im  mathematischen  Sinne  normal  auf  der  Be- 
wegnngsrichtung  des  davon  afficirten  Körpers. 

Worin  besteht  nun  die  Wirkung  der  Centrifugalkraft?  Lediglich  in 
der  Ablenkung  des  in  tangentialer  Richtung  fortstrebenden  Körpers  von 
seiner  Bahn,  ohne  irgend  eine  Aenderung  seiner  Geschwindigkeit  oder  sei- 
ner lebendigen  Kraft. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass,  um  einen  mit  der  Geschwindigkeit  v  sich  • 
bewegenden  Körper  aus  seiner  Richtung  abzulenken,  Kraft  erforderlich 
ist,  und  dass  diese  Kraft  normal  zur  Bewegungsrichtung  des  Körpers 
wirken  muss,  also  die  bekannte  Centrifugalkraft  /"ist. 

'Während  man  nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  die  Centrifugal- 
kraft/"als  Ergebniss  der  Kreisbewegung  entstehen  sieht,  erscheint  uns 
jetzt  die  Kreisbewegung  als  das  Ergebniss  der  Einwirkung  der  normal 
auf  die  Bahn  eines  Körpers  wirkenden  Kraft  f. 

Bezeichnet  man  in  Fig.  3  den  Winkel  DBD' 
==  ACÄ^  um  welchen  der  Körper^  in  der  Zeit  t  von 
seiner  ursprünglichen  Richtung  abgelenkt  wird ,  mit 
a,  so  ist -<^ -4'==  i;/  =  ar.  Hieraus  ergiebt  sich,  da 
nach  der  Formel  für  f 

m     r* 

'•=7-7  • 

•st, 

r        w     V 
und  die  Ablenkung  in  der  Zeiteinheit  beträgt 

Ofl  =  —  .  — . 
W       V 

Die  Ablenkung  a,  welche  ein  Körper  durch  die  normal  zu  seiner  Bahn  wir- 
kende Kraft /" erleidet,  steht  also  mit  dieser  Kraft /*in  directem,  mit 
der  Geschwindigkeit»  in  indirectem  und  mit  der  Zeit  t  der 
Einwirkung  in'directem  Verhältnisse.     Der  Körper  beschreibt  da- 

IV    v^ 
bei  eine  Kreislinie  vom  Radius -:•     Hieraus  folgt,  dass,  wenn  auf  einen 

Korper  von  gegebener  Geschwindigkeit  v  die 
halbe  Kraft  doppelt  so  lange;  oder  die  dop- 
pelte Kraft  halb  so  lange  wirkt,  er  dieselbe 
Ablenkung  erleidet  (ohne  jedoch  dieselbe 
Kreislinie  zu  durchlaufen).  Es  entspricht 
dies  dem  Uebergange  aus  der  Richtung  A  B 
in  die  Richtung  B  A  durch  irgend  einen  der 
an  beiden  Linien  tangenten  Kreisbögen  A^  *'»g-  !• 

oder  A^A{  oder  A^A^  (E;ig,  4).  DigitizedbyGoOglc 


Fig.  3. 
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Ist  die  Zeit/,  während  welcher  die  Kraft /"  wirkt,  unendlich  klein  =(//, 
so  ist  auch  der  Ablenkungswinkel  unendlich  klein  =  da  and  man  hat 

w    V 
Ist  nun  die  Kr^ft  f  mit  der  Zeit  t  variabel,  so   wird  die  Ablenkung  in 
Her  Zeit  / 


fdt. 

Der  Körper  beschreibt  alsdann  eine  Curve,  dessen  Krümmungs- 
halbmesser in  dem  Augenblicke,  wo  die  normal  auf  der  Bahn  wir- 
kende Ablenkungskraft  den  Werth  /  hat,  durch 

w    V* 

dargestellt  ist. 

Um  den  Körper  in  der  Zeit  t  um  den  Winkel  a  von  seiner  Bewegungs- 
richtung abzulenken ,  ist  nach  Vorstehendem  eine  normal  zu  dieser  Be- 
wegungsrichtuug  wirkende  Kraft /"  von  dem  Betrage 

TV     V 

erforderlich.     Um  also  in  unendlich   kleiner  Zeit  di  die   unendlich  kleine 
Ablenkung  da  zu  erzeugen,  bedarf  es  der  Kraft 

^       to      da 

Setzt  man ,  wie  vorhin ,  die  Ablenkung  pro  Zeiteinheit  =  »i ,  so  dasa 
a  =  a^/  und  da  =  oi  di  ist,  so  ergiebt  sich  der  beachtenswerthe  Ausdruck 

Derselbe  lehrt  die  Normalkraft  f  kennen,  welche  fähig 
ist,  den  Körper  vom  Gewichte  wund  von  der  Geschwindigkeit 
V  in  jeder  Zeiteinheit  um  dieWinkelgrösse  oj  aus  seiner  Bahn- 
richtung  abzulenken. 

Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  ein  Körper  von  einer  constanten 
Fortschrittskraft /*'  und  zugleich  von  einer  normal  gegen  seine  Be* 
wegungsrichtuug  wirkenden  constanten  Centrifugalkraft  /  getrieben 
wird,  er  gleichzeitig  beschleunigt  und  abgelenkt  wird,  und  zwar  der- 
gestalt,  dass  er  eine  logarithmische  Spirale  beschreibt.     Denn  ver- 

möge  der  constanten  Fortschrittskraft  f  ist  seine  Geschwindigkeit  »=  —  / 

und  die  Länge   des  von  ihm  in   der  Zeit  /  zurückgelegten  Curvenbogens 

s  ==  —  t*  =  — Tf  v^i  so  dass  man  auch  r*  = s  hat.     Da  nun  nach  Obi- 

2w  2g  f  fv 

gern  der  Krümmungshalbmesser  r  den  Werth  —v*  besitzt,  so  besteht 
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swischen  diesem  KrttmoiangshalbmesBer  und  dem  Carvenbogen  die  interes- 
sante Beziehung 

Diese  Beziehung  entspricht  einer  logarithmischen  Spirale 

2A9 


Q  =  -^e  ^ 


f 

3.  Imaginäre  Arbeit  Man  kann  die  Thatigkeit,  welche  eine  Kraft  f 
entwickelt,  indem  sie  auf  einen  normal  zu  ihrerBichtung  sich  be- 
wegen den  Punkt  wirkt,  die  imaginäre  Arbeit  dieser  Kraft  nennen, 
wogegen  die  Thatigkeit,  welche  eine  Kraft  entwickelt,  indem  sich  ihr  An- 
griffspankt  in  ihrer  Richtung  bewegt,  eine  reelle  Arbeit  ist. 

Nimmt  man  als  Maass  der  imaginären  Arbeit  das  Product  aus  f  yi  den 
Weg,  welchen  ihr  Angriffspunkt  normal  zu  ihrer  Richtung  beschreibt,  und 
bezeichnet  diese  Arbeit  mit  /,  so  hat  man  bei  constanter  Kraft  /*,  wenn  a 
der  Weg  des  Angriffspunktes  ist,  l^=s.af^=^vif  und  bei  variabler  Kraft 
l=zv  ffdL  In  beiden  Fällen  ist  die  Ablenkung  a,  welche  durch  die  ima- 
ginäre Arbeit  /  hervorgebracht  wird, 

9      I 
a  =  —  .  -=. 

fV       V* 

Die  lebendige  Kraft  des  mit  der  Geschwindigkeit  v  sich  bewegenden 
Korpers  ist ;  bezeichnet  man  dieselbe  mit  Z,  so  ergiebt  sich 

1 

Der  Ablenkungswinkel  stellt  also  das  Yerhältniss  der 
imaginären  Arbeit  der  Centrifugalkraft  zu  der  lebendigen 
Kraft  des  bewegten  Körpers  dar,  oder  es  verhält  sich  in 
Fig.  3  der  Radius  CA  der  Kreisbahn  zu  dem  Bogen  AÄ  ^  welchen  der  Kör- 
per A  in  einer  gewissen  Zeit  durchläuft,  wie  die  lebendige  Kraft  L  des  Kör- 
pers zu  der  in  dieser  Zeit  entwickelten  imaginären  Arbeit 
der  auf  den  Körper  angebrachten  Kraft. 

Für  eine  unendlich  kleine  Ablenkung  kann  man 
a=rfait^a,  also  l=sLtanga  setzen.  Es  verhält  sich 
alsdann  in  Fig.  b  AB  zu  AC  wie  1  zu  L, 

Macht  man  jetzt  BP  normal  auf  CB^  so  verhält  sich 

auch 

DA:AB  =  ABiAC:==iI:L. 

Misst  man  also  in  der  Bewegungsrichtung  A  B  des  Körpers  eine  Länge 
AB  ab,  welche  dessen  lebendige  Kraft  Z  darstellt  und  nimmt  normal  darauf 
AD  gleich  einer  unendlich  kleinen  imaginären  Arbeit  der  Centri- 
fugalkraft, so  erscheint  die  wirkliche  B'ewegnng,  welche  der 
Körper  durch  die  Einwirkung  jener  imaginären  Ar l^Uai^Tp 
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nimmt^  in  der  Hieb tnng/>^  oder  in  der  Richtung  der  Tangente 
an  Ä  als  die  Resultante  der  Zusammensetzung  der  .beiden 
recbtwinkligen  Kräfte  /und  L. 

Wird  der  Körper  A  ausser  von  Centrifugalkräfteu  /",  d.  b.  von  Kräften, 
welcbe  normal  zu  seiner  Babn  wirken,  von  anderen  angegriflfen,  welche 
parallel  zu  seiner  Babn  wirken,  also  reelle  Arbeit  verrichten,  so  wird  die 
Geschwindigkeit  v  variabel.  Die  obige  Grundbeziehnng  zwischen  t^,  /*und 
r  bleibt  alsdann  bestehen,  die  Ablenkung  wird 


wj    V 


die  imaginäre  Arbeit  der  Centrifugalkraft  oder  überhaupt  aller  normal  zur 
Bahn  wirkenden  Kräfte  wird 

J  =  fvfdt, 
und  die   einfache  Beziehung  zwischen  a,  /  und  der  lebendigen  Kraft  L  des 
Körpers  kann  wegen  der  Veiänderlichkeit  von  L  nicht  mehr  stattfinden. 

Wenn  der  Körper \i  ein  System  von  materiellen  Punkten,  also 
ein  ausgedehnter  Körper  ist,  aufweichen  keine  reelle  Arbeit  entwickelt 
wird,  dessen  lebendige  Kraft  also  keine  Aendernng  erleidet,  so  werden  seine 
verschiedenen  Punkte  im  Allgemeinen  verschiedene  Geschwindig- 
keiten haben,  und  man  kann  die  Bewegung  desselben  in  jedem  Augen- 
blicke als  einen  gleichförmigen  Fortschritt  seines  Schwerpunktes, 
combinirt  mit  einer  gleichförmigen  Drehung  um  diesen  Schwer- 
punkt ansehen.  Beschreibt  nun  der  Schwerpunkt  eine  krummlinige  Babn, 
so  bestehen  zwischen  der  Krümmung  dieser  Curve  oder  der  Ablenkung 
der  Schwerpunktsbewegung  und  der  nach  dem  Krttmmungsmittel- 
pnnkte  dieser  Curve  wirkenden  Gesammtcentrifugalkraft  die  vor- 
stehenden gesetzlichen  Beziehungen,  wobei  w  das  Gesammtgewicht  dos 
Körpers  und  v  seine  Schwerpunktsgeschwindigkeit  vertritt.  Für  die  Dre- 
hung um  den  Schwerpunkt  gelten  in  Beziehung  zu  den  einzelnen 
materiellen  Punkten  des  Körpers  und  deren  Umlaufsgeschwindigkeiten 
um  den  Schwerpunkt,  sowie  hinsichtlich  der  Centrifugalkräfte,  welche  auf 
jeden  dieser  Punkte  in  der  Richtung  nach  dem  Schwerpunkte  wirken,  eben- 
falls die  obigen  Gesetze.  Hierdurch  wird  die  Centrifugalkraft 
für  jeden  materiellen  Punkt  des  Körpers  in  zwei  Kräfte  zer- 
legt, von  welchen  die  eine  gegen  den  Mitte  Ip  unkt  derSchwer- 
punktsbewegung  und  die  andere  gegen  den  Schwerpunkt  ge- 
richtet ist  Offenbar  müssen  die  ersteren  Kräfte  mit  der  vom 
Mittelpunkte  der  Schwerpunktsbewegung  ausgehenden  Kraft 
und  die  letzteren  Kräfte  müssen  unter  sich  im  Gleichge- 
wichte sein.  Die  Bedingung  dieses  Gleichgewichts  führt  also  zur  Kennt- 
niss  der  Spannungen,  weiche  zwischen  dem  Gesammtkörper  und  dem  Mit- 
telpunkte seiner  Schwerpunktsbewegung  herrschen ,  sowi^zuil  Kenntniss 
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der  inneren  Spannungen  zwischen  den  materiellen  Punkten  des  Körpers 
selbst.  . 

Ansserdem  kann  man  aber  auch  die  absolute  Bewegung  jedes  ma- 
teriellen Punktes  mit  einem  Male  betrachten  und  nach  der  Krümmung 
der  Bahn  und  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  betreffenden  Punktes  die 
Grösse  and  Bichtung  der  Centrifugalkraft  ermitteln,  welclie  auf  diesen  Punkt 
wirkt. 

Jetzt  muss  aber  die  Yeränderliclikeit,  welche  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit V  dieses  Punktes  (in  Folge  der  entstehenden  inneren 
Spannungen)  möglicherweise  besitzen  kann,  gehörig  berücksichtigt  wer- 
den, um  daraus  die  in  der  Bichtung  der  Bahn  dieses  Punktes  wirksamen 
Kräfte,  welche  reelle  Arbeit  verrichten  und  jene  Veränderlichkeit  herbei - 
fahren,  zu  bestimmen.  Alle  diese  Kräfte  zusammengenommen  müssen  mit 
der  von  aussen  auf  den  Körper  angebrachten  (dnrch  den  Mittelpunkt  der 
Schwerpunktsbahn  wirkenden)  Centrifugalkraft  im  Gleichgewichte  sein.  Da 
aber  die  Kräfte,  welche  reelle  Arbeit  verrichten  oder  parallel  zu  den 
Bahnen  der  einzelnen  Punkte  wirken,  für  sich  im  Gleich  gewichte  sind, 
indem  vorausgeset«t  ist,  dass  die  gesammte  lebendige  Kraft  des  Kör- 
pers constant  bleibt,  also  partielle  Vermehrungen  durch  partielle  Vermin - 
demngen  ausgeglichen  werden,  so  folgt,  dass  auch  die  Centrifugal- 
kräfte,  welche  nach  Maassgabe  der  absoluten  Bewegung  der  einzel- 
nen Punkte  imaginäre  Arbeit  verrichten,  für  sich  (einschliesslich  der  von 
dem  festen  Mittelpunkte  der  Schwerpunktsbewegung  oder  von  einer  starren 
Schwerpunkts  bahn  ausgehenden  Kraft)  im  Gleichgewichte  sein 
müssen. 

Die  Formulimng  der  hieraus  sich  ergebenden  Beziehungen  überlasse 
ich  dem  Leser,  da  es  mir  gegenwärtig  mehr  um  eine  anschauliche  quali- 
tative, als  um  eine  vollständige  quantitative  Analyse  der  betreffenden 
Grundgesetze  zu  thun  ist. 

Das  Wesentliche  bei  diesen  Erscheinungen  ist,  dass  die  erwähnten 
Centrifugalkräfte  keine  reelle,  sondern  nur  imaginäre  Arbeit  verrich- 
ten, and  demzufolge  weder  die  Gesammtgeschwindigkoit  des  Körpers,  noch 
die  Geschwindigkeiten  seiner  einzelnenPunkte  ändern,  viel- 
mehr lediglich  Ablenkungen  dieser  Punkte  aus  ihren  Bahnrich. 
tun  gen  bewirken,  dass  also  die  etwaigen  Aenderungen,  welche  die  Ge- 
schwindigkeiten der  einzelnen  Punkte  des  Körpers  erleiden,  auf  der  reel- 
len Arbeit  der  inneren  Spannungen  beruhen.  Hieraus  ergiebt  sich, 
dass,  wenn  die  Verbindung  der  materiellen  Punkte  unter  sich  zu  einem 
Körper  und  mit  äusseren  festen  Punkten  oder  Linien  zu  einem  Körpersy- 
stem von  der  Art  ist,  dass  die  Bänder  des  Systems  keine  Spannungen  paral« 
lel  zur  Bahn  der  einzelnen  Punkte  vermitteln  können,  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit jedes  materiellen  Punktes  nothwendig  con- 
stant bleiben  muss,  so  dass  alsdann  nur  Centrifugalkräfte  mit  imaginä-  ^ 

üigitized  by  >  A^ 
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ren  Arbeiten  auftreten  können.     Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  Erklärung 
einiger  hauptsächlichen  Erscheinungen. 

Angenommen,  der  Körper  DE^  welcher  ans  zwei  gleich  schweren,  durch 
eine  massenlose   Stange    verbundenen   materiellen  Punkten   /),  E  besteht 

(Fig  6),  werde  mit  der  Geschwindigkeit 
V  in  der  Eichtung  ÄA^^  geworfen,  und  von 
A^  an  werde  sein  Schwerpunkt  ^,  ge- 
zwungen, die  Kreislinie  ^j^t^,  zu  durch- 
laufen, was  entweder  durch  den  Wi- 
derstand einer  festen  Leitbahn  Ä^A^A^ 
oder  durch  die  Spannung  eines  in  C  be- 
festigten Fadens  CAx  geschehen  kann. 
Beim  Eintritte  des  Punktes  A  in  die 
Kreislinie  strebt  jede  der  beiden  Massen 
D  und  E  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
V  vorwärts,  und  da  der  Innehaltung  dieser  Geschwindigkeit  kein  Hinderniss 
entgegensteht,  so  wird  jede  Masse  einen  gleich  grossen  Kreis  2>,  D^D^  und 
£|£^^3resp.  nm  den  Mittelpunkt  i^  und  C  beschreiben.  Die  Centrifugal- 
kraft,  welche  auf  Z>,  wirkt,  ist  alsdann  der  auf  £*,  wirkenden  der  Grösse  und 
Richtung  nach  gleich ;  beide  werden  also  durch  den  im  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkte  A^  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkenden  Widerstand  der 
Leitbahu  oder  des  Fadens  CA^  im  Gleichgewichte  erhalten.  Der  Körper 
Z>A^  rückt  also  auch  in  der  Kreisbahn  parallel  mit  sich  selbst 
und  mit  unveränderter  Geschwindigkeit  aller  seiner  Theile 
fort  und  würde,  wenn  er  bei  A^  von  diesem  Zwange  befreit 
würde,  ebenfalls  parallel,  also  ohne  Umdrehung  um  seinen 
Schwerpunkt,  in  der  Richtung  A^A^  davon  eilen. 

Damit  der  vorstehende,  in  seinem 
Schwerpunkte  gefesselte  Körper  eine 
Kreisbahn  nach  Fig.  7  dergestalt  durch- 
laufe, dass  er  sich  stets  nach  dem  Centrum 
C  kehrt,  muss  schon  beim  Eintritte  in  die 
Kreisbahn  die  obere  Masse  D^  eine  dem 
Verhältnisse  von  C2>,  zu  CE^  entspre- 
chende grössere  Geschwindigkeit  als  die 
untere  Masse  E^  haben.  In  diesem  Falle 
setzen  beide  Massen  ihre  Bewegung  in 
den  concentrischeu  Kreisbahnen  von  ver- 
schiedenen Radien  C2>,  und  CE^  fort.  Sie  erzeugen  hierbei  aller- 
dings verschiedene  Centrifngalkräfte ;  da  jedoch  diese  Kräfte  />ti  ^t  in>- 
mer  nach  demselben  Centrum  C  gerichtet  sind,  so  werden  sie  durch  den  im 
Schwerpunkte  A^  wirkenden  Widerstand  im  Gleichgewichte  erhalten.  Ver- 
liesse  dieser  Körper  die  Kreisbahn  bei  ^.,  so  würde  zwar  sehr  Schwerpunkt 

^  üigitizedby  VjO. 
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in  gerader  Linie  A^A^  davon  eilen,  der  Körper  würde  sicli  aber  um 
diese.n  Schwerpunkt  gleichförmig  d  rehen  und  hierdurch  bewirken, 
dafls  jede  seiner  Massen  fortwährend  die  nämliche  absolute  Geschwindig- 
keit beibehielte.  £s  ist  klar,  dass,  um  den  letzteren  Bewegungszustand  in 
der  Kreisbahn  zu  erzeugen,  der  Körper />^  entweder  als  ein  um  sich 
selbst  rotirender  boi  Aj^  ankommen  oder  vermittelst  einer  schon  bei  C 
beginnenden  steifen  Stange  (7i>i,  an  welcher  2>i  und  E^  befestigt  sind,  in 
Rotation  um  den  Punkt  C  versetzt  sein  muss. 

4.  Zuiammengeietzte  Centrifagalkraft.  Betrachten 
wir  jetzt  einen  Fall  zusammengesetzter  Centrifu- 
gal  kraft.  Der  Körper  A  (Fig.  8)  sei  vermittelst  der  bei- 
den Fäden  BA  und  2>^  an  die  beiden  festen  Funkte  B  und 
2>  gebeftet  und  schwinge  in  dem  Kreise,  dessen  Kadius  CA=^r 
ist,  mit  der  Tangentialgeschwindigkeit  v  um  die  Axe  BD. 

Die  Centrifngalkraft  f= ,  welche  in  der  Richtung  des 

g    r 

Radius  ^(7  wirksam  ist,  bildet  die  Resultante  ^F  zweier 
Componenten  AG  und  AB^  welche  in  dßn  Linien  AB  und  AD  liegen.  Setzt 
man  ABz=say  ADz=zb^  Winkel  irf-ffC  =  «  undi  ADC  =  ß^  so  werden  die 
beiden  Componenten  AG  und  AH^  wenn  man  dieselben  resp.  mit  f  und  f" 
bezeichnet, 

cosß     w  f^  cosß 

g  a  '  sinasin(^a+ßy 

tu  »•  cosa 


Fig.  8. 


r  =f 


8in{a+ß)' 
cosa 


sin{tt+ß)       g   b     sinßsin  {a+ß)' 
Diese  beiden  Kräfte  f  und  f"  erscheinen  also  als  Theile  zweier  Centrifugal- 


—  -r- ,   welche  entstehen  würden, 
g  b 


tu    17* 

kräfte und 

g  ö 
wenn  der  Körper  mit  seiner  Fluggeschwindigkeit 
resp.  einen  Kreis  vom  Radius  BA=ia  und  DA=ib 
durchliefe.  Diese  Theile  sind  von  den  Winkeln 
a  und  ß  abhängig  und  sie  werden  der  Einheit  gleich, 
wenn  der  Winkel  BAD,  also  auch  a  +  ß,  ein 
rechter  wird. 

DievorstehewdeBetrachtung  liefert  den  Schlüs- 
sel zu  einigen  interessanten  Erscheinungen.  An- 
genommen, in  Fig.  0  rotire  der  gewichtslose  Körper 
E  von  der  Masse  m  um  die  Axe  D^  in  dem  Kreise 
vom  Radius  DE:=b  mit  der  Geschwindigkeit  v 
vermittelst  des  in  D  befestigten  Fadens  DE*^  es 
werde  auf  diesem  Körper  eine  Kraft  IE  =  f'  an- 
gebracht, welcbe  stets  normal  gegen  den  Fad<m  DE  und  gegen  die  Bahn 
des  Körpers  wirkt;  welche  Bewegung  wird  dieser  Körper  annehmSir^^^Tp 


Fig.  9. 
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Derselbe  wird  aufsteigen  und  mit  der  Geschwindigkeit  v  in  einem 
Kreise  AL  vom  Radius  CA  =  r  tim  die  Axe  />  i&  rotiren.  Der  Kadius  dieses 
Kreises  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass,  wenn  AG  in  der  Ebene 
DAB  normal  auf  DA  gezogen  und  gleich  f'  gemacht,  femer  AH's^f"  ge- 
macht wird,   die  Diagonale  AF  des  über  AQ  und  AH  entworfenen  Recht- 

eckes  gleich  f^=^m—  wird  und  normal   auf  der  Axe  DB  steht.     Da  jetzt 

a  +  /^=W^i   Also  sina^=cosß  ist,  so  mass  man  haben,   wenn  BA  =  a  ge- 
setzt wird, 

Dies  giebt  a  =  —p-  und 


mv^  ab 


j/r 


Der  Faden  DE  durchläuft  also  unter  der  Einwirkung  der  Centrifngalkraft 
f"  und  der  Kraft  f^  welche  beide  nur  imaginäre  Arbeit  verrichten,  die 
Kegelfläche2>/^Z,  und  man  erkennt,  dass  die  Rotationsebene  EM 
des  Körpers  J^,  welcher  ohne  den  Einfluss  der  Kraft  f  den 
Kreis  jE^iXf  durchlaufen  würde,  durch  die  auf  dieser  Ebene  nor- 
mal stehende  Kraft /'  selbst  in  Rotation. um  die  Axe  Z>j9  ver- 
setzt wird,  nachdem  sie  in  die  Stellung  einer  Tangential- 
ebene an  der  Kegel fl Sehe />^X  aufgerichtet  worden  ist. 

Denken  wir  uns  den  Körper  E  der  Seh w'ere  unterworfen,  so  wird  das 
Gewicht  ONs=w  ihn  herabziehen  und  bewirken,  dass  er  in  dem  Kreiae 
NQ  vom  Radius  PN=r  um  die  verticale  Axe  DP  rotirt.  Der  letztere 
Kreis  bestimmt  sich,  wenn  man  DN^^a  und  Winkel  NDP=a  setzt,  durch 
die  Bedingung,  dass  die  Diagonale  NR^fdea  über  NS=f'  und  NT=f"=nf 
beschriebenen  Farallelogrammes  horizontal  stehe.  Man  hat  jetzt  /3=0  und 
demnach 

g  a     strra  iangu 

Hieraus  folgt  fz=.w  tanga  und 

In  letzterem  Fall  ist  es  also  die  Schwere,  welche  der  Rotations- 
ebene  des  schwingenden  Körpers  eine  Drehung  umdieverti- 
caleAxe  verleiht,  ohne  dabei  reelle  Arbeit  zu  verrichten  (ohne  also 
auch  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  zu  verändern). 

Wir    bemerken   noch,    dass,     sobald     in    Fig.    8     der     Faden    AD 

normal  auf  j5Z>  steht,  als  jS  =  90^  wird,  f'^=sO  und  /"  =  —  ^= ^wird, 

Digitized?y^O©g'ie 


DP=acosa  =  j/ a^  -|-  (  ^  )  _ 
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dass  also  dann  nur  der  Faden  CA^  nicht  aber  der  Faden  BA^  Spannnng 
erhält. 

Würde  der  Winkel  ß  stampf,  so  erhielte  man  für/*'  einen  negativen 
Werth,  d.  h.  der  Faden  BA  würde  alsdann  nicht  mehr  gespannt,  sondern 
comprimirt,  müsste  also  in  eine  steife  Stange  verwandelt  werden. 

Gyralkraft. 

5.  Der  Sehwnngring.  Im  Vorstehenden  haben  wir  die  Ablenkung 
eines  Körpers  ans  seiner  Fortsc hrittsrichtutig  durch  die  imagin&re 
Arbeit  einer  Kraft  betrachtet;  wir  gehen  jetzt  zu  der  wichtigeren  Unter- 
suchung der  Ablenkung  der  Drehungsaxe  eines  rotirendenKör- 
pars  über. 

Znvörderst  stellen    wir   uns   einen  Ring   ABF  jy 

(Fig.  10)  vom  Radius  r  vor,  welcher  mit  der  Geschwin-  ><\^^v^ 

digkeit  v  um   seinen  Mittelpunkt  C,  mit  welchem   er       X      \  i  /        \ 
in  keiner  materiellen  Verbindung  steht,  rotirt.     /  W  \ 

Einen  solchen  Ring  nennen  wir  kurz  einen  Schwung-I  C  I 

ring.    Das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Rin-     \  / 

ges  sei  w.     Jedes  Element  des  Umfanges  desselben,       \.  v^ 

wie  A  B,  wird  vermöge  der  Centrifugalkraft  in  der  Rieh-  ^ — 

tung  C2>  nach  aussen  getrieben ;  es  ist  aber  kein  ra- 
dialer Faden  vorhanden,  welcher  sich  dieser  Kraft  widersetzen  könnte;  die- 
selbe wird  mithin  lediglich  durch  die  Spannung  aufgehoben,  welche  sich 
zwischen  den  Elementen  des  Ringes  bei  ^^  und  ^  in  tangentia- 
ler Richtung  äussert.  Hiernach  liegt  die  Tendenz  vor,  den  Ring  zu  zer- 
reissen.  Diese  zwischen  den  Elementen  des  Schwungringes  sich  erzen- 
gende Spannung  f  ergiebt  sich,  wenn  man  die  auf  das  Stück  AB  wirkende 
Centrifugalkraft  mit /'und  den  sehr  kleinen  Winkel  ACB  mit  q>  bezeichnet, 
folgendermaassen. 

Das  Gewicht  des  Stückes  AB  ist  gorn;,  folglich  die  Centrifugalkraft 

/•=  ?- =  —  »*.     Diese  Centrifugalkraft  ist  die  Resultante  der  bei  A 

und  i?  tangential  wirkenden  Spannungen/^.  Demzufolge  hat  man  f=2f'sin  — 

und  wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  (p  wird  /*=  fpf\     Setzt  man  hierin 
für  f  den  vorhergehenden  Werth,  so  ergiebt  sich 

DieTangentialspannung,  welche  in  einem  Schwungringe 
die  Centrifugalkraft  ersetzt,  ist  hiernach  nur  von  der  Ge- 
schwindig keitv,  nicht  von  dem  Radius  r  des  Ringes  abhängig; 
ein  kleines  Schwungrad  wird  also  bei  gleiche^^|||^^¥(ichte  pro 
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Längeneinheit  des  Kranzes  und  bei  gleicher  Tangentialge- 
schwindigkeit  ebenso  leichtgesprengt,  wie  ein  grosses.. 

Diese  Tangentialspannang  ist  nach  ihrem  numerischen 
Werthe  gleich  der  in  der  Längeneinheit  des  Ringes  wohnen- 
den lebendigen  Kraft. 

Jedes  Element  eines  Schwungringes  wird  also  nicht 
durch  eine  radial  wirkende  Centrifugalkraft/*,  sondern  durch 
zwei  an  seinen  Enden  tangential  wirkende  Spannkräfte  /"' 
von  seiner  Bahn  abgelenkt.  Da  diese  Spannkräfte  in  der 
Richtung  der  Bewegung  ihrer  Angriffspunkte  wirken,  so  ver- 
richten sie  reelle  Arbeit;  allein  die  Arbeit  der  einen  ist  posi* 
tiv  und  die  der  andern  negativ;  beidehebensich  also  auf,  und 
die  reelle  Gesammtarbeit  beider  bleibt  null,  wie  bei  der 
Centrifugalkraft. 

Wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Schwungringes  =o  ist,  so 

erhält  man  für  die  Tangentialspannung  den  Ausdruck  /"==:  —  a'r',  so  dass 

also  diese  Spannung  bei  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  mit  dem  Quadrate 
des  Radius  wächst. 

6.    Lebendige  Fortsohrittskraft  und  lebendige  Drehnngikraft.    Ehe 

wir  weitergehen,  heben  wir  hervor,  dass  in  der  Mechanik  zwischen  Fort- 
schritts- und  Drehungsbewegung  unterschieden  wird.  Jede  dieser 
beiden  Bewegungsarten  führt  zu  eigenthümlichen  Erscheinungen  und  Ge- 
setzen ;  es  kann  in  vielfacher  Beziehung  nicht  die  eine  durch  die  andere  er- 
setzt, es  kann  nicht  die  eine  in  die  andere  verwandelt  werden,  ohne  beson- 
dere Nebenwirkungen  hervorzurufen ;  demzufolge  ist  die  Unterscheidung 
beider  in  der  Natur  der  Sache  wohl  begründet.  Bei  der  lebendig en 
Kraft  eines  Körpers  oder  der  in  ihm  angehäuften  Arbeit  wird  jedoch 
auf  die  Richtungen,  in  welchen  diese  Kraft  lebt,  keine  Rücksicht  ge- 
nommen; die  Summe  £mv*  für  alle  materiellen  Theilchen  von  der  Masse  m 
und  Geschwindigkeit  v  stellt  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  dar,  gleich- 
viel, ob  die  Geschwindigkeiten  v  gleiche  oder  verschiedene  Richtungen  ha- 
ben. Für  viele  Zwecke  ist  es  aber  ebenso  wichtig,  die  lebendige  Fort- 
schrittskraft von  der  lebendigen  Drehungskraft  zu  unterscheiden, 
da  Beide  besondere  Eigenschaften  haben  und  einander  im  Allgemeinen' 
nicht  ersetzen  können. 

Zerlegen  wir  also  die  Bewegung  jedes  Theilchens  eines  Körpers  in  die 
Fortschrittsbewegung  parallel  zur  Bewegung  seines  Schwerpunktes  und  in 
die  Drehungsbewegung  um  diesen  Schwerpunkt,  so  stellt  die  Summe  der  le- 
bendigen Kräfte,  welche  die  Theilchen  in  der  Fortschrittsbewegung  haben, 
die  lebendige  Fortschrittskraft  des  Körpers  dar,  wogegen  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte,  welche  die  Theilchen  in  der  Drehungsbewegung  ha- 
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ben,  die  lebendige  Drehungskraft  darstellt.     Die  Summe  Beider  ist 
die  gesammte  lebendige  Kraft  dey  Körpers. 

Die  wesentlichen  Unterschiede  zwischen  diesen  beiden  Arten   von  le- 
bendiger Kraft  gehen  aus  Folgendem   hervor.     Vermöge   der  lebendigen 
Fortschrittskraft  ist  der  Körper   fähig,   in  der  Fortschrittsrich- 
tung wiederum  lebendige  Fortschrittskraft  zu  erzeugen,  oderFort* 
Schrittsarbeit  zu  entwickeln,   sei   es  alluiälig,   sei  es  plötzlich  durch 
Stoas.     Wegen  der  häufigen  Ausnutzung  der  letzteren  Eigenschaft  kann 
man  die  lebendige  Fortschrittskraft  auch  Stosskraft  nennen.     Vermöge 
der  lebendigen  Drehungskraft  ist  der  Körper  fähig,  wiederum  lebendige 
Drehungskraft  oder  Drehungsarbeit  zu  entwickeln,  und   mit  Bücksicht  auf 
diese  gewöhnliche  Ausnutzung  der  lebendigen  Drehungskraft  der  Schwung- 
räder kann  man  diese  lebendige  Kraft   auch  Schwungkraft  nennen. 
Wenngleich  es  nun  wohl  möglich  ist,   die  lebendige  Fortschrittskraft  (z.  B. 
durch  schiefen  Stoss)   und   auch  die  lebendige  Drehungskraft  theilweise  in 
lebendige  Fortschrittskraft  und  theilweise   in   lebendige  Drehung(>kraft  zu 
verwandeln,     so    ist    es    doch   unmöglich,    die    lebendige   Fort- 
scbrittskraft  ausschliesslich  in  Drehungskraft,  oder   die  le- 
bendige Drehungskraft  ausschliesslich   in  Fortschrittskraft 
zu  verwandeln;   wohl  aber  ist  es  möglich,   vermittelst  der  le- 
bendigen  Fortschrittskraft    eines   Körpers  Ä  einem    andern 
Körper  ^  Fortschrittsbewegung  ohne  alle  Drehung  oder  ver- 
mittelst der  lebendigen  Drehnngskraft  ein  es  Körpers^  einem 
andern  Körper^Drehung  ohne  allen  Fortschritt  zu  er th eilen. 
Denn  wenn  sich  die  lebendige  Fortschrittskraft  des  Körpers  A  so  auf  den 
Körper  B  entladet,   dass   die  Resultante  nicht  durch  den  Schwerpunkt  des 
letzteren  geht,  so  zersplittert  sich  jene  Kraft  theils  in  Fortschritts-,   theils 
in  Drehkraft  (oder,  falls  die  Drehung  von  B  durch   feste  seitliche  Führun- 
gen unmöglich  gemacht  wäre,   wird   ein  Theil  der  lebendigen  Fortschritts- 
kraft vernichtet);   wenn  jedoch  die  Resultifnte  durch  den  Schwerpunkt 
von  B  geht,  empfängt  der  letztere  Körper  nur  Fortschritts-  und  keine  Dre- 
hungsbewegung, und  es  kann  jeder  Verlust  von  lebendiger  Kraft  verhütet 
werden.     Ebenso ,   wenn  sich  die  lebendige  Drehnngskraft  von  Ä  so  auf  B 
entladet,  dass  B  um  eine  andere,   als  eine   durch  seinen  Schwerpunkt  ge- 
hende Axe  gedreht  wird,  so  zersplittert  sich  jene  Kraft  theils  in  Drehungs-, 
theils  in  Fortschrittskraft  (oder,  falls  der  Schwerpunkt  von  B  befestigt  wäre, 
wird  ein  Theil  der  lebendigen  Kraft  von  A  vernichtet  und    der  Stütz- 
punkt von  B  empfängt  einen  todten  Druck);   wenn  jedoch   die  Entladung 
so  geleitet  wird ,   dass  B  um  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  Axe 
rotirt,  wird  darin  nflr  lebendige  Drehungskraft  erzeugt  und   es  kann  jeder 
Verlust  an  lebendiger  Kraft  und  jeder  Druck  auf  den  Schwerpunkt  ver- 
mieden werden. 

Diese  Besonderheit  der  Stosskraft  und   der  Sei 
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sieh  aach  noch  dahin  definiren,  dass  die  Erstere  lebendige  Kraft 
schlechthin,  die  Letztere  dagegen  ein  lebendiges  Kräftepaar  ist. 
Hierdurch  werden  also  durch  die  Schwungkraft  oder  die  lebendige  Dre- 
hungskraft die  schon  aus  der  Statik  bekannten  Eigenthtimlichkeiten  der 
Kräftepaare  auch  auf  die  Dynamik,  insbesondere  auf  die  Arbeits- 
effecte  übertragen,  und  man  wird  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  eine 
grosse  Zahl  complicirter  Bewegungserscheinungen  unter  einfache  und  über- 
sichtliche  Gesichtspunkte  zu  stellen. 

7.  Gyralkraft.  Zunächst  ist  sofort  klar ,  dass  in  ähnlicher  Weise, 
wie  sich  eine  einfache  Kraft  (die  Centrifugalkraft) ,  welche  keine  reelle, 
sondern  nur  imaginäre  Arbeit  verrichtet,  mit  der  lebendigen  Fort- 
schritts- oder  Stosskraft  eines  Körpers  combinirt,  um  denselben  aus 
seiner  Fortschrittsrichtung  abzuJenken,  ein  Kräftepaar,  wel- 
ches keine  reelle,  sondern  nur  imaginäre  Arbeit  verrichtet,  mit  der  le- 
bendigen Drehungs-  oder  Schwungkraft  eines  Körpers  combiniren 
wird,  um  dessen  Kotatiousaxe  zu  verrücken.  Ein  solches  Kräfte- 
paar, durch  dessen  imaginäre  Arbeit  die  Rotationsaxe  eines 
Körpers  abgelenkt,  d.  h.  aus  ihrer  Richtung  gebracht  oder  um 
eine  Axe  im  Räume  gedreht  wird,  wollen  wir  seine  (Jyralkraft 
oder  Drehkraft  nennen. 

Die  Erscheinungen ,  welche  durch  die  Gyralkraft  hervorgebracht  wer- 
den, sind  in  hohem  Grade  interessant.  Wir  werden  im  Nachfolgenden  die 
einfachsten  Fälle  betrachten. 

8.  Das  Schwangrad.  Unter  einem  Schwung- 
rade verstehen  wir  einen  Körper  ^^  (^ig*  H)«  dessen 
geometrische  Form  durch  die  Umwälzung  der  Curve 
DAE  um  die  Axe  DE  entstanden  ist,  und  welcher 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  i}  um  diese 
Axe  schwingt. 

Beceichnet  r  irgend  eine  Ordinate  CA  der  Curve 
Flg.  11.  DAE  £\it  die  Abscisse  x^^DC  und  ist  w  das  Gewicht 

der  Volumeinheit  des  Stoffes  des  Schwungrades,  so  ist 
das  Gewicht  W  des  Schwungrades 

W  =z  nrv  jr^  dx. 
Sein  Trägheitsmoment  rist 


9i 
und  die  lebendige  Drehungs  kraft  L  desselben 

Wenn  man  die  Materie  des  Schwungrades  nicht  als  schwer  denkt,  so  tritt 

w 
in  diesen  Formeln  die  Masse  m  der  Volumeinheit  au  die  Stella  von  -j. 
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Zerlegt  man  das  Schwungrad  in  seine  ringförmigen  Elemente,  wie  sie 
bei  der  geometrischen  Erzeugung  des  Vohims  dieses  Kades  durch  die  ein- 
zelnen Punkte  der  Fläche  DAE  beschrieben  und  bei  der  Kotation  des 
Schwungrades  von  den  einzelnen  materiellen  Punkten  des  Rades  durchlau- 
fen werden,  so  entsteht  in  jedem  Elemente  eines  solchen  Ringes  eine  Centri- 
fttgalkraft,  welche  durch  die  Cohäsion  des  Materials  neutralisirt  wird.  Je  nach- 
dem die  materiellen  Punkte  des  Schwungrades  radial  mit  der  Axe  DE 
oder  zirkulär  in  der  Richtung  der  eben  genannten  Ringlinien  oder  auf 
beiderlei  Weise  an  einander  geheftet  sind,  äussert  sich  die  Centrifugalkraft 
entweder  als  radiale  oder  als  zirkuläre  Sp.annung  oder  als  Beides  zu- 
gleich. In  jedem  Falle  wird  diese  Centrifugalkraft  durch  die  inneren  Kräfte 
des  Materials  paraljsirt. 

Wenn  auf  das  Schwungrad  eine  einfache  Kraft  angebracht  wird, 
welche  durch  den  Schwerpunkt  wirkt,  so  wird  dasselbe  der  Wirkung 
dieser  Kraft  ebenso  folgen,  wie  wenn  es  nicht  rotirte  und  dabei  seine 
Rotation  fortsetzen,  es  wird  also  unbeschadet  seiner  Rotation  eine  beschleu- 
nigte oder  verzögerte  und  vielleicht  krummlinige  Fortschrittsbewegung  an- 
nehmen und  seine  Axe  i>iE^  wird  stets  eine  ihrer  ursprünglichen 
Richtung  parallele  Stellung  im  Räume  einnehmen.  Wenn  auf 
dieses  Schwungrnd  ein  Kräftepaar  angebracht  wird,  dessen  Drehung^axe 
mit  der  Axe  des  Kades  zusammenfällt,  so  wird  sich  dagegen  die  Rotation 
des  Schwungrades  beschleunigen  oder  verzögern ,  ohne  dass  seine  Fort- 
schrittsbewegung afficirt  wird.  Wenn  keine  dieser  beiden  Bedingungen 
streng  erfüllt  wird,  kann  man  die  Arbeit  der  äusseren  Kraft  immer  in  die 
Arbeit  einer  durch  den  Schwerpunkt  wirkenden  einfachen  Kraft  und  in  die 
Arbeit  eines  Kräftepaares  zerlegen.  Da  nun  die  erstere  Kraft  immer  nur 
Fortschrittsbewegung  ohne  Veränderung  der  Rotation  erzeugt,  so  kommt 
bei  «unserer  jetzigen  Untersuchung,  wo  wir  den  Einfluss'  auf  die  Rota- 
tions axe  ermitteln  wollen,  wesentlich  nur  die  Wirkung  von  Kräfte- 
paaren  in  Betracht;  wo  sich  kein  Kräftepaar  äussert,  sei  es 
durch  directe  Anbringung,  sei  es  durch  die  natürliche  Zerle- 
gungder  angebrachten  Kräfte,  kann  die  Rotation  eines  Kör- 
pers keine  Aend  er  ung  erleiden;  es  kann  sich  also  weder  die 
Rotationsgeschwindigkeit,  noch  die  relative  Lage  der  Rota^- 
tionsaxe  im  Körper,  noch  die  Stellung  des  Körpers  oder  die 
absolute  Lage  seiner  Rotationsaxe  im  Räume  ändern. 

Da  jede  Bewegung  eines  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  auf  eine 
Rotation  des  Körpers  um  eine  bestimmte  Axe  des  Körpers,  verbun- 
den mit  einer  Bewegung  (Drehung)  dieser  Rotationsaxe  hinausläuft,  so 
kommt  hinsichtlich  der  Veränderung  der  Rotationsaxe  nur  die  Bewegung 
in  Frage,  welche  die  geometrische  Axe  des  Schwungrades  im  Räume 
erleidet. 

Weil  mit  der  Drehung  der  Schwungrad  axe  eine  Ablenkung  der^ 
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rotirenden  Elemente  des  Ringes  ans  ihren  Bahnen  verbunden  ist  nnd  eine 
solche  Ablenkung  nach  unseren  Untersuchungen  über  die  Centrifugalkraft 
nothwcndig  Kraft,  wenn  auch  nicht  reelle  Arbeit  erfordert,  so  leuchtet 
ein ,  dass  ein  Schwungrad  der  Drehung  oder  Ablenkung  seiner  Axe  einen 
Widerstand  entgegensetzt,  und  dass  die  Drehung  dieses  Rades  um  eine 
gegebene  Winke]gr{5s8e  eine  bestimmte  imaginäre  Arbeit  erfor- 
dert. Dieser  Widerstand  und  die  erforderliche  imaginäreArbeitist  für 
ein  ruhendes  Rad  null  oder  nicht  vorhanden  und  wächst  mit  der  Ro- 
tationsgeschwindigkeit 17.  Hierdurch  spricht  sich  also  ein  entschiedener 
Unterschied  zwischen.demVerhalten  eines  ruhenden  nnd  dem 
eines  rotirenden  Körpers  gegen  äussere  Kräfte  aus,  wie  wir  frü- 
her einen  Unterschied  zwischen  dem  Verhalten  eines  ruhenden  und  eines 
fortschreitenden  Körpers  gefunden  haben.  Wie  der  in  Beziehung  auf 
Fortschritt  ruhende  Körper,  ohne  Widerstand  zu  leisten  oder  ohne 
Kraft  zu  erfordern,  injede  Richtung  gelenkt  werden  kann,  ebenso  fin- 
det sich  der  in  Beziehung  auf  Rotation  ruhende  Körper,  ohne  Widerstand 
zu  leisten,  geneigt,  sich  um  jede  Axe  im  Räume  zu  drehen.  Wie  aber 
der  fortschreitende  Körper  einer  Ablenkung  um  eine  bestimmte 
Winkelgrösse  einen  bestimmten,  d.  h.  von  seiner  Geschwindigkeit  abhängi- 
gen und  durch  eine  bestimmte  imaginäre  Arbeitsgrösse  gemessenen  Wider- 
stand entgegensetzt,  ebenso  setzt  der  rotirende  Körper  einer  Drehung 
seiner  Axe  einen  bestimmten  Widerstand  entgegen.  Hieraus  ist  klar, 
dass  der  fortschreitendeKörper  mit  einem  bestimmten  Grade 
von  Beharrlichkeit  seine  Bahn  festhält  und  ebenso,  dass  der 
rotirende  Körper  mit  einem  best! mm t-en  Grade  von  Festigkeit 
die  Lage  seiner  Rotationsaxe  im  Räume  aufrecht  erhält. 

Ferner  geht  hieraus  hervor,  dass,  wenn  auf  einen  bewegten  Körper 
neue  Kräfte  angebracht  werden,  welche  die  Fortsc  hritts  rieh  tun  g,  resp. 
die  Rotationsaxe  zu  verändern  streben,  die  Bewegung,  welche  der  Kör- 
per in  Folge  dieser  Kräfte  annimmt,  nicht  dieselbe  sein  kann,  als  welche 
er  annehmen  würde,  wenn  er  ruhte,  sondern  eine  solche,  welche  aus  der 
Combination  dieser  neuen  Kräfte  mit  den  erwähnten  Widerständen 
oder  mit  der  in  dem  Körper  lebenden  Stoss-  und  Schwungkraft  her- 
vorgeht. 

9.  Erläuterung  einiger  Erscheinungen.  Man  findet  schon  in  diesen 
Sätzen  die  generelle  Erläuterung  einiger  auffallenden  Erscheinungen.  Zu- 
nächst erklärt  sich  hieraus,  warum  ein  auf  der  Spitze  rotirenderKrei- 
selund  einrollendesRadnichtsoleichtumfällt,  wie  ein  ruhen- 
der Kreisel  und  ein  ruhendes  Rad.  Denn  beim  Umfallen  muss  Drehung 
um  den  unteren  Stützpunkt,  also  Drehung  der  Rotationsaxe  und  demzufolge 
Ablenkung  aller  bewegten  Massenthetlchen  erfolgen,  wozu  Kraft  erforder- 
lich ist,  welche  doch  nicht  vorhanden  sein  würde,  wenn  die  Wirkung  der 
Schwere  vollständig  auf  den  Fall  des  Körpers,  d.  h.  auf  die  Beschleunigung 
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seines    um    jenen   Stützpunkt    sich    drehenden  Sohwerpunktes    verwandt 
würde. 

Ferner  ist  klar,  dass  ein  rotirender  Kreisel  und  ein  rollendes  Rad 
durch  eine  in  seinen  oberen  Funkten  angebrachte  horizontale  Kraft  nicht 
wie  ein  ruhender  Körper  umgeworfen,  sondern  auf  seiner  horizontalen 
Laufebene  verschoben  oder  zu  einer  krummlinigen  Laufbahn  ge- 
nöthigt  wird. 

Ausserdem  erkennt  man,  dass  auf  geneigter  Ebene  ein  rotirender 
Kreisel  oder  ein  rollendes  Rad  nicht  umfällt,  sondern  entweder  her  ab- 
gleitet oder  in  einer  krummlinigen  Bahn  herabläuft. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  ein  aus  einem  gezogenen  Rohre  geworfenes 
GeschosS;  welches  vermöge  der  spiralförmigen  Züge  in  Rotation  ver- 
setzt ist,  seine  Bahn  sicherer  innehält,  also  durch  Wind  und  Luft- 
widerstfind  weniger  abgelenkt  wird ,  als  ein  aus  glattem  Rohre  geworfenes, 
nicht  rotirendes  Geschoss. 

10.  Das  Kippen  des  Schwungrades.  Hv 

Wenn  >^jP  (Fig.  12)  eine  um   die  Axe  vyi 

CD  rotirende  materielle  Kreislinie  vom  \\ 

Radius  r,  also  ein  auf  der  Rotationsaxe  ^-^W^O^T""^. ^t 

normal  stehendes  ringförmiges  Element  ^v^^^v\\\/     \  aJ^^^-^^ 

des      Schwungrades       oder       ein        f/         ^L-^"^"^'^  \ 
Schwungring    ist,    so    nennen'  wir      -1^^"^     ^  \        yj 
eine  Drehung  dieses  Ringes  um  einen        \V         ,^^K^^ 
Durchmeser  AB^  wobei  also  dieRota-  — ^^"'^T' 

tionsaxe  CD  eine  auf  AB  normal  ste-  *^*     ' 

liende  Kreisfläche  durchläuft,  das  Kippen  des  Schwungringes. 

Die  Ablenkung  der  im  Kreise  AGB  rotirenden  materiellen  Punkte  des 
Schw^ungringes  von  ihrer  tangentialen  Bewegungsrichtung  wird  durch  die 
in  dem  Ringe  sich  äussernde  und  durch  die  Cohäsion  erzeugte  Centrifugal- 
kraft  bewirkt.  Beim  Kippen  des  Schwungringes  werden  aber  jene  mate- 
riellen Punkte  zu  neuen  Ablenkungen  von  ihrer  Bahn  genöthigt;  hierzu 
sind  also  auch  neue  Kräfte  erforderlich.  Diese  Kräfte  sind  zweierlei  Art, 
weil  die  fraglichen  neuen  Ablenkungen  zweierlei  Art  sind.  Betrachtet  man 
nämlich  das  Element  L  des  Ringes  AGB  9\^  ein  kurzes  Stück  LF  der  an  L 
gelegten  Tangente,  so  ist  klar,  dass  dieses  Stück,  welches  vor  dem  Kippen 
des  Schwungrades  sich  in  der  Richtung  der  Tangente  TL  bewegte,  sich  nach 
einem  unendlich  kleinen  Zeitintervalle,  wo  der  Schwungring  die  Lage  AG^B 
annimmt,  in  der  Richtung  der  Tangente  JZ,  bewegen  muss,  dass  dasselbe 
also  erstens  eine  Ablenkung  erleidet,  welche  einer  Rotation  um  die  Axe 
AB  um  den  kleinen  Winkel  LPL^  gleichkommt,  und  zweitens  eine  solche, 
welche  einer  Drehung  in  der  Ebene  LTL^  um  den  Winkel  ZTZ,  entspricht. 

Die  erste  dieser  beiden  Ablenkungen,  welche  für  die  Elemente  bei  G 
und  G^  am  grössten  und   für  die  Elemente   bei  A  und  B  null    ist/  erz^m&l — ^^ 

üigitized  by*^^^^^c     i  id^T^^^^ 
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Centrifugalkraft  in  den  Richtungen  P£  normal  zam  Durchmesser  AB 
oder -äquivalente  Tangentialspannung  in  der  Hinglinie  AG  B^  wird  also 
durch  die  Coh.äsion  des  Materials  ncutralisirt.  Die  zweite  Ablenkung  da- 
gegen, welche  für  die  Elemente  bei  G  und  G^  null  und  für  die  Elemente  bei 
^  und  i?  am  stärksten  ist,  erfordert  eine  aufderEbene^G/^normal 
stehende  Kraft,  denn  diese  Ablenkung  bezweckt  Abweichung  in  der 
Ebene  LTL^,  welche  SLuf  AGB  normal  steht. 

Die  zweite  Ablenkung,  da  sie  auf  der  Ringebene  normal  steht,  kann 
offenbar  nicht  durch  innere  Kräfte  erzeugt  werden;  es  ist  hierzu  nothwen- 
dig  eine  äussere  Kraft  erforderlich.  Da  diese  Kraft  für  die  P^lemente  A 
und  B  am  stärksten  ist  und  für  die  gegen  G  und  G'  hin  liegenden  immer 
mehr  bis  zum  Nullwerthe  abnimmt,  da  ferner  die  in  der  Ringhälfte  <?^C' 
erforderlichen  Kräfte  den  in  der  Hälfte  G' AG  erforderlichen  direct  entge- 
gengesetzt sind,  so  erkennt  man,  dass  die  Resultante  aller  letzteren' Ahlen- 
kuugskräfte  ein  Kräftepaar  ist,  dessen  Axe  inGG'y  nämlich  in 
dem  aufderKippaxe^^  normal  stehenden  Durchmesser  liegt, 
wie  es  durch  die  Kräfte  IMy  KUf  dargestellt  ist. 

Man  übersieht  sofort,  dass  dieses  Kräftepaar,  da  seine  Axe  auf  der 
Axe  AB y  um  welche  es  Bewegung  erzeugt,  normal  steht,  bei  dieser  Bewe- 
gung durchaus  keine  reelle,  sondern  nur  imaginäre  Arbeit  ver- 
richtet, wie  es  der  constant  bleibenden  Rotationsgeschwindigkeit  des 
Schwungrades  auch  ganz  angemessen  ibt.  In  diesem  Kräftepaare  besteht 
die  Gyralkraft  des  nm  ^^  kippenden  Schwungringes.  Um  dieselbe  za 
berechnen,  nehmen  wir  an ,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  kippenden  Rin- 
ges um  die  Axe  AB  sei  y,  also  Winkel  LPL^  =  y  dt.  Setzen  wir  den  Win- 
kel LQP^=>  t/;,  so  ist  die  Ablenkung  des  Theilchens  L  in  der  auf  AGB  nor- 
mal stehenden  Ebene  in  der  Zeit  di^  also  der  Winkel  L  TL^  =  /  cos  i^  diy 
folglich  pro  Zeit  ein heit  =  yco5i/;.  Um  ein  materielles  Theilchen  L  von 
der  Bogenlänge  rrfi/;  oder  vom  Gewichte  tvrdi^  (worin  ro  das  Gewicht  pro 
Längeneinheit  des  Ringes  bezeichnet),  welches  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit v=-ii\r  bewegt,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ycostlt  pro  Zeiteinheit 
aus  seiner  Bewegungsrichtung  abzulenken,  ist  nach  unseren  früheren  Unter- 
suchungen (No.  2)  eine  Kraft  normal  zur  Linie  TL  und  zur  Ringfläche  von 
dem  Botrage 

.      wrdiU  tv    ^ 

f= .  V  .  ycosilf'^i  —  nfiycosilfdflß 

erforderlich. 

Der  Abstand  oder  der  Hebelarm  dieser  in  L  wirkenden  Kraft  von  der 
Linie  G(7' ist  (7i'=rco^'^.     Das  Moment   dieser  Kraft  in  Beziehung   zur 

Linie  GG'  ist  daher  —  r^itycos^ilf  rfti;.     Bezeichnet  man  die  ftli'^alle  Thoil- 

9 
eben  des  halben  Ringes  GAG'  erforderliche  Kraft  mit  F,   ihr  Moment  in 
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Beziehung  zur  Linie  GG'  mit  \M  nnd  ihren  Hebelarm  von  GG'  aus  mit  «, 
so  hat  man 


F^lt.'^ 


Z 


2 


=  ü?= 


n 
F-l'- 


'  Das  Moment  des  gesuchten  Kräftepaares  IM^  KN^  welches 
den  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  v  rotirendenSchwuug- 
ring  ^^  um  den  Durchmesser  ^i5  zu  drehen  vermag,  und  wel- 
ches zu  dem  Ende  Drehung  um  die  Linie  GG'  intendiren  oder 
seilte  Axe  in  GG'  haben  muss,  beträgt  hiernach 

9 
Umgekehrt  ist  die  Drehung  des  Schwungringes   um  die  Linie  ABy   welche 
ein  Kräftepaar  vom  Momente  Af,  dessen  Axe  in  GG'  liegt,  pro  Zeiteinheit 
hervorbringt,  g      M 


Dieses  Kräftepaar  verrichtet  bekanntlich  keine  reelle  sondern  nur  imagi- 
näre Arbeit. 

IL  Die  imaginäre  Arbeit  eines  Eräftepaares.  Als  imaginäre  Arbeit 
eines  Kräftepaares  wie  /iV,  AfiV,  dessen  Drehungsaxe  G G'  ist,  betrachten 
wir  das  Product  der  Kräfte  ^in  die  Wege,  welche  deren  Angriffspunkte  A 
und  B  parallel  zur  Drehungsaxe  GG'  zurücklegen.  Zerlegt  man  also 
den  im  Umfange  des  Ringes  gemessenen  kleinen  Weg  v  dl^  welchen  die  auf 
das  Theilchen  L  wirkende  Kraft  f  in  dem  Zeitelemente  dt  zurücklegt,  in 
eine  Componente  vcos^  dl  parallel  zu  GG'  und  vsini\f  dt  parallel  zu  AB^  so 
ist  fveosipdl  die  imaginäre  Arbeit  der  elementaren  Kraft  /*.  Die  Sum- 
mirung  aller  dieser  elementaren  Arbeiten  giebt  dasselbe  Resultat,  als  wenn 
man  sofort  die  imaginäre  Arbeit  der  beiden  Resultanten  F  aller  elementaren 

n 
Kräfte  /nimmt.     Da  diese  Resultanten  im  Abstände  a  =  — r  vom  Mittel- 

punkte  C  in  der  Linie  CA  und  CB  wirken,  so  ist  die  Geschwindigkeit  ihrer 

TC 

Angriffspunkte  normal  zu  CA  oder  parallel  zu  GG'  gleich  —  v,    mithin    die 

imaginäre  Arbeit  des  ganzen  Kräftepaares  im  Zeitelemente  cf/,   wenn  man 
diese  Arbeit  pro  Zeiteinheit  mit  /  bezeichnet, 
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woraus  /  ==12^1/  folgt.  Die  imaginäre  Arbeit  des  Kräftepaares 
im  Zeitelement  dt  ist  also  gleich  dem  Momente  desselben, 
multiplicirt  mit  dem  Elemente  tjdt  der  Winkelgeschwindig- 
keit des  Schwungringes. 

Bezeichnet  man  die  lebendige  Kraft  des  Schwnngringes  mit  X,  setzt 
also 


so  erhält  man 


und  hieraus  auch 


oder 


9  9 


AI        ^^^  ^       Hi 


^=P' 


Die  letztere  interessante  Gleichung  sagt  aus,  dass  das  Verhältniss 
der  Drehung  oder  Kippung  des  Seh wungringes  pro  Zeitein- 
heit um  die  Linie  >^^  zur  Winkelgeschwindigkeit  des  Schwung- 
riuges  gleich  dem  Verhältnisse  des  Momentes  des  um  die  Axe 
(?&' wirkenden  Kräftepaares  zu  der  halben  lebendigen  Kraft 
des  Ringes  ist. 

Für  eine  kleine  Drehung  y  dt^  welche  im  Zeitelemente  dl  erfolgt,  hat 
man  y  dt  =  lang  (y  dl)y  also  auch 

Beachtet  man  nun,  dass  zwei  Kräftepaare  in  der  Weise  zusammenge- 
setzt werden,  dass  man  auf  ihren  Axen  Längen  abschneidet,  welche  die' 
Momente  der  Kräftepaare  darstellen,  und  alsdann  die  Axenlängen  wie  zwei 
einfache  Componenten  nach  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  zusammen- 
setzt, so  ergiebt  sich  aus  der  letzten  Gleichung  folgende  beachtenswertho 
Beziehung.  Wenn  man  auf  der  Normalen  oder  Axe  des  Ringes 
AB  die  Länge  CD  gleich  ^X  oder  gleich  der  halben  lebendigen 
Kraft  macht,  also  hierdurch  die  Axenlänge  eines  im  Ringe, 
vorhandenen  Kräftepaares  von  dem  Momente  ^L  darstellt, 
alsdann  in  der  Linie  CG',  welche  in  der  Ebene  des  Ringes  auf 
JB  normal  steht,  die  Länge  CQ  gleich  ijM dl  macht,  also  hier- 
durch die  Axenlänge  des  die  Drehung  des  Ringes  um  die  Linie 
AB  bewirkendenKräftepaares  von  dem  Momente  riMdt  dar- 
stellt, so  ergiebt  die  Diagonale  Ci?  des  über  (7 />  und  Cjß  ent- 
worfenen Rechteckes  die  Axenrichtung  und  das  Moment  des 
aus  diesen  b.eiden  Kräftepaaren   resultirenden  Kräftoii^aares 
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und  der  Winkel  DCR  ist  gleich  /if/  oder  bezeichnet  die 
stattgehabte  Drehung  des  Ringes  um  die  Linie  AB.  Errichtet 
man  also  anfi?^  eine  Normalebene  ^(?)i?,  so  bezeichnet  die* 
selbe  die  Stellung  der  Eingfläche  nach  der  Zeit  dt,  während 
CR  die  Stellung  der  Normalen  des  Ringes  angiebt. 

Mit  diesem  Satze  ist  die  Grnndanschaunng,  von  welcher  ich  in  dem 
Artikel  im  25.  Theile  von  Grunert's  Archiv  der  Mathematik  und  Physik 
ausgegangen  bin,  auf  ihre  mechanischen  Prinzipien  zurückgeführt. 

12.  Yerallgemeinemng  der  Formeln.  Die  vorstehenden,  für  einen 
Schwungring  entwickelten  Formeln  lassen  sich  leicht  für  ein  Schwung- 
rad von  beliebiger  erzeugender  Curve  verallgemeinern.  Geht  man  zu- 
nächst von  dem  Schwungringe  zu  einer  Schwungscheibe  über,  so  wird 
die  einseitige  Kraft  des  Kräftepaares,  welches  die  Gyralkraft  darstellt,  nach 
dem  eben  entwickelten,  auf  den  elementaren  Ring  bezüglichen  Werthe  von 
Fj  wenn  jetzt  w  das  Gewicht  pro  Flächeneinheit  der  Scheibe  bezeichnet, 

r 

und  das  Moment  derselben  wird  nach  dem  vorstehenden  Werthe  von  M 

r 

M=  I  n'-r^fjydrr= r*f>y. 

so  dass  der  Abstand  der  Kraft  F  vom  Mittelpunkte  der  Scheibe 

ist. 

Verwandelt  sich  jetzt  die  Scheibe  in  ein  Schwungrad,  dessen  er- 
zeugende Curve  die  Gleichung  r s=^  f{x)  hat,  so  ergiebt  sich,  wenn  w  das 
Gewicht  pro  Volumeinheit  bezeichnet,  für  die  Kraft  f  und  das  Moment  M 

M=s «  y  /  r*  dx, 

^  g      J 
Hiernach  und  nach  den  obigen  Formeln  für  das  Trägheitsmoment   T 
und  die  lebendige  Kraft  L  des  Schwungrades  ist  auch 

oder  es  besteht  für  die  allgemeinste  Form  des  Schwungrades  die  Beziehung 

Die  imaginäre  Arbeit  des  Kräftepaares ,  dessen  Moment  M  ist ,  pro  Zeitein- 
heit findet  sich  auch  hier  zu  I=^riM^  so  dass  y  =— gesetzt  werden  kann. 
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Es  ißt  zu  erinnern ,  dass  «um  Kippen  eines  Schwungrades  ausser  der 
Gjralkraft,  deren  Axe  in  GG*  liegt,  noch  Centrifugalkraft  rings  um  die  Linie 
AB  nach  Maassgabe  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  y  entsteht. 

Um  die  Richtungen  der  Drehung  um  Axen  genau  zu  prazisiren,  ist  es 
gut,  sich  von  den  beiden  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Hälften  einer 
Drehungsaxe  nur  die  eine  Hälfte,  welche  auf  der  einen  Seite  der  Drehungs- 
ebene  errichtet  ist,  zu  vergegenwärtigen.  Denkt  man  sich  in  diese  Axe 
einen  Beobachter,  mit  den  Füssen  auf  die  Drehungsebene  gestellt,  so  soll 
diejenige  Drehung  eine  positive  heissen,  M^elche  von  rechts  nach  links  er-  - 
folgt,  auch  soll  diejenige  Hälfte  der  Drehungsaxe,  von  welcher  die  Drehung 
als  eine  solche  von  rechts  nach  links. erscheint,  die  positive  Axonhälfte 
oder  Hnlbaxe  heissen. 

Hieraus  ist  klar,  dass,  wenn  CD  die  positive  Axenhälfte  des  Schwung- 
rades ist,  ein  Kräftepaar,  dessen  positive  Axenhälfte  CG'  ist,  eine  Drehung 
um  eine  ^xe  erzeugt,  deren  positive  Hälfte  CJ  ist. 

Das  wesentlichste,  im  Vorstehenden  gewonnene  Resultat  besteht  darin, 
dass  ein  Schwungrad  AB  (Fig.  IL),  dessen  Rotationsaxe  DE  ist,  sich  ohne 
Anbringung  äusserer  Kräfte  nicht  um  eine  auf  dieser  Axe  normal 
stehende  Linie  AB  drehen  kann.  Diese  auseren  Kräfte  müssen  ein  Kräfte- 
paar, die  Gyralkraft,  formiren,  dessen  Axe  GG'  sowohl  normal  auf  der  Kipp- 
axe  ABj  als  auch  normal  auf  der  Schwungaxe  BE  steht.  Geht  die  Kipp- 
axe  durch  den  Schwerpunkt  C  des  Schwungrades,  so  bleibt  dieser  Punkt  an 
seinem  Orte  und  es  findet  nur  Bewegung  um  denselben  statt 

Die  Veränderungen  und  Bewegungen  eines  Schwungrades,  welche 
durch  irgend  ein  Kräfte  paar  entstehen,  welches  wir  die  Gyralkraft 
nennen,  insofern  seine  Drehungsaxe  normal  auf  der  Drehungsaxe  des 
Schwungrades  steht,  lassen  sich  leicht  auf  folgende  Weise  vergegenwärti- 
gen. Wenn  CD  die  positive  Halbaxe  des  Schwungrades  und  AGBG'  dessen 
Drehungsebene,  wenn  ferner  CG'  die  positive  Halbaxe  des  Kräftepaares 
oder  der  Gyralkraft,  also  die  darauf  normal  stehende  Ebene  BAFD  die 
Drehungsebene  dieser  Kraft  ist,  so  liegt  in  der  Durchschnittslinie 
AB  jener  beiden  Drehungsebe'nen  die  Kippaxe  des  Schwung- 
rades. Verhält  sich  ausserdem  die  unendlich  kleine  Länge  (7iP  zu  (7/>, 
wie  7] M dl  zw  \L^  so  stellt  die  Diagonale  CR  des  Rechteckes  QCD 
die  Richtung  dar,  welche  die  positive  Halbaxe  des  Schwuug- 
rades  nach  dem  Zeitelemente  (// annimmt,  so  dass  alüo  die  Dre- 
hungsebene AGyB  des  Schwungrades  nach  dieser  Zeit  normal  auf  CR  steht 
oder  das  Rad  in  der  Richtung  G  C,  G'  um  die  Axe  CA  kippt.  In  endlicher 
Zeit  beschreibt  die  Axe  CB  des  Schwungrades  eine  Kegel  fläche  CBC 
um  eine  in  der  Drehungsebene  der  Gyralkraft  liegende  Axe  D  F^  welche  für 
den  Fall  einer  in  jeder  Hinsicht  gleichförmigen  Bewegung  so  liegt,  dass 
alle  auf  das  Schwungrad  wirkenden  Kräfte  stets  dieselbe  Neigung  gegen 
dieselbe  behalten. 
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13.  Drehung  des  Schwungrades  um  eine  schiefe  Axe.  Betrachten 
wir  jetzt  den  allgemeineren  Fall,  wo  die  Axe  CD  eines  Schwungrades  AB 
um  eine  gegen  sie  geneigte  Li- 


Pi 


\ 


^^*-*— -' 


Fig.  13. 


nie  FD  (Fig.  13)  gedreht,  also  in 
einer  Kegelflftche  herumgeführt 
werden  soll.  Die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  diese  Axe  sei  gleich  or. 
Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  aus- 
ser der  Centrifugalkraft  gegen  die 
Axe  CD  keine  äusseren  Kräfte 
auf  das  Schwungrad  angebracht 
worden,  die  Bewegung  so  erfolgt, 
dass  der  Schwerpunkt  C  einen* 
normalen  Kreis  Cd  um  die  Axe 
FD  beschreibt,  während  die  Axe 
CD  des  Schwungrades  stets  ihre 
Richtung  im  Räume  beibehält»)  und  das  Rad  mit  constanter  Win- 
kelgeschwindigkeit r\  um  seine  Axe  rotirt  Kommt  also  der  Punkt  C  nach 
Hy  80  steht  die  Axe  des  Schwungrades  Hl  parallel  zu  CD,  Soll  nun 
die  letztere  Axe  um /^/>  rotiren,  so  muss  das  Schwungrad  während  der 
vorstehenden  einfachen  Rotation  noch  kippen,  und  zwar  um  die  Linie 
^^,  d.  h.  um  die  Linie,  in  welcher  die  Ebene  AGBG'  den  Kegel  FCC'  be- 
rührt, den  die  auf  der  Schwungradaxe  DC  normal  stehende,  in  der  Ebene 
CD  Fliegende  Linie  FC  beschreibt,  eine  Linie,  welche  mithin  unaufliörlich 
ihre  Lage  im  Räume  verändert.  Dieses  Kippen  des  Schwungrades  hat  zur 
Folge,  dass  die  Axe  HI  in  die  Lage  HD  übergeht,  dass  also  auch  die 
Schwungradaxe  einen  Kegel  DCC  beschreibt. 

Wenn  KD  die  positive  Hälfte  der  Axe  ist,  um  welche  das  Schwungrad,, 
dessen  positive  Axenhälfte  CD  ist,  gedreht  werden  soll,  so  muss  das  Schwung- 


♦)  Es  muss  nachdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass  die  verschiedenen  Punkte,^ 
wie  A,  B  eines  Körpers  AB,  wclchjer  so  um  die  Axe  FD  rotirt,  dass  er  im  absoluten 
Räume  stets  dieselbe  Stellung  behält ,  sämmtlich  Kreise  von  demselben  Radius 
beschreiben.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  nehmen  verschiedene  Oerter  im  Räume 
ein  und  nach  diesen  Oertern  sind  die  Centrifugalkräfte  gerichtet,  welche  den  einzel- 
nen Punkten  des  Körpers  AB  zukommen.  Es  ist  nun  leicht  zu  übersehen,  dass  die 
Resultante  aller  dieser  elementaren  Centrifugalkräfte  nicht  blos  gleich  der 
Centrifugalkraft  ist,  welche  die  im  Schwerpunkte  C  concentrirte  Masse  des  ganzen 
Korpers  erzeugen  würde,  sondern  dass  auch  diese  Resultante  durch  den  Schwer- 
punkte geht  und  in  der  Linie  A'C  liegt.  Demgemäss  findet  keine  Tendenz  zur 
Verdrchnn'g  des  Körpers  statt;  derselbe  behält  vielmehr  fortwährend  seine  abso- 
lute 6  tellung  bei.  Ganz  anders  ist  es ,  wenn  der  Körper  i4^  so  ixmFD  rotiren 
soll,  dass  er  seine  relative  Stellung  gegen  die  Umdrehungsaxe  FD  beibe- 
hält; alsdann  müssen  besondere  Kräfte  mitwirken,  deren  Bestimmung  eben  einen  Ge- 
gcnsUnd  unserer  Untersuchung  ausmacht.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOqIc 
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rad  um  die  positive  Axenliälfte  CA  gekippt  werden.  Diese  Drehung  um 
CA  betrag\3  in  der  Zeiteinheit  die  Winkelgrösee  y,  der  Abstand  EC  des 
Schwerpunktes  des  Schwungrades  von  der  Axe  K^D  sei  B  und  der  Neigungs- 
winkel LB  ü  zwischen  den  positiven  Hälften  der  Drehungsaxen  KD  und 
CD  sei  (p.  Im  Zeitelemente  dt  beschreibt  der  Schwerpunkt  €  den  Bogen 
CIJ  =  Ra  dt.  In  derselben  Zeit  muss  die  Axe  des  Schwungrades  sich  um 
den  Winkel  H D  C  diVit)i%i\  oder  das  Schwungrad  muss  um  diese  Winkelgrösse, 

R  R 

welche  =  y  d/ ist ,  kippen.     Da,  DC=  —, ist,  seist  CH  =  — — ,ydL 

'  ^^  stnq)  stntp     ' 

Setzt  man  diesen  Werth  dem  vorhergehenden  für  CH  gleich,  so  ergiebt  sich 

die  Beziehung 

Zur  Aufrechthaltung  der  vorstehenden,  in  jeder  Hinsicht  gleichför- 
migen Bewegung  des  Schwungrades  ist  also  Centrifugalkraft  gegen  dieliad- 
axe  CD  oder  Tangentialspannung  in  den  Hingen  AGBG'  nach  Maassgabe 
der  Rotationsgpschwindigkeit  t?,  ferner  Centrifugalkraft  gegen  die  AxeAß^ 
und  zwar  in  allen  normalen  Richtungen  rings  herum,  bestimmt  durch  die 
Umdrehungsgeschwindigkeit  y=^usin(p  um  diese  Axe  AB^  also  abhängig 
von  der  Form  der  erzeugenden  Curve  2?^ £  (Fig.  U)  und  der  Lage  des 
Punktes  C  in  der  Axe  DCE  des  Schwungrades,  ausserdem  Centrifugalkraft 
gegen  die  Axe  FD  nach  Maassgabe  der  Rotationsgeschwiudigkeit  a,   also 

W 
eine  Kraft  —  a*Ä  in  der  Richtung  KCy  alsdann  eine  verticale  Kraft  ^  von 

unten  nach  oben  im  Schwerpunkte  C,  insofern  das  Schwungrad  der  Schwere 
unterworfen  ist,  endlich  aber  eine  Gyralkraft  uöthig,  welche  sich  als  ein 
Kräftepaar  vom  Momente 

darstellt,  dessen  Axe  CG'  auf  der  Axe  CD  des  Schwungrades  und  auf  der 
Linie  AF,  also  auf  der  Ebene  i?C^ normal  steht,  so  dass  diese  Wirkungsaxe 
der  Gyralkraft  gegen  das  Schwungrad  eine  bestimmte,  im  absoluten  Räume 
aber  eine  veränderliche  Lage  annimmt,  indem  sie  sich  mit  um  die  Axe  FD 
dreht.  Dieses  Kräftepaar  bewirkt  eine  unausgesetzte  Drehung  oder  ein 
Kippen  des  Schwungrades  um  die  Axe  CA^  welche  ebenfalls  um  die  Axe 
¥ D  rotirt,  und  hierbei  verrichtet  dasselbe  keine  reelle,  sondern  imaginäre 
Arbeit. 

14.  Discnssion  der  vorstehenden  Formel.  Es  ist  klar,  dass  dieCentri- 
fngalkräfte  um  die  Axe  CD  des  Schwungrades  nach  Maassgabe  der  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit ri  durch  die  Cohäsion  des  Materials  des  Schwungra- 
des aufgehoben  werden,  also  zu  ihrer  Neutralisation  keiner  äusseren  Kräfte 
bedürfen. 

Die  Centrifugalkraft  gegen  die  Axe  AB  nach  Maassgabe  der  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit y  wird  durch  die  Cohäsion  des  Materials  in  dem  Falle 
ueutralisirt,  dass  der  Punkt  C  der  Schwerpunkt  des  Schwungrades  ist,  was 
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vir  voranssetzen.  (Die  Form  des  Schwungrades  als  Revolntionskörpers 
für  die  Axe  CD  vernichtet  auch  bei  der  Drehung  um  ^^  jede  Tendenz  zur 
Verdrehung  der  Linie  ^^,  indem  die  Resultante  der  bei  dieser  Drehung  ent- 
stehenden Centrifugalkräfte  durch  den  Schwerpunkt  C  geht.) 

Die  Centrifugalkraft  um  die  Axe  FD  nach  Maassgabe  der  Hotations- 
geschwindigkeit  a  würde  sich  durch  die  Festigkeit  der  Bänder  des  Systems 
ebenfalls  aufheben,  wenn  der  Schwerpunkt  C  des  Schwungrades  mit  der 
Axe  FD  in  feste  Verbindung  gesetzt  wäre,  sonst  muss  dies  nothwendig  durch 
eine  besondere  Kraft  S  geschehen,  welche  den  Werth 

9 
hat,  und  (wie  die  Anziehung  der  Himmelskörper)  in  der  Richtung  CK  wirkt. 

Ist  das  Schwungrad  der  Schwere  unterworfen,  so  muss  sein  Gewicht  W 
durch  eine  verticale  Kraft;  welche  von  unten  nach  oben  durch  C  wirkt,  aufge- 
hoben werden. 

Endlich  ist  eine  Gyralkraft  vom  Momente  M  nothwendig,  deren  Axe 
die  variabele  Stellung  CG'  annimmt  und  aus  zwei  Kräften  besteht,  welche, 
wie  ^^und  BN  normal  zur  Ebene  ABG  wirken. 

Je  nach  der  Verbindung  des  Schwungrades  mit  der  Axe  FD  lassen 
sieh  die  vorstehenden  Kräfte  mit  einander  und  mit  den  Widerständen  der 
Stützpunkte  zu  Specialsystemen  zusamensetzen,  welche  wir  weiter  unten 
näher  betrachten  werden. 

Im  Allgemeinen  ersieht  man  aus  dem  analytischen  Werthe  des  Mo- 
mentes M  der  Gyralkraft ,  dass  ein  mit  bestimmter  lebendiger 
Kraft  oder  mit  bestimmter  Umdrehungsgeschwindigkeit  roti- 
rendes  Schwungrad  vermittelst  eines  Kräftepaares  von  be- 
Btrmmtem  Momente  Jlf  in  einer  bestimmten  Winkelgeschwin- 
digkeit a  um  die  Axe  FD  nur  dann  erhalten  werden  kann, 
wenn  seine  Axe  CD  sich  unter  einem  bestimmten  Winkel  q> 
gegen  die  Drehungsaxe /"D  neigt,  dass  also  unter  sonst  glei- 
chen Umständen  eineVeränderungderUmdrehungsgeschwin- 
digkeitamit  einer  Veränderung  des  Neigungswinkels  9  und 
umgekehrt  verbunden  ist. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  das 
Schwungrad  AB  sich  so  um  die  Axe  FD  drehen  kann,  dass  seine  eigene 
Axe  CD  die  Kegelfläche  D  CC  beschreibt,  ohne  dass  das  Schwungrad  selbst 
irgend  eine  Drehung  um  seine  Axe  CD  macht,  so  dass  also  i}  =  0  ist.  In 
diesem  Falle  findet  doch  eine  scheinbare  Drehung  des  Schwungrades 
statt;  denn  ein  materieller  Punkt  ^dieses  Rades,  welcher  soeben  den  höch- 
sten Ort  der  Ebene  AGB  einnimmt,  weicht  immer  mehr  und  mehr  nach  G* 
hin  ab,  kommt  endlich  in  den  niedrigsten  Ort  B  und  steigt  darauf  wieder 
nach  Ahm  auf. 

Die  ideelle  oder  ercometrische  Linie  ^ß,  um  welche  daniSchwung«^ 
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rad  kippt,  nnd  welche  die  Kegelfificbe  FCC'  beschreibt,  rotirt  also  um  die 
Axe  C'/^  rechtlfiufig  in  der  Richtung  AG  B^  ohne  dass  die  materielle  Linie 
des  Schwungrades,  welche  momentan  die  Lage  AB  einnimmt,  eine  Drehung 
um  die  Axe  CD  besässe. 

Bezeichnen  wir  diese  scheinbare  Winkelgeschwindigkeit  des 
Schwnngrndes  nm  seine  Axe  in  negativer  Richtung  AG' B  oder  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  ideellen  Kipp  axe  AB  in  positiver  Richtung  AGB 
mit  j3,  so  ist,  wenn  der  kleine  Drehnngswinkel  CKH  um  die  Axe  FD  gleich 
ad/ gesetzt  wird,   der  Winkel  CFJf=^ßdL     Da  man   nun  CHsz^aR  und 

R  R 

yreffen  CF= auch  CB=ß. hat,  so  findet  sich 

°  cos  cp  "^  cos  q> 

ß  =  a  cos  CD  ==  — - — , 
fang  tp 

Unter  cc  kann  man  immer  ebenso  "wohl  die  wirkliche  Umdrehungsge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes  C  um  die  Axe  FD,  als  auch  die  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit des  ideellen  oder  geometrischen  Punktes  ver- 
stehen, welcher  wie  A  oder  B  eine  bestimmte  relative  Lage  gegen  die  Axe 
FD  annimmt. 

Denkt  man  sich  den  Körper  A  B  auf  eine  Kreisfläche  AGBG'  redncirt, 
deren  Mittelpunkt  C in  der  Axe/'/^  liegt  (Fig.  14), 
so  entspricht  der  vorstehende  Fall  dem  Wälzen 
der  Ebene >4  ^  auf  der  Kegelfläche  CDD\  Beim 
Wälzen  findet  also  durchaus  keine 
wirkliche,  sondern  nur  scheinbare  Dre- 
hungum  die  Normale  C/>  statt  und  die 
Bewegung  reducirt  sich  auf  ein  fortge- 
setztes Kippen  um  den  variabelen 
Durchmesser -4 j5. 

/  Soll  der  materielle  Punkt  A  des  Schwung- 
rades (Fig.  13)  bei  der  Drehung  um  die  Axe  FD 
stetsobenbleiben,soll  also  der  Revolutions- 
körper AB  einfach  um  die  Axe  FD  roti- 
ren,  worin  die  Forderung  liegt,  dass  nicht  blos  die  Axe  C/>  dieses  Kör- 
pers, sondern  einjeder  seiner  Punkte  dieselbe  relative  Stellung  gegen 
die  Axe  FD  behält,  so  muss  der  Körper  nothwendig  Rotation  um  die  Axe 
CD  besitzen,  und  zwar  muss  diese  Rotation  den  Werth 

haben. 

In  diesem  Ausdrucke  und  in  dem  Werthe  y  =  asintp  liegt  das  interes- 
sante Resultat,  dass,  wenn  ein  Körper  AB  mit  der  Winkelge- 
schwindigkeit a  einfach  um  eine  Axe /"/>  rotiren,  also  dabei 
seine  relative  Lage  gegen  die  Drehungsaxe  boh^tenv^U,  er 


Fig.  14. 
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nothwendig  zwei  verschiedene  Drehungeu  fi=^cico8q>  und 
y  =:.  asinq>  um  die  beiden  r e c h  t \v  i n k  i i g. a u f  einander  stehenden 
A z e n  CD  und  AB  besitzen  muss,  und  dass  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten um  diese  beiden  Axen  die  rechtwinkligen  Compo- 
nenten  der  Winkelgeschwindigkeit  er  um  die  Axe  FD  sind,  ge- 
gen welche  Compouenteu  sich  a  als  Diagonale  unter  dem 
Winkel  q>  neigt. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  dynamischen  Bedingungen  für  die  Mög- 
lichkeit der  beiden  eben  charakteriMrten  Bewegungen. 

Damit  ein  Körper  (und  zwar  ein  lievolutionskörper  mit  der  Axe 
CD)  sich  nach  Fig.  14,  nämlich  so  bewegt,  dass  sich  die  Ebene  AGBG'  um 
einen  Kegel  A  CA'  wälzt,  darf  er  um  die  Normale  CD  dieser  Ebene  keine 
Winkelgeschwindigkeit  haben;  es  muss  also  f^  =  0  sein.  Hierdurch  wird 
aber  auch  Af  =  0.  Da  nun  in  diesem  Falle  auch  Ä  =  0,  also  5  =  0  ist,  so 
folgt,  dass  weder  Centrifugalkraft  S  um  die  Axe  CE  des  Kegels 
stattfindet,  noch  Gyralkraftilf  erforderlich  ist,  um  diese  Wälz- 
bewegung, bei  welcher  sich  der  Körper  mit  der  Winkelge- 
schwindigkeit y  =  a$ifi(p  um  die  variabele  Linie  AB  dreht, 
während  er  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  eine  scheinbare 
Drehung  um  C£und  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  j3  =  a cos 9> 
eine  scheinbare  rückläufige  Bewegung  um  C2^  vollführt,  auf- 
recht zu  erhalten.  Diese  Bewegung  des  Wälzens  setzt  sich 
also,  wenn  sie  einmal  eingeleitet  ist,  gleichförmig  ins  Unend- 
liche fort. 

Ganz  anders  verhält  sich  die  einfache  Rotation  desselben  Körpers 
nm  die  Axe  CE^  d.  h.  die  Drehung  mit  constanter  relativer  Stellung  aller 
Punkte  des  Körpers  gegen  die  Axe  CE.  Diese  Rotation  verlangt  Dre- 
hung nm  die  Normale  CD  der  Ebene  A  B  mit  der  Geschwindigkeit  ?^=aco*<p. 
Für  diesen  Fall  wird  ^  =  J  a'  Tsin  <pcosq>^=  Ic?  T  sinltp,  E  i  n  e  s  o  1  c  h  e 
einfache  Rotation  mit  der  Geschwindigkeit  or  um  die  Axe  ^i? 
ist  hiernach  nur  möglich,  wenn  fortwährend  Gyralkraft  oder 
einKräftepaarthätig  ist,  dessen  Axe  in  CG'  liegt  uud  dessen 
Moment  den  eben  berechneten  Werth  hat.  Diese  Bewegung 
.kann  sich  also  nicht  von  selbst  aufrecht  erhalten;  ein  Körper, 
welcher  in  eine  solche  Bewegung  versetzt  wäre  und  darauf 
sich  selbst  überlassen  bliebe,  würde  seine  relative  Stellung 
gegen  die  Axe  CJ&' fortwährend  ändern. 

Nur  für  die  beiden  besonderen  Fälle,  wo  g)  =  0  oder  9>  =  90°  würde, 
verschwände  die  Gyralkraft,  d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Axe  CD  in  die  Um- 
drehungsaxe  C^  fiele  oder  wenn  sie  darauf  normal  stände,  könnte  sich 
die  Rotation  von  selbst  fortsetzen. 

Diese  Gesetze  in  Beziehung  auf  Rotation  des  Körpers  AB  um  eine  Axe 
gelten  auch  noch  für  die  in  Fig.  13  dargestellten  Verhältnisse^  wo  ( 
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punkt  C  um  CK=  R  von  der  Axe  FD  entfernt  liegt.     Es  tritt  alsdann  nur 

W 
noch  die  Centrifugalkraft  5^  =  —  a'Ä  auf  und  macht  eine  äquivalente  An- 
ziehungkraft gegen  K  hin  erforderlich.  Hat  man  in  diesem  Falle  a  =  0 
oder  auch  a  =  90°,  so  entspricht  dies  dem  Falle  der  Bewegung  des  Mondes 
um  die  Erde,  welche  mithin  keine  Gyralkraft  erfordert,  sondern  sich  von 
'selbst  fortsetzt,  indem  die  Centrifugalkraft  S  durch  die  Anziehung  der  Erde 
neutralisirt  wird. 

Fragt  man  jetzt  nach  der  allgemeinen  Bedingung,  unter  welcher  sich 
ein  um  seine  Axe  CD  rotirendes  Schwungrad  um  ein  andere  Axe  FD  (Fig. 
13)  drehen  kann,  ohne  Gyralkraft  zu  bedürfen,  so  giebt  der  Ausdruck 
von  M TkViT  die  drei  Antworten:  erstens,  wenn  a  =  0,  d.  h.  wenn  gar  keine 
Drehung  um  FD  stattfindet ;  zweitens,  wenn  1^=0,  d.h.  wenn  das  Schwung- 
rad nicht  um  seine  Axe  CD  rotirt,  also  nur  ein  Kippen  um  die  Linie  AB 
und  eine  scheinbare  rückläufige  Bewegung  des  Schwungrades  um  seine 
Axe  vom  Betrage  ß^r=  acos<p  stattfindet;  drittens,  wenn  ^  =  0  ist,  also  die 
Axe  CD  des  Schwungrades  zur  Axe  FD  parallel  steht. 

Für  eine  constante  Umwälzungsgeschwindigkeit  ri  des 
Schwungrades  wird  die  Gyralkraft  am'grössten,  wenn  qp  =  90^  ist.  Ein 
mit  gegebener  Geschwindigkeit  um  seine  Axe  schwingendes  Rad  ist  also  am 
schwierigsten  um  eine  Axe  FD  zu  drehen,  wenn  die  Schwungradaxe 
CD  normal  auf  der  Drehungsaxe  FD  steht.  ^ 

Für  q>  =  45^  nimmt  die  Gyralkraft  eines  einfach  um  die  Axe  FD  ro- 
tirenden  Körpers,  für  welchen  also  iyc=  «co«  9  ist,  ihren  Maxi  mal  wer  th 
an.  Ein  Revolutionskörper  ist  also  am  schwierigsten  um  eine 
Axe /"/>  einfach  zu  drehen,  wenn  sich  seine  Axe  unter  45  Grad 
gegen  die  Drehungsaxe  neigt. 


Anwendungen. 

16.  Das  rollende  Bad.  Betrachten  wir 
jetzt  das  auf  einer  horizontalen  Ebene  BB' 
rollende  Rad  ÄGBG'  (Fig.  15).  Die  Axe 
CD  des  Rades  neige  sich  unter  dem  spitzen 
Winkel  if}=zCDF'  gegen  die  Verticale  DF' 
oder  die  Ebene  des  Rades  unter  demselben 
Winkel  gegen  den  Horizont.  Wenn  dieses 
Rad  in  dem  Kreise  BB'  rollt,  befindet  es  sich 
in  der  Lage  des  in  Fig.  13  dargestellten 
Schwungrades,  dessen  Axe  CD  ao  weit  auf- 
gerichtet ist,  dass  der  Winkel  CDF^ap 
stumpf,   also  =180*  —  jp  ist.     Zur  Erhal- 


tung dieser  Bewegung  ist  Gyralkraft  nöthig,  deren  po^sitiveAgiijXÄ|  fällt, 
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so  dass  diese  Kraft  darch  ein  Kräftepaar  wie  ÄMy  BN  dargestellt  werden 
kann.  Man  erkenut  sofort,  dass  die  durch  C  nach  unten  wirkende  Schwere 
mit  dem  in  B  nach  oben  wirkenden  Widerstände  der  horizontalen  Ebene, 
so  weit  dieses  Kräftepaar  nicht  durch  das  Kräftepaar  der  in  C  nach  aussen 
wirkenden  Centrifugalkraft  mit  dem  in  B  nach  innen  wirkenden  Widerstände 
aufgehoben  wird,  im  Stande  ist,  die  erforderliche  Gyralkraft  zu  erzeugen. 

Bei  der  Winkelgeschwindigkeit  ii  ist  die  Umfangsgeschwindigkeit  des 
Rades  vom  Radius  r  gleich  ijr.  Da  das  Kad  jedoch  schief  steht,  so  ist  der 
Weg,  welchen  das  Rad  beim  Rollen  in  dem  Kreise  BB'  in  der  Zeiteinheit 
snrücklegt,  keineswegs  gleich  vir^  sondern  grösser,  und  zwar  ist  er  um  die 
scheinbare  Geschwindigkeit  jSr  grösser,  entsprechend  der  seh  einbaren 
Rotation  ß  des  Rades,  welche  ans  der  Drehung  um  die  Linie  Ä  B  entspringt. 
Demnach  durchläuft  das  Rad  in  der  Zeiteinheit  den  Weg  (i/  +  j5)r 
=  (i^  +  aco8'^)r  anf  dem  Umfange  des  Kreises  B B\  Da  der  Abstand  CK 
des  Schwerpunktes  C  von  der  Axe  DF'  mit  R  bezeichnet,  also  der  Radius 
des  letzteren  Kreises  gleich  R  +  rcostj;  ist,  und  dieser  Kreis  mit  der  Win-, 
kelgesch windigkeit  a  des  Schwerpunktes  C  um  die  Axe  DF'  durchlaufen 
wird,  so  hat  man  für  jenen  Weg  auch  den  Ausdruck  cc  {R  +  rcos'^).  Setzt 
man  beide  Werthe  einander  gleich ,  so  ergiebt  sich  die  einfache  Beziehung 

Da  diese  Beziehung  aussagt,  dass  die  Umlaufsgeschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  Cgieich  ist  der  Laufgeschwindigkeit,  welche 
das  Rad  zeigen  würde,  wen^  es  in  aufrechter  Stellung  und  in 
gerader  Linie  rollte,  so  ist  dieselbe  für  die  Mechanik  des  rollenden 
Rades  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  sie  lehrt,  dass,  wenn  das  rollende 
Rad  schief  zu  stehen  kommt  und  in  Folge  dessen  statt  der  ge- 
raden eine  Kreisbahn  durchläuft,  die  Geschwindigkeit  seines 
Schwerpunktes  doch  immer  dieselbe  bleibt. 

Das  Kräftepaar  der  Schwere  ^in  6^  und  des  verticalen  Widerstan- 
des in  B  hat  das  Moment  W.rcosi\)  und  das  Kräftepaar  der  Centrifugal- 

W 
kraft  —  c^R  in  C  und  des  horizontalen  Widerstandes  in  B  hat  das  Moment 

9 

W 

—  tfH.rsinij;.     Beide  wirken  einander  entgegen;  ihre  Differenz  r  fV^cosijß 

9 
sin^)  muss  also  gleich  dem  Momente  der  Gyralkraft,   nämlich 

gleich  ^ari  Tstmp  =  ^ariTsiniff  sein.     Dies  giebt  die  Gleichung 

t  » 

r  JV (cos tif sin  ip)  =  \ari  Tsin tf;. 

Sieht  man  die  Rotationsgeschwindigkeit  17  des  Rades  um  seine  Axe 
oder  auch  die  Laufgeschwindigkeit  fjr  =  aR  des  Rades  als  eine  ursprüng- 
lich gegebene  Grösse  an,  so  hat  man  zwischen  den  vier  Grössen  iy,  a,  1/;  und 
^  zwei  Gleichungen;   es   kann   also   noch  eine  dieser  Grössen  willkürlich 
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bestimmt  werden,  die  übrigen  beiden  finden  sieb  alsdann  als  Functionen  der 
andern  beiden,  stehen  also  aucli  unter  sieb  in  einem  Abhängigkeitsver- 
bältnisse.  Eliminirt  man  zwischen  jenen  beiden  Gleichungen  die  Grösse 
B,  so  ergiebt  sich 

•'(*^+-7-.) 

Je  nachdem  man  if;  durch  cc  oder  a  durch  t^  bestimmen  will,  hat  man 

rW 


9   / 
rW 


(  i^W\ 


FUrtf;  =  0O®  ist  a  •=  0.  Bei  verticaler  Stellung  kann  also  das 
Rad  nur  in  gerader  Linie  rollen.  Irgend  eine  schiefe  Stellung 
des  Rades  not h igt  dasselbe  aber  zu  einer  bestimmten  Winkel- 
geschwindigkeit a  oder  zu  einer  Kreisbahn. 

Wegen  «Ä  =  ^r  ist 

Einer  jeden  schiefen  Stellung  des  Rades  entspricht  mit- 
hin auch  ein  bestimmter  Kreis,  in  welchem  das  Rad  rollt,  und 
umgekehrt  kann  ein  bestimmter  Kreis  nur  mit  einer  bestimm- 
ten Stellung  d  es  Rades  durchlaufen  werden.  Dieser  Kreis  und 
diese  Stellung  sind  übrigens  von  der  Rotationsgeschwindigkeit  rj  oder  von 
der  Laufgeschwindigkeit  rir  =  aR  abhängig,  so  dass  derselbe  Kreis  mit 
verschiedener  schiefer  Stellung  des  Rades  durchlaufen  wer- 
den kann,  wenn  die  Laufgeschwindigkeit  eine  andere  ist.. 

Bei  constanter  Lauf-  oder  Rotationsgeschwindigkeit  des  Rades  wachsen 
und  fallen  B  und  iangxif  mit  einander;  je  schiefer  also  das  Rad  steht, 
desto  kleiner  wird  der  Radius  des  Laufkreises,  desto  grösser 
aber  wird  nach  der  Formel  für«  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  den  Mittelpnnkt  dieses  Kreises  (wie  es  auch  dem  Constantblei- 
ben  der  Laufgeschwindigkeit  orÄ  =  ?^r  des  Schwerpunktes  entspricht).  Für 
das  horizontal  werdende  Rad  (oder  für  t/;  =  0)  wird  also  der  Radius  B 
ebenfalls  gleich  null,  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  a  unendlich 
gross.  Das  letztere  Resultat  enthält  die  Erklärung  der  auffallenden  Er- 
scheinung, welche  ein  rollendes  Rad  (namentlich  in  Form  eines  Geldstückes 
auf  ebener  Fläche)  beim  Umfallen  darbietet,  indem  es  nahe  vor  dem  Ein- 
tritte der  Ruhe  mit  ausserordentlich  grosser  Winkelgeschwin- 
digkeit um   dieVerticale  schwingt,  was  sich  durch  den.  Ton yjder 
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hierbei  in  Folge  der  raschen  Affectionen  der  Fläche  entsteht,  sehr  bemerk- 
bar macht. 

Das  wesentliche  Frgebniss  der  vorstehenden  Entwickelung  besteht  aber 
darin,  dass  die  Schwere,  welche  sich  auf  ein  schief  stehendes 
rollendes  Kad  äussert,  durchaus  nicht  das  Umfallen  des  Ba- 
des, selbstnichtinnochsolanger  Zeit,  auchnichteinmalein 
tieferes  Niedersinken  des  Rades,  sond  ern  ein  fortd  auern  des 
gleichförmiges  Rollen  desselben  im  Kreise  bei  constant  blei- 
bender Neigung  bewirkt,  indem  sich  die  Seh were  zur  Gyral- 
kraft  gestaltet.  Das  factis  che  Niederfallen  des  Rades  ist  ledig- 
lich eine  Folge  des  allmäligen  Erlöschens  der  lebendigen  Kraft  oder 
der  Verminderung  der  Rotationsgeschwindigkeit  rj  vermöge  der 
Reibnng  und  des  Luftwiderstandes.  In  jedem  Znstande  der  Bewe- 
gung gelten  aber  die  vorstehenden  Formeln ;  das  factische  Niederfallen  ist 
daher  mit  den  zuletzt  beschriebenen  Erscheinungen  verbunden.  Der  letzte 
Act  ist  ein  Ausgleiten  auf  der  Lauffläche,  welches  erfolgt,  sobald  die 
Neigung  des  Rades  so  schräg  wird,  dass  die  Resultante  des  Widerstandes 
der  Lauffläche  die  Grenze  des  Reibungswiukels  tiberschreitet. 

Hiernach  begreift  man  auch,  warum  ein  rollendes  Rad  auf  schiefer 
Ebene  nicht  umfällt,  sondern  in  einem  Curvenbogen  abwärts 
läuft. 

Beachtenswerth  ist  noch,   dass,  wenn  man  die  Höhe  lEC  des  Schwer- 
in 

Punktes  Ctiber  der  horizontalen  Ebene  BB^  mit  h  bezeichnet,  h  = , 

*  lang  i/; 

also 

ist.  Hiernach  erscheint  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des  im 
Kreis»  rollenden  Rades  lediglich  als  eine  Function  der  Rota- 
ti onsgeschwindigkeiti^  oder  der  Laufgeschwindigkeit  ijr. 

16.  Der  Kreisel.  Denkt  man  sich  in  Fig.  13  die  Axe  CD  des  Schwung- 
rades A  B  rückwärts  bis  E  auf  eine  horizontale  Ebene  verlängert,  so  hat  man 
einen  Kreisel  vor  sich. 

Die  Gen trifugal kraft  wirkt  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  die 
Schwere,  indem  beide  in  t^ ihren  Angrifi'spunkt  haben  und  mit  den  Wider- 
ständen des  Stützpunktes  E  der  Axe  CE  Kräftepaare  bilden,  welche  nach 
entgegengesetzter  Seite  drehen.  Die  Schwere  wirkt  positiv  um  die  Axe 
C&' und  erzeugt  die  erforderliche  Gyralkraft.  Während  der  Abstand 
CATdes  Schwerpunktes  C  von  der  Drehungsaxe  DF  wie  früher  mit  R  be- 
zeichnet wird,  sei  die  Länge  CE  der  Axe  des  Kreisel  gleich  6. 

Das  Moment  des  Kräftepaares  der  Schwere  ist  W.baintp.    Das-Moment 
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W  W 

der  Centrifugalkraft  — a* R  ist  — a^B.bcosw.     Die  Differenz  beider   muss 

9  9 

gleich  dem  Momente  der  Gjralkraft  sein,  man  hat  also 

b  wl$in<p  —  - —  cos  <pj:=^ai]Tsmq). 

Alle  unsere  Untersuchungen  drehen  sich  um  die  möglichen  Fälle  einer  9 

in  jeder  Hinsicht  gleichförmigen  Bewegung;  es  ist  also  die  Einwirkung 

von  Kräften,  welche  reelle  Arbeit  verrichten,  ausgeschlossen,   mithin  die 

Con  stanz  der  lebendigen  Kraft  der  bewegten  Massen  eine  wesentliche 

Bedingung.     Da  nun   die  Kotationsgeschwindigkeit  i^  des  Schwungrades, 

also  dessen  lebendige  Drehungskr aft,  stets  constant  bleibt,    so  muss 

auch  dessen  lebendige  Fortschrittskraft,   folglich   ^ie  Geschwindigkeit 

aR  seines   Schwerpunktes,    als   eine  constante  Grösse  vorausgesetzt 

werden.     Setzen  wir  daher 

aR  =  c, 

so  ergiebt  die  vorhergehende  Gleichung 

c 
iang  tp  = 


'(i-*?^) 


b^V      g  lang  g> 
Ausserdem  ist 


a  \^  b  fr       g  lang  qp/ 


Aus  diesen  Formeln  erkennt  man,  dass,  so  wie  der  Kreisel  schief  zu 
stehen  kommt,  die  Schwere  ihn  nicht  umwirft,  sondern  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  a  im  Kreise  £^'  herum  treibt.  Diese 
Winkelgeschwindigkeit  a  und  f^uch  der  Kadins  R  des  Kreises,  welchen  der 
Schwerpunkt  C  durchläuft,  hängt  von  dem  Neigungswinkel  q>  der  Axe  des 
Kreisels  gegen  die  Verticale  ab;  je  schiefer  sich  der  Kreisel  stellt, 
oder  je  grösser  g)  wir  d,  desto  grösser  wird  auch  a,  desto  ra- 
scher läuft  also  der  Kreisel  imKreise  herum,  desto  kleiner 
aberwirdderRadius/2diesesKreises. 

Ausserdem  hängen  diese  Grössen  noch  von  der  Laufgeschwindig- 
keit c  des  Schwerpunktes  des  Kreisels  ab,  welche  als  eine  constante  Grösse 
vorausgesetzt  wird.  Je  rascher  der  Kreisel  läuft,  desto  grösser 
wird  g},  desto  mehr  senkt  er  sich  also,  während  gleichzeitig 
seine  Winkelgeschwindigkeit  tt  in  defn  Laufkreise  abnimmt, 
der  Radius /2  dieses  Kreises  aber  zunimmt. 

Wenn  c  =  0  ist,  kann  qp  =  0  und  B  =  0  sein,  während  a  einen  belie- 
bigen Werth  beibehält,  d.  h.  wenn  der  Kreisel  keine  Laufgeschwindigkeit 
hat,  kann  er  sich  mit  beliebiger  Winkelgeschwindigkeit  in  aufrechter  Stel- 
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long  nm  seinen  Schwerpunkt  drehen.     Uebrigens   ist  für  c  =  0  anch  noch 

2b  fV 

eine  andere  Auflösung  möglich,  nämlich  die,  dass  i2  =  0,  o  aber  == 

riT 

und  (p  ganz  willkürlich  ist.  Diese  Auflösung  sagt  aus,  dass  der  Kreisel 
in  jeder  beliebigen  schiefen  Stellung  mit  der  Umdrehungsge- 
schwindigkeit «  =  — ^-wni  die  durch  seinen  Schwerpunkt  ge- 
hende Verticale  sich  drehen  kann. 

Demzufolge  sieht  man  den  Kreisel,  wenn  ihm  keine  Laufge- 
schwindigkeit ertheilt  ist,  um  die  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende  Verticale  in  beliebig  schiefer  Stellung  rotiren,  wo- 
bei seine  Axe  einen  Kegel  beschreibt^  Wenn  derselbe  einen 
Stoss  erhält,  läuft  er  im  Kreise.  In  Folge  der  Reibung  und  des 
Luftwiderstandes  vermindert  sich  ^  und  c,  gleichzeitig  wächst  er,  wogegen 
(p  undB  abnehmen.  Hieraus  folgt,  dass  sich  der  Kreisel,  ehe  er  umfällt, 
immer  steiler  stellt  und  eine  immer  grössere  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Verticale  annimmt,  aber  einen  immer  kleine- 
ren Kreis  durchläuft. 

2b  fV  2b  fV 

So  lange  aij<— ^  ist,  ist  q>  positiv,  für  ari=~--~  wird  q>  willkür- 
lich und  für  ai}  >  wird  9  negativ.  Für  massige  Werthe  der  Ro- 
tationsgeschwindigkeit ff  um  die  Axe  des  Kreisels  und  der  Winkel- 
geschwindigkeit er  um  die  Verticale  stellt  sieh  also  der  Kreisel  vom 
Umfange  des  Laufkreises  EE'  radial  nach  innen,  für  sehr  grosse 
Werthe  von  12  oder  «  dagegen  stellt  er  sich  radial  nach  aussen,  so 
dass  sein  Schwerpunkt  C|  ausserhalb  des  Laufkreises  liegt. 
Die  Bewegung  in  der  letzteren  Stellung  ist  sehr  merkwürdig,  da  sich  als- 
dann die  Masse  des  Kreisels  mit  einwärts  gekehrter  Axe  um  die  Verticale 
schwingt,  ohne  zufallen  und  ohne  durch  die  Gentrifugalkraft 
fortgeschleudert  zu  werden.  Besonders  auffallend  wird  , diese  Er- 
scheinung, wenn  alsdann  der  Durchschnittspunkt  der  Axe  DE  des  Kreisels 
mit  der  Verticalen  FD  in  die  Lauffläche,  also  in  den  Mittelpunkt  0  des 
Laufkreises  fällt,  weil  alsdann  der  Fuss  des  Kreisels  in  0  still 
steht  und  der  Kreisel  sich  um  die  Verticale  OD  schwingt. 

Schliesslfch  ist  die  eigenthümliche  Wirkung  der  Reibung  auf  der  Lanf- 
fläche  und  des  Luftwiderstandes  zu  erörtern.  Soweit  diese  Wider- 
stände als  Kräftepaare  gegen  die  Rotation  des  Kreisels  gerichtet  sind, 
also  dessen  lebendige  Drehungskraft  absorbiren,  vermindern  sie  die 
Grösse  iy,  was  mit  einer  Verminderung  des  Winkels  9,  mit  einer  Vermeh- 
rung der  Winkelgeschwindigkeit  a  und  mit  einer  Verminderung  des  Radius 
i?,  jedoch  mit  keiner  Veränderung  der  Laufgeschwindigkeit  c  hingleitet  ist. 
Diese  Widerstände  richten  also  den  Kreisel  l» ö ij.^j^^^ g^^|gif^l(^}^ 
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schleunigen  seine  Winkelgeschwiodigkeit  um  die  Verticale, 
verengen  aber  seinen  Laufkreis  und  lassen  seine  Laufge- 
scbwindigkeit  ungeändei't. 

Soweit  jene  Widerstände  gegen  den  Lauf  des  Kreisels  gerichtet  sind, 
also  dessen  lebendige  Fortscbrittskraft  consumiren,  vermindern 
sie  die  Grösse  c,  womit  eine  Verminderung  von  9,  eine  Vermehrung  von  a 
bei  einwärts  gekehrter  Stellung  EC  und  eine  Verminderung  von  a  bei  aus- 
wärts gekehrter  Stellung  £C|,  ferner  eine  Verminderung  von  B^  jedoch  keine 
Veränderung  von  t;  verbunden  ist.  Die  letzteren  Widerstände  ha- 
ben also  ebenfalls  den  Effect,  den  Kreisel  steiler  za  stellen, 
seine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Verticale  zu  beschleu- 
nigen und  seinen  Laufkreis  zu  verengen,  ohne  jedoch  seine 
Botationsgeschwindigkeit  zu  ändern. 

Die  Kesultante  der  letzteren  Widerstände,  welche  gegen  die  Laufrich 
tung  des  Kreisels  wirken,  geht  nicht  immer  durch  den  Schwerpunkt  des 
Kreisels.  Insbesondere  wirkt  die  Reibung  der  Lauffläche  gegen  den 
Fuss  j^  des  Kreisels,  erzeugt  also  ausser  einem  ihrer  Kraft  entsprechenden 
Drucke  auf  den  Schwerpunkt  ein  Kräfte  paar,  dessen  Drehungsaxe  paral- 
lel zur  Linie  AB  ist,  also  sowohl  normal  auf  der  Axe  CD  des  Kreisels,  als 
auch  normal  auf  den  Axen  GG'  der  Kräftepaare  der  Schwere  und  der 
Centrifugalkraft  steht.  Die  positive  Halbaxe  des  Kräftepaares  der 
Reibung  ist  CB,  Dasselbe  kippt  also  den  Kreisel  um  die  Linie  GG^  (die 
Durchschnittslinie  der  Drehungsebene  des  Kreisels  mit  der  Drehungsebene 
dieses  Kräftepaares).  Um  die  Richtung  zu  bestimmen,  in  welcher  dieses 
Kippen  erfolgt,  und  in  welche  dadurch  die  Axe  des  Kreisels  versetzt  wird, 
beachte  man,  dass  die  positive  Halbaxe  des  Kreisels  von  ihrer  Richtung  CD 
gegen  die  positive  Halbaxe  CB  des  drehenden  Kräftepaares  abgelenkt  wird. 
Bei  der  einwärts  gekehrten  Stellung  EC  sinkt  also  derKreisel 
in  Folge  des  Kräftepaares  derReibung  tiefer;  bei  der  auswärts 
gekehrten  Stellung  j&C|  dagegen  hebt  er  sich  vermöge  dieser 
Kraft  höher.  Diese  Effecte  combiniren  sich  selbstverständlich  mit  dea 
Effecten  derW^iderstände  gegen  die  Rotation,  um  dieselben  zum  Theil  zu 
unterstutzen,  zum  Theil  zu  neutralisireu. 

Die  Wirkung  des  Kiäftepaares  der  Reibung  lässt  sich  leicht  in  Rech- 
nung Stelleu.  Wir  bemerken  zu  diesem  Ende ,  dass,  wenn  f  den  Reibungs- 
coefficienten  zwischen  dem  Fusse  des  Kreisels  und  der  Lauffläche  bezeich- 
net, das  Moment  dieses  Kräftepaares  gleich  bfPViat.  Wenn  man  will,  kann 
man  die  Momente  aller  drei  Kräftepaare,  der  Schwere,  der  Centrifu- 
galkraft und  derReibung  sogleich  in  ein  einziges  zusammensetzen,  des- 
sen positive  Halbaxe  in  der  Drehungsebene  AGBG*  des  Schwungrades  in 
dem  Winkel  B 6*6^'  liegt  und  ein  Kippen  um  eine  auf  dieser  Axe  normal 
stehende,  gleichfalls  in  der  Ebene  AGBG'  liegende  Linie  hervorbringt. 

Das   Ueberraschende  dieser  Wirkungen  ist,  dass  die  Widerstände 
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hänfig^  Hebungen  hervorbringen,  wo  man  Senkungen  erwartete,  dass 
die  Reibung  am  Fusse  des  oftmals  sehr  schlanken  Kreisels,  statt  seinen 
Umsturz  bu  veranlassen,  seinen  Lauf  (selbst  auf  rauher  Fläche)  nicht  hin- 
dert, sondern  als  Gyralkraft  nur  die  Neigung  seiner  Axe  beeinflusst 
und  dass  der  Kreisel  im  Verlaufe  seiner  Bewegung  je  nach  der  Glätte  und 
Rauhigkeit  der  verschiedenen  Stellen  der  Lauffläche  sich  bald  senkt,  bald 
hebt  und  bald  grössere,  bald  kleinere  Kreise  mit  variabeler  Winkelgeschwin- 
digkeit durchläuft.  Bei  allen  diesen  Veränderungen  vermindert  sich  jedoch 
fortwährend  seine  lebendige  Kraft,  und  zwar  sowohl  seine  Drehungs-  wie 
seine  Fortschrittskraft,  was  den  schliesslichen  Umsturz  meistens  durch  Aus- 
gleiten des  Fusses  herbeiführt. 

17.  Daa  Polytrop  oder  der  Botationgapparat  Denken  wir  uns  die 
Axe  CD  des  Kreisels  um  den  Punkt  D  so  weit  nach  oben  gedreht,  dass  der 
Winkel  q>  stumpf  wird,  so  nimmt  derselbe  die  in 
Fig.  10  dargestellte  Stellung  an,  worin  wir  den 
spitzen  Nebenwinkel  von  q>  mit  ^  bezeichnen. 
Wir  lassen  die  positive  Rotation  ri  in  die  negative 
übergeben,  so  dass  nicht  mehr  (^,  sondern  CE 
die  positive  Halbaxe  des  Schwungrades  ist ,  und 
nehmen  an ,  der  untere  Theil  dieser  Axe  sttitze 
sich  im  Punkte  H  auf  einen  Arm  /ZT,  welcher  in 
/  mit  einer  drehbaren  verticalen  Axe  DF  fest 
verbunden  ist,  während  die  Axe  /Ti^  des  Schwung- 
rades sich  um  H  in  verticaler  Ebene  drehen  kann. 
Der  durch  dieses  System  dargestellte  Apparat  ist 
das  von  Magnus  angegebene  Polytrop,  wel- 
ches im  Wesentlichen  mit  den  zu  ähnlichen  Zwecken  construirten  Rota- 
tionsapparaiten  übereinstimmt.  Wir  setzen  die  Länge  der  Axe  CB=:b 
und  die  des  Armes  /^=d,  während  R  immer  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes C  von  der  verticalen  Umdrehungsaxe  />/*  bezeichnet. 

Bei  der  dargestellten  auswärts  gekehrten  und  aufgerichteten  Stellung 
des  Schwungrades  wirkt  die  Schwere  und  die  Contrifugalkraft|  in- 
dem beide  mit  den  Widerständen  des  Stützpunktes  iT  Kräftepaare  bilden, 
in  derselben  Drehungsrichtung  zusammen,  um  die  Gy ral kraft  zu  er- 
zeugen.    Da  das  Moment  der  Schwere  gleich  JV.bsintf;  und  das  der  Centri- 

fugalkraft  —  a^B,bcosilf  ist,  so  hat  man 
9 


Fig.  16. 


t/^)  =  i« 


flTsm^lf, 


bW[  sin  t/r  H cos 

Diese  Formel  gilt  für  jede  Stellung  des  Schwungrades  wie  //C,  H E^^ 
HE^y  HC^  in  den  vier  Quadranten,  indem  hierfür  der  Winkel  ^  resp.  posi- 
tiv spitz,  positiv  stumpf,  negativ  spitz  und  negativ  stumpf  gesetzt  werden 
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Da  das  Schwungrad  nicht  mehr  ganz  frei  ist,  wie  der  auf  der  Ebene 
laufende  Kreisel,  so  wird  das  um  seine  eigene  Axo  ^^rotirende  und  gleich- 
zeitig um  die  verticale  Axe  DF  sich  drehende  Schwungrad  (soweit  nicht 
Widerstände  oder  sonstige  Kräfte  den  Zustand  ändern)  fortwährend  in  der- 
selben Stellung  gegen  die  Verticale  uud  in  derselben  Winkelgeschwindigkeit« 
verharren.  Die  Bedingung,  dass  die  Lanfgeschwindigkeit  ai?  eine  constante 
Grösse  sei ,  erfüllt  sich  also  hier  von  selbst  und  kann  nicht  als  eine  roaass- 
gebende  aufgestellt  werden.  Dagegen  liefert  die  unabänderliche  Verbin- 
dung des  Schwungrades  mit  der  verticalen  AxeDF  die  Beziehung 

Ä  =  rf  +  &  «m  ijf, 
Substituirt  man  diesen  Werth  von  R  in  die  obige  Gleichung,  so  erhält  man 
zwischen  den  beiden  unbekannten  Grössen  a  und  ^  nur  eine  einzige  Glei- 
chung. Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  eine  von  beiden  beliebig  festsetzt, 
die  andere  als  Function  davon  gegeben  ist.  Löst  man  diese  Gleichung  für 
a  auf,  so  ergiebt  sich 

griTtang^ )         -^/^       f4b  W^d+bsimi, 


f'-cifr- 


Das  mit  gegebener  Umdrehungsgesdiwindigkeit  i}  rotirende  Schwung- 
rad kann  daher  in  einer  beatimmten  Neigung  i/;  nur  verharren,  wenn  sich  • 
dasselbe  zugleich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  um  die 
verticaleAxeJ9^dreht,  Dringt  man  also  das  Schwungrad  in  eine  be- 
stimmte Stellung  und  entspricht  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  verticale 
Axe,  welche  man  demselben  gleichzeitig  mittheilt,  nicht  dem  vorstehenden 
Werthe  von  ce,  ao  kann  das  Polytrop  keine  durchaus  gleichförmige  Be« 
wegung  zeigen;  das  Schwungrad  wird  vielmehr  sinken  oder  aufsteigen,  bis 
seine  Neigung  tp  und  die  beim  Fallen  oder  Steigen  sich  verändernde  Win- 
kelgeschwindigkeit a  der  vorstehenden  Beziehung  genügen. 

Uebrigens  entsprechen  jeder  Neigung  i/;  zwei  verschiedene  »Werthe 
von  a,  je  nachdem  man  die  Wurzelgrösse  positiv  oder  negativ  nimmt. 

Die  Neigung  tfi,  unter  welcher  eine  gleichförmige  Bewegung  überhaupt 
möglich  ist,  hat  ihre  Grenzen,  welche  dadurch  bedingt  sind,  dass  die  Wur- 
zelgrösse in  dem  Ausdrucke  für  a  nicht  imaginär  werden  darf.  Für  eine 
gegebene  Rotationsgeschwindigkeit  i/  muss  also  ^  gross  genug  oder  die 
Axe  HC  des  Schwungrades  flach  genug  gestellt  sein,  so  dass 

d+bsintp=\  7iT  ) 
ist.     So  braucht  füriy  =  00  nur  ^^0  zu  sein;  für  iy  =  0  aber,    d.  h.   für 
ein  nicht  rotirendes  Rad,  muss  iang^  unendlich  gross,  also  i/;  =  90^  sein. 

Umgekehrt  kann  man  die  Möglichkeit  der  Bewegung  für  eine  jede  ge- 
gebene Neigung  i^  durch  eine  hinreichend  grosse  Hotationsgeschwin- 
digkeit  ri  erzwingen,  indem  nur 


zu  sein  braucht. 
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Wenn  das  Schwungrad  sehr  rasch  rotirt  and  ziemlich  schwer 

ist,  auch  hinreichend  steil,  d.  h.  nicht  gar  zu  flach  gestelt  ist, 

80  dass  das  zweite  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  eine  sehr  kleine  Grösse 

gegen  die  £inhek  darstellt,  so   hat  man  mit  genügender  Annäherung  für  a 

die  heiden  Werthe 

2b  W       ,  gvTiangHf  2b  W 
und  =-                             — 


viT  2bfV{d  +  bsin^)        lyJ ' 

Für  ein  äusserst  rasch  rotirendes  Schwungrad  wird  also  die  eine  der 
beiden  möglichen  Umlaufsgeschwindigkeiten  um  die  verticale  Axe,  und  zwar 
die  kleinere  von  heiden,  von  der N e i g u n g  tf;  fast  ganz \inahhängig  (vor- 
ausgesetzt, dass  if;  nicht  zu  klein  ist  oder  das  Rad  nicht  zu  steil  steht).  Diese 
Geschwindigkeit  ist  sehr  klein  und  siö  ist  dieselbe,  bei  welcher  nach  No.  16 
ein  Kreisel  in  jeder  beliebigen  Stellung  um  seinen  Schwerpunkt  schwanken 
kann.  Uebrigens  giebt  es  immer  noch  eine  zweite  Umlaufsgeschwindigkeit, 
welche  von  der  Stellung  if;  abhängig  bleibt;  diese  ist  nach  der  vorstehenden 

Formel  jetzt  sehr  gross,  nämlich  nahezu  gleich  —7-3 


2b}V{d  +  bsin^y 

Wenn  man  das  Polytrop  in  Gang  setzt,  theilt  man  dem  Schwungrade 
gewöhnlich  gar  keine  erhebliche  Umlaufsgeschwindigkeit  um  die  Verticale 
DF  mit,  am  wenigsten  die  grösste  der  beiden  möglichen  Werthe  von  a. 
Die  Geschwindigkeit,  welche  sich  alsdann  von  selbst  einstellt,  wird  mit- 
hin fast  immer  der  kleinere  jener  beiden  Werthe  sein,  welchem  das  obere 
Zeichen  —  vor  der  Wurzelgrösse  angehört. 

Wenn  die  Länge  d  des  Armes  IH  null  ist,  hat  man  im  Wesentlichen 
den  FesseTschen  Rotationsapparat  oder  einen  Kreisel  mit  festgehal- 
tener Fussspitze.     Der  Ausdruck  für  a  wird  alsdann 

griT        (     _  ,/         b  /4b  Wy  | 

Die  umgekehrte  Auflösung  für  1/;  giebt 

Uebrigens  lässt  alsdann  die  Grundgleichung  noch  eine  andere  Auflösung 
nämlich  i|/  =  0  bei  wilkür liebem  a  zu,  was  selbstverständlich  ist. 

2b  W 
Wenn  a  den  Werth  — — -  annimmt  (woran  jetzt  aber  durchaus  nicht  die 
riT 

Bedingung  einer  sehr  grossen  Rotationsgeschwindigkeit  1}  geknüpft  ist), 
wird  i(;  =  90®,  d.  h.  die  Axe  des  Schwungrades  steht  horizontal.  Für 
grössere  Werthe  von  a  ist  i(;  positiv,  das  Schwungrad  hat  also  die  auf- 
wärts gekehrte  Stellung  DE\  für  kleinere  Werthe  von  a  ist  tf>  negativ, 
das  Schwungrad  stellt  sich  also  abwärts  nach  DC2» 

Dass  die  vorstehende  Auflösung  für  or  zwei  Werthe,  für  cosfp  dagegen 
nur  einen  liefert,  darf  nicht  befremden;   dem  einen  Werthe  voä^o^^ääU 
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sprechen  doch  immer  zwei  Werthe  von  i^,  ein  positiver  für  die  Stellung 
DC  und  ein  negativer  für  die  Stellung  DC. 

Wenn  man  in  der  letzten  Gleichung  i/;  als  die  von  a  abhängige  Verän- 
derliche ansieht,  so  ergicbt  sich  durch  Differentiation 

Hiernach  wftchst  der  positive  Winkel  t|;  mit  der  positiven  Winkelgeschwin- 
digkeit (or,  wenn 

ist,  während  im  entgegengesetzten  Falle  der  positive  Winkel  ^  wächst,  wenn 
die  positive  Winkelgeschwindigkeit  a  abnimmt  Hieraus  folgt,  dass  bei 
der  Stellung  und  Bewegungsrichtung  DE  das  Schwungrad  bei  zunehmender 
Winkelgeschwindigkeit  o  sich  senkt  und  bei  abnehmender  Winkelgeschwin- 
digkeit sich  hebt,  oder  dass  dasselbe  in  flacherer  Lage  rascher  um  die  Ver- 
ticale  läuft,   sobald    die  Rotatiousgeschwindigkeit  i}  gross  genug,   nämlich 

grösser  als  — —  ist,  dass  dagegen  das  Schwungrad  bei  zunehmender  Win- 

kelgeschwindigkeit  a  sich  hebt  und  bei  abnehmender  Winkelgeschwindig- 
keit sich  senkt,  oder  dass  dasselbe  in  flacherer  Lage  langsamer  um  die  Ver- 
ticale  läuft,  sobald   die  Rotationsgeschwindigkeit  i^  klein   genug,  nämlich 

kleiner  als  — ■;=-■  ist. 

Für  die  abwärts  gekehrte  Stellung  BC^  des  Schwungrades,  wo  ^ 
stumpf  ist,  bleibt  doch  siix'^  positiv;  es  gelten  also  auch  für  diese  Stellung 
dieselben  Gesetze. 

Wurde  a  negativ,  liefe  also  das  Schwungrad  nach  entgegengesetzter 
Seite  um  die  Verticale,  so  würde 


-»=-A(^+'> 


also  entschieden  negativ  sein.     Diese  Bewegung  kann  also  nur  bei  abwärts 
gekehrter  Lage  BC^  des  Schwungrades  vorkommen. 

Setzt  man  diese  abwärts  gekehrte  Lage,  also  für  ^  einen  stumpfen  oder 
für  CO*  1^  einen  negativen  Werth  — C09tp  voraus,  worin  ^  den  alsdann 
spitzen  Nebenwinkel  F  DC^  von  i/;  bezeichnet,  so  wird 

Der  Umlauf  ist  alsdann  immer  möglich,  weil  die  Wufzelgrösse  im 
Ausdrucke  für  o  reell  ist.  Die  Winkelgeschwindigkeit  dieses  Umlaufes 
kann  aber  sowohl  eine  positive,  wie  eine  negative  sein;  die  positive  ist  die 
kleinere ,   welcher  das  obere  Zeichen  +  vor  der  Wurzelgröase  entspricht, 
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die  negative  dagegen  ist  die  grössere ,  welcher   das  untere  Zeichen  —  vor 

der  Wnrzelgrösse  angehört,  welche  sich  also  nicht  leicht  von  selbst  realisirt. 

Fttr  diese  abwKrts  gekehrte  Stellung  des  Schwungrades  ist  ausser  der  posi- 

2b  W 
tiven,  von  fp  unabhängigen  Gescliwindigkeit  cc  =  — ^ ,    welche    für    sehr 

grosse  Werthe  der  Rotation  t^  stattfindet  und  selbst  sehr  klein  ist,  noch  eine 
andere  Geschwindigkeit  interessant,  welche  für  sehr  kleine  Werthe  der 
Rotation  ri  stattfindet,  insofern  costp  nicht  ku  nahe  am  Nullwerthe  oder  die 
Axe  tles  Schwungrades  nicht  zu  nahe  horizontal  liegt.  Diese  Geschwin- 
digkeit ist,  indem  man  unter  und  vor, der  Wnrzelgrösse  die  Zahl  1  vernach- 

IXssiet,  nahezu  «==+  1/  - — - — ,   also  für  ein  sehr  steil  herabhän- 
**  —  r     b  costp 

gendeSy  langsam  rotirendes  Schwungrad  fast  ==  +  1/  ~. 

Wenn  man  an  der  rückwärts  verlängerten  Axe  CD  des  Schwungrades 
jenseit  ihres  Stützpunktes  (^ff  oder  />)  z.  B.  in  C^  ein  Gewicht  ff^'  anbringt, 
wie  es  bei  dem  Fes seTschen  Rotationsapparate  der  Fall  ist,  so  erzeugt 
man  eine  verticale  Kraft  fr\  welche  das  Schwungrad  in  entgegenge- 
setzter Richtung  wie  das  in  C  wirkende  Gewicht  mit  dem  Momente  b*  W  si/i'^f} 
(wenn  27^3  =  ^' ist)  zudrehen  strebt,  und  zugleich  eine  Centrifugal- 
kraft,  welche  mit  dem  Momente 

—  t^R'b'  cos'üf 

9 
in  entgegengesetzter  oder  in  derselben  Richtung  wie  die  Centrifngalkraft 
des  Schwungrades  wirkt,  je  nachdem  R  oder  der  Abstand  des  Aufhänge- 
pnnktes  des  Gewichts  W  rechts  oder  links  von  der  Verticalen  Z)/*  liegt, 
d.  h.  je  nachdem  It  =^  d  —  b'sirt'^  positiv  oder  negativ  ist.  Immer  wird 
für  diese  Einrichtung  die  Grundgleichung 

{b  JV—b'  W)  sin^  +  -  (6  fVR  —  b'  WR')  cosi^^iatjTsin^, 

und  fiir  den  FeiseTschen  Apparat,  wo  if  =  0,  also  R'  negativ  ist, 

(^  ffr_  ft'  ^')  ^,v,^  +  f!'(6«  jf-  +  5't  ^')  sin^  cosif  ~  ^atj  Tsin^. 

Schliesst  man  die  Auflösung  ^  =  0,  a=:r=  willkfirlich  aus,  dividirt  also  mit 
nntfF,  so  kommt 

"^^^^  -  «•  •        b'W+b'^W       • 
Wenn  das  Gewicht  W  das  Gewicht  ÜT  des  Schwungrades  balancirt,    also 
hW=b'W''\f^  erhält  man 

_  9riT _  9VT 

^^^'^       2ub(b  +  b')W'^      2b{b+b')fFcos^' 
Vermöge  der  Centrifngalkraft  ist  also  auch  in  diesem  Falle  eine  gleich- 
formige  Bewegung  um  die  Verticale  möglich.     Für  ^  =.  00°  muss 
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laufsgeschwindigkeit  a  in  diesem  Falle  allerdings  unendlich  gross  sein, 
d.li.  ein  balancirtes  Schwungrad  vormag  sich  bei  horizontal  er  Axen- 
ätellung  nur  dann  in  Umdrehung  um  die  Verticale  zn  erhalten,  wenn  es  in 
unendliche  Winkelgeschwindigkeit  gesetzt  worden  ist. 

Uobrigens  leuchtet  aus  der  Grundgleichung  eio,  dass,  wenn  b'  W'=b  W 
ist,  die  Forderung  i/;  =  00°  auch  durch  a  =  Ö  erfüllt  werden  kann,  dass  also 
die  horizontale  Axenstellung  eines  bal  an  cirten  Schwungrades  auch 
bei  gar  keiner  Bewegung  um  die  Verticale  möglich  ist.  Ueberhaupt 
kann  für  b'  }F'  =  b  fV  und  a=0  nach  der  Grundgleichung  tj;  jeden  belie- 
bigen Werth  annehmen  ,  d.h.  ein  balancirtes  Seh  wungrad  kan  n 
in  jeder  beliebigen  Stellung  ohne  Umlaufsgeschwindigkeit 
verharren. 

So  lange  das  Gewicht  des  Schwungrades  das  Gegengewicht  über- 
wiegt, also  bW>b'  W'  ist,  entspricht  einem  positiven  i^  ein  positives  a^ 
d.  h.  die  aufwärts  gerichtete  Stellung  des  Schwungrades  ist 
alsdann  nur  bei  positiver  Umdrehung  um  die  Verticale  mög- 
lich. Wenn  jedoch  das  G  egen  gewicht  tiberwiegt,  also  b*  W  >  6  ^  ist, 
entspricht  einem  positiven  %\>  sowohl  ein  positives,  wie  ein  negatives  a,  d.  h. 
die  aufwärts  gerichtete  Stellung  des  Schwungrades  ist  als- 
dann sowohl  bei  einer  positiven,  wie  bei  einer  negativen  Um- 
drehung um  die  Verticale  möglich. 

Differentiirt  man  cusi\)  nach  W\  so  kommt 

w.„  -  ^L^^'l  -K^^+  b')w^%b'-w'\ 
^~  cc\b*w+b'nrysinfif 

So  lange  der  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  positiv  ist,  wie 
es  bei  hinreichend  starker  Rotation  t]  der  Fall  ist,  wächst  der  Winkel  t// 
mit  dem  öegengewichte  JV']  je  stärker  also  das  Gegengewicht  W 
ist,  desto  flacher  stellt  sich  das  Schwungrad.  Bei  sehr  schwa- 
cher Rotation  i/,  wo  der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  negativ  wird, 
findet  jedoch  das  Gegentheil  statt,  je  stärker  alsdann  das  Gegenge- 
wicht W  ist,  desto  steiler  stellt  sich  das  Schwungrad. 

Auf  das  Schwungrad  des  Rotationsapparates  wirken  ähnliche  Wider- 
stände ein,  wie  auf  den  Kreisel.  Namentlich  ist  es  die  Zapfenreibnng, 
welche  immer  mehr  und  mehr  die  lebendige  Drehungskraft  oder  die 
Kot'ationsgeschwindigkeit  ti  vermindert.  Der  Luftwiderstand 
ist  wegen  der  langsamen  Bewegung  um  die^  verticale  Axe  nicht  sehr  erheb- 
lich, und  die  beim  Kreisel  stattfindende  Reibung  am  Fusse  der  Schwungrad- 
axe,  welche  thcils  die  lebendige  Fortschrittskraft  consumirt,  theils  als 
Kräftepaar  eine  Drehung  dorSchwungradaxe  in  vertialer  Ebene  veran- 
lasst, kommt  hier  gar  nicht  vor.  Dagegen  wirkt  hier  die  Reibung  an  der 
verticalen  Axe  BF  als  einBewegungshinderniss,  welches  die  lebendige 
Fortschrittsrichtung  oder  dioUmlaufsgeschwindigkeit  a  allmäh- 
lich vcimindcrt.    Uebrigens  hebe  ich  hervor,  dass  diese  Axenr^ibuog,  sowie 
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überhaupt  jede  unmittelbar  auf  den  Arm  IH  auBgeübte  Kraft  .dnrcbans 
nicbt  ein  Kräftepaar  in  dem  ScUwungrade,  sondern  lediglich  eine  ein- 
fache horizontale  Kraft  im  Schwerpunkte  C  normal  zur  Ebene  Z>^C  er- 
zeugt. Denn  das  bei  iT  befindliche  Charnier,  welches  keine  Drehung 
der  Axe  HE  nach  vorn  oder  hinten,  sondern  nur  nach  oben  oder  unten  ge- 
stattet, bewirkt,  dass  jeder  von  dem  Arme  i^  übertragene  Druck  sich  in 
zwei  Punkten  auf  die  Axe  jfiTJ?  äussert,  die  in  der  Richtung /Ti:,',  wenn  auch 
in  sehr  geringem  Abstände  von  einander,  liegen.  Hierdurch  wird  die  Axe 
HE  wie  ein  Hebel  in  Anspruch  genommen,  und  es  wird  vermöge  der  Stei- 
figkeit  desselben  ein  horizontaler  Druck  normal  zur  Ebene  DFG  unmittel- 
bar auf  den  Schwerpunkt  C  übertragen. 

Hiernach  haben  wir  einfach  die  Wirkungen  zu  untersuchen,  welche 
eine  Verminderung  von  ri  und  von  a  hervorbringen.  Beide  gehen  unab- 
hängig von  einander  vor  sich ;  der  Effect  der  Veränderung  der  einen  Ge- 
schwindigkeit mnss  daher  unter  der  Voraussetzung  betrachtet  werden,  dass 
die  andere  Geschwindigkeit  nicht  gleichzeitig  direct  beeinflusst  werde. 

Betrachten  wir  die  Formeln  für  cos^^  welche  für  den  einfacheren  Fall 
des  Poly  trops  gelten,  wo  die  Länge  d  des  Armes  IH  gleich  .null  ist.  Wenn 
sich  17  vermindert,  vermindert  sich  auch  der  positive  Werth  von  cos^,  es 
vergrössert  sich  also  der  Winkel  t^,  d.  h.  in  Folge  d e r  Z a p f e n r e i b u'n g 
des  Schwungrades  sinkt  dasselbe  allmählich  herab. 

Vermindert  sich  dagegen  die  Umlaufsgeschwindigkeit  a,  so  hängt  der 
Effect  von    der  Stärke    der  Rotationsgeschwindigkeit  tj  ab.    Ist  nämlich 

fl  > — =r  >  so  hebt  sich  das  Schwungrad;  ist  aber  i2<  — ^  »    wie    es    im 
o  i  eil 

Laufe  der  Zeit  sicher  eintritt,  so  senkt  sich  dasselbe. 

Nach  gewisser  Zeit  wird  also  das  Schwungrad  sowohl  in 
Folge  der  Zapfenreibnng  an  seiner  Axe,  wodurch  1}  vermin- 
dert wird,  als  auch  in  Folge  der  Axenreibung  an  der  vertica- 
len  Umdrehungsaxe,  wodurch  et  vermindert  wird,  herabsin- 
ken; vorher  kann  jedoch  mit  einer  Verminderung  von  «  eine 
Hebung  des  Schwungrades  verbunden  sein. 

Hieraus  ist  nun  auch  der  Effect  eines  Druckes  klar,   welchen   man 

gegen  den  Arm  JH  anbringt.     Bewirkt   dieser  Druck  Beschleunigung  oder 

46  fV. 
Vergrössernng  von  a,  so  senkt  sich  das  Schwungrad,  sobald  iy  > — «r^st; 

dagegen  hebt  es  sich,  sobald  ij  < — —  ist.     Hemmt  man  den  Arm  IH^ 

4b  fF 
vermindert  man  also  a,  so  hebt  sich  das  Schwungrad,  falls  ij  > — —     ist, 

et  I 

AbW  •  . 

und  es  senkt  sich,  falls  «< — —  ist.  Bei  seh  wacher  Rotation  ij,  wie 

a  1 

»i^unfelilbar  einmal  eintreten  muss,  hebt  sich  also  das  Schwungrad 
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bei  derBeBchleunignngdes  Armes  IH  wikd  es  senktsich  bei  der 
Hemmung  dieses  Armes,  und  zwar  findet  dieses  Verhalten  so- 
wohl für  ein  aufwärts,  wie  für  ein  abwftrts  gerichtetes 
Schwungrad    statt. 

18.  Das  rotirende  Geschoii.  Das  aus  einem  gezogenen  Geschütze 
geworfene  Geschoss  DE  (Fig.  17)  ist  ein  um  seine  Axe  DE  rotirendes 
Schwungrad  ,  welches  mit  der  Spitze  E  voranschreitet.  Wenn  auf  dieses 
Geschoss  Kräfte  einwirken ,  deren  Resultante  durch  den  Schwerpunkt  C 
geht,  so  werden  dieselben  die  Bahn  dieses  Schwerpunktes  bestimmen,  ohne 
der  Botationsaxe  DE  eine  andere  Stellung  zu  vorleihen.  Von  der  letzteren 
Wirkungsweise  ist  die  Schwere ;  vermöge  der  Schwere  durchläuft  also  das 
Geschoss  eine  parabolische  Bahn  ^^i,  ohne  eine  andere  Axenrich- 
tung  anzunehmen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Schwere  durch- 
aus keine  Veranlassung  zur  Abweichung  der  rotirenden  Ge- 
schosse von  ihrer  Bahn,  auch  nicht  zur  Verdrehung  ihrer  Ro- 
tationsaxe  ist. 

Ferner  folgt  aus  der  Beharrlichkeit  der  Stellung  der  Rotationsaxe  und 
aus  dem  Umstände,  dass  alle  weit  tragenden  Geschütze  ihre  Kugel  mit 
Elevation,  also  in  einer  aufsteigenden  Richtung  DFy  entsenden  müssen, 
dass  die  Rotationsaxe  2>i  Ef  des  Geschosses- in  jedem  Punkte  67|  seiner  Bahn 
mit  der  Spitze  nach  oben  gekehrt  sein  wird,  insofern  nicht  durch  beson- 
dere störenden  Kräfte  eine  Verdrehung  der  Axe  eingetreten  ist. 

Endlich  erkennt  man,  dass  ein  auf  das  Geschoss  wirkender  Seiten- 
wind, insofern  die  Resultante  seines  Druckes  durch  den  Schwerpunkt  der 

Kugel  geht,  eine  Seiten- 

^äC'^- r --'^^^'T^w'  ablenkungdesSchwer- 

*"  wZ^^^^^^  Punktes,  nicht  aber  eine 

X*v^  Veränderung    der 

.  ^     '       Axenrichtung    hervor- 

^  l-  bringen    wird ,    dergestalt, 

jB^r^^^^. ««^----.-----.«-._  -  -  -  ^--_^— ^  j  j^gg  d  jeProjection  der  Flug- 

^' \lS^^'-^  bahn   auf  eine  horizontale 

_,.     ,«      ,o  Ebene  durch  Fig.  18  dar- 

Fig.  17  u.  18.  „    .  ^ 

gestellt  ist. 

Der  Luftwiderstand,  welcher  sich  dem  vordringenden  Geschoss 
von  vorn  entgegengesetzt,  wird  nur  eine  Verzögerung  der  Fortschrittsge- 
schwindigkeit, nicht  aber  eine  Verdrehung  der  Rotationsaxe  erzeugen,  falls 
seine  Resultante  durch  den  Schwerpunkt  C  geht. 

Endlich  kann  die  Abweichung ,  welche  bei  sehr  langen  Flugbahnen 
durch  die  Umdrehung  der  Erde  entsteht,  indem  das  Geschoss  beim 
Eintritte -in  einen  andern  Parallelkrcis  auf  eine  Luftschicht  von  grösserer 
oder  kleinerer  Geschwindigkeit  von  West  nach  Ost  trifft,  also  von  einem 
besonderen  Luft  widerstände  afficirt  wird,  keinen  Einfluss  auf  die  Axgn- 
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Stellung  des  Geschosses  haben,  insofern  die  Resultante  dieses  Luftwider- 
standes durch  den  Schwerpunkt  C  geht. 

Die  Bedingung,  dass  die  Resultante  von  Wind  und  Luftwiderstand 
durch  den  Schwerpunkt  des  Geschosses  gehe,  ist  für  alle  möglichen  Rich- 
tungen dieser  Äusseren  Angriffe  nur  dann  erfüllt,  wenn  das  Geschoss  die 
geometrische  Kugel  form  hat.  Eine  aus  einem  gezogenen  Geschütze  ge- 
worfene wirkliche  Kugel  wird  also  weder  durch  die  Schwere,  noch  durch 
den  Luftwiderstand,  noch  durch  Seitenwinde  veranlasst  werden,  ihre  Ro- 
tationsaxe  zu  verdrehen.  Hiernach  erscheint  die  geometrische  Kugel- 
form  in  Beziehung  auf  Seitenabweichung  und  Verdrehung  der  Rotationsaxe 
als  die  günstigste  für  die  Geschosse;  allein  da  der  Luftwiderstand  von  vorn 
ein  erhebliches  Bewegnngshinderniss  ist,  welches  die  Abweichung  von  der 
parabolischen  Flugbahn  und  die  Verkürzung  der  Wurfweite  herbeiführt  und 
da  dieser  Widerstand  nur  durch  eine  Verlttng&rung  und  Zuspitzung 
des  Geschosses  vermindert  werden  kann,  so  ist  man  in  der  Praxis  der  Feuer- 
waffen doch  genöthigt,  die  Rundkngel  mit  der  Spitzkngel  zu  vertauschen, 
welche  Letztere  ausserdem  eine  bessere  Führung  in  dem  Geschützrohre  ge- 
stattctv 

Die  Rotationsaxe  der  Spitzkugel  kann  nach  Vorstehendem  nur  durch 
solche  Krftfte  verdreht  werden,  deren  Resultante  nicht  durch  den 
Schwerpunkt  geh t.^  Ist  P  die  Resultante  eines 
solchen  Sjstems  von  Kräften  (Fig.  19)  und  C  der 
Schwerpunkt  der  Spitzkngel,  so  erzeugt  jene  Kraft 
P  zwei  verschiedene  Wirkungen.  Denkt  man  sich 
in  C  zwei  der  Kraft  P  parallele  und  gleiche  Kräfte 
0^  R  in  entgegengesetzten  Richtungen  angebracht, 
so  afficirt  die  Kraft  Qr=^P  die  Fortschrittsbewegnng 
der   Spitzkugel   in  der  vorstehend  beschriebenen 

Weise ;  «ausserdem  aber  ruft  das  Kräftepaar  P,  R  die  Tendenz  zur  Dre- 
hung um  eine  auf  der  Ebene  PCR  normal  stehende  Axe  und  demzufolge 
zur  Verdrehung  der  Rotationsaxe  der  Spitzkngel  hervor.  Ueber- 
haupt  wissen  wir  aus  den  früheren  Untersuchungen  über  die  Gjralkraft, 
dass  nur  Kräftepaare  im  Stande  sind,  die  Richtung  der  Rotationsaxe 
der  Spitzkugel  zu  verändern. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Effect  der  verschiedenen,  in  der  Praxis  zur 
Wirkung  kommenden  Kräftepaare.  Wenn  die  Spitzkugel  nach  Fig.  10  und 
überhaupt  so  geformt  ist,  dass  ihr  Schwerpunkt  6^  mehr  nach  vorn  Hegt, 
so  erzeugt  ein  horizontaler  Seitenwind  P  ein  Kräftepaar  P,^,  dessen 
positive  Halbaxe  CA  vertical  nach  oben  gekehrt  ist  (inde.m  dieses 
Kräftepaar  Drehung  in  der  Richtung  EG  DG'  zu  erzeugen  strebt).  Rotirt 
nun  die  Spitzkngel  um  ihre  Axe  DE  so^  dass  CE  die  positive  Halbaxe  ist, 
also  in  der  Richtung  GAG'  Dj  wie  es  in  der  Praxis  immer  vorkommt,  weil 
die  .Geschütze  einen  nach  der  Krümmung  einer  rechten  dchraubengeHMin-T 
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denen  Drall  besitzen,  so  findet  sich  nach  No.  12  die  Richtung,  welche  die 
Rotationsaxe  durch  die  Einwirkung  jener  Gyralkraft  im  Zeitelemente  dt 
annimmt,  cinrcli  die  Diagonale  CEi  eines  Rechteckes,  dessen  eine  Seite  CE 
nnd  dessen  andere  Seite  eine  unendlich  kleine  Verticale  in  der  Richtnng  CJ 
ist.  Durch  einen  Seitenwind,  welcher  wie  P  von  der  linken  Seite  kommt, 
wird  also  die  Spitze  der  Kugel  nach  oben,  durch  einen  von  rechts  kom- 
menden Seitenwind  dagegen  nach  unten  abgelenkt. 

Wenn  der  Seitenwind  dauernd  und  nicht  ganz  übermässig  stark  ist, 
so  dass  eine  gleichförmige  Bewegung  der  Kugel  möglich  bleibt,  bewirkt 
er  eine  fortgesetzte  Drehung  der  Spitzkugel  um  die  horizontale  Axe 
GG'^  und  zwar  in  der  Richtnng  EE^DE^y  wenn  er  yon  links  kommt,  und  in 
der  Richtung  EE^DE^^  wenn  er  von  rechts  kommt 

Durch  einen  heftigen  Wind  kann  also  die  Spitze  eines  Geschosses  von 
langer  Wurfweite  merkbar  nach  oben  oder  unten  abgelenkt  werden.  Rotirte 
die  Spitzkugel  nicht,  so  würde  derselbe  Seitenwind  eine  viel  erheb- 
lichere Ablenkung  der  Spitze  nach  links  oder  rechts  hervorbringen. 

Damit  der  Seitenwind  keine  Ablenkung  der  Spitzkugcl  erzeugte,  müsste 
der  axiale  Durchschnitt  i> 6^ £^'  eine  nach  vorn  und  hinten  symmetrische 
Gestalt  haben ,  weil  alsdann  die  Resultante  des  Winddruckes  durch  den 
Schwerpunkt  C  ginge. 

So  nützlich  diese  Disposition  als  Schutzmittel  gegen  den  Seitenwind 
wäre,  so  bedingt  doch  der  ungleich  energischere  Luftwiderstand   von 

vorn  eine  andere  Mässregel.  Geht  nämlich  die 
Resultante  P,  des  Widerstandes  der  Luft  gegen 
;5— >  ^^  ^^  ^®^  Richtung  CF  (Fig.  20)  fliegende  6e- 
'  schoss  über  den  Schwerpunkt  (7  hinweg,  so 
ist  Cff  die  positive  Halbaxe  der  Gyralkraft,  die 
Fig.  20.  Spitze  der  Kugel  wird  also  seitwärts  na  ob 

rechts,  nämlich  nach  der  Seite  hin  abgelenkt, 
wohin  die  Bewegung  der  obersten  Punkte  A  der  Kugel  zeigt.  Geht  die 
Resultante/^,  jenes  Luftwiderstandes  unter  den  Schwerpunkt  hinweg, 
so  ist  CG  die  positive  Halbaxe  der  Gyralkraft,  die  Spitze  weicht  also  seit- 
wärts nach  links  oder  dahin  ab,  wohin  die  Bewegung  der  untersten 
Punkte  B  zeigt. 

Wäre  die  Flugbahn  des  Geschosses  eine  horizontale  Linie,  be- 
dürfte also  das^Geschtitz  keiner  Elev$ttion,  sa  würde  die  Rotationsaxe  der 
Spitzkugel  stets  horizontal  liegen  nnd  demnach  der  Luftwiderstand  stets 
durch  den  Schwerpunkt  gehen.  Unter  solchen  Voraussetzungen  wäre  also 
die  vorstehend  bezeichnete  symmetrische  Form  nach  vorn  und  hinten,  welche 
der  Seitenwind  verlangt,  auch  passend  in  Rücksicht  auf  den  Luftwi- 
derstand. Wegen  der  unvermeidlichen  Bogenlinie  der  Flugbahn  würde 
jedoch  der  Luftwiderstand  gegen  eine  symmetrische  Spitzkugel  stets  über 
den  Schwerpunkt  hinweg  gehen   und  eine  Seitenablenkmng   der  Spitze 
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heryorbringen.  Wenngleich  die  Elevation  der  Geschütze  immer  gering  nnd 
demzufolge  auch  der  Hebelarm,  womit  der  Luftwiderstand  um  den 
Schwerpunkt  6' wirkt ,  stets  sehr  klein  ist,  so  ist  doch  wegen  der  grossen 
Wurfgeschwindigkeit  der  Geschosse  und  des  quadratischen  Verhältnisses, 
in  welchem  der  Luftwiderstand  mit  der  Wurfgeschwindigkeit  wächst,  dieser 
Widerstand  selbst  so  bedeutend,  dass  er  der  Gjralkraft  ein  erhebliches 
Moment  verleihen  kann.  Hierzu  kommt  noch,  dass  die  Verdrehung,  welche 
der  Luftwiderstand  verursacht,  noch  dadurch  viel  unangenehmer,  als 
die  durch  Seiteuwind  veranlasste  Verdrehung  wirkt,  weil  jene  seit- 
wärts gerichtet  ist,  und  hierdurch  der  Flugbahn  selbst  unter  Mitwir- 
kung des  stets  normal  gegen  krumme  Flächen  wirkenden  Luftwiderstan- 
des eine  Ablenkung  nach  der  Seite  ertheilt  wird,  während  der  Seiten- 
wind Verdrehung  der  Kotationsaxe  in  verticaler  Ebene  und  demzufolge 
auch  Ablenkung  des  Geschosses  in  verticaler  Ebene  erzeugt,  was  für  den 
praktischen  Gebrauch  der  Feuerwaffen  weit  weniger  nachtheilig  ist. 

Ehe  wir  diese  Ablenkung  von  der  Flugbahn  weiter  besprechen,  wol- 
len wir  die  Diskussion  der  Verdrehung  der  Botationsaxe  zu  Ende  führen. 

Wenn  die  Hesultante  des  Luftwiderstandes  immer  horizontal  ist, 
was  auch  eine  ganz  horizontale  Flugbahn  voraussetzt,  und  wenn  die- 
selbe nicht  übermässig  gross  ist,  so  dass  eine  gleichförmige  Bewegung 
der  Kugel  möglich  bleibt,  so  wird  die  Kotationsaxe  DE  der  Spitzkugel  all- 
mäligeineKegeiflächeumdie  durch  den  SchwerpnnktC^gelegte 
horizontale  Flugbahnlinie  beschreiben.  Bei  nicht  zu  grosser 
Wurfweite  und  unter  normalen  Verhältnissen  werden  diese  Bedingungen  in 
der  Artilleriepraxis  nahezu  erfüllt  sein,  und  man  erkennt  daraus  die  beach- 
tenswerthe  Thatsache,  dass  unter  gewöhnlichen  Verhaltnissen  die  Axe 
einer  rotireuden  Spitzkugel  durch  den  Luftwiderstand  nur 
zum  Durchlaufen  einer  Kegelfläche  mit'  horizontaler  Axe, 
also  zu  relativ  geringen  Verdrehungen  veranlasst  wird^  selbst  wenn  ihr 
Schwerpunkt  nach  hinten  verrückt  ist,  wogegen  eine  nicht  roti- 
rende  Spit^kugel  von  dieser  Construction  sich  sofort  nach  oben  oder 
unten  drehen  und  alsbald  sich  ganz  überschlagen  würde.  Je  rascher 
das  Geschoss  rotir  t,  je  enger  also  der  Drall  des  Geschützes  ist,  desto  mehr 
kann  der  Schwerpunkt  nach  hinten  rücken,  ohne  die  Zuverlässigkeit  des 
Schusses  zu  beeinträchtigen,  während  nicht  rotireude  Geschosse  mit  zurück- 
liegendem Schwerpunkte  ganz  unbrauchbar  sein  würden. 

Nun  ist  aber  die  Resultante  des  Luftwiderstandes  im  Allgemeinen  nicht 
horizontal  und  bleibt  auch  wegen  der  krummen  Flugbahn  und  wegen  der 
Drehung  des  Geschosses  weder  in  Beziehung  auf  Richtung,  noch  in  Bezie- 
hung auf  Stärke  und  auf  Angriffspunkt  constant.  Nahezu  wirkt  nämlich 
der  Luftdruck  auf  jedes  FlächeuQlement  normal  und  ausserdem  ist  er 
nahezu  dem  Quadrate  der  relativen  Geschwindigkeit  proportional,  welche 
dieses  Element   in  der  Richtung  seiner  Normalen  hat.     Bezeichnet  »^^^^ 
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den  Neigungswinkel  der  Normalen  eines  Flächenelementes  df  der  Spitskn- 
|rel  gegen  die  Tangente  der  Flugbahn,  ß  den  Neigungswinkel  dieser  Tan* 
gente  gegen  die  Rutationsaxe  des  Geschosses,  t;  die  Wnrfgesch windigkeit 
und  k  einen  Erfahrungscoefficienten ,  so  ist  der  Normaldruck  N  gegen 
jenes  Flächenelement  nahezu  dN  ^=^kv^cos^€idf.  Dieser  Druck  kann  in 
die  beiden  Componenten  d R  =^ kv*cosFaco$(a  +  ß)df  rechtwinklig  zur 
Rutationsaxe  und  ^/^=  Ärt;*co«'crm(a  +  /3)^/'  parallel  zur  Rota- 
tions axe  zerlegt  w^erden. 

Nimmt  man  die  Momente  dieser  Kräfte  in  Beziehung  zum  Schwer- 
punkte des  Geschosses,  so  führt  eine  Summirung  jener  Kräfte  und  ihrer 
Momente  für  die  nach  vorn  gekehrte  Oberfläche  zurKeuntniss  der  Gyral- 
kraftund  ihrer  Drehuugsaxe. 

Ohne  dass  wir  uns  auf  eine  specielle  Berechnung  dieser  Integralsum- 
men einlassen,  übersieht  man,  dass  sowohl  der  normal  zur  Rotationsaxe 
gerichtete  Druck  ^,  wie  der  parallel  zu  dieser  Axe  gerichtete  Druck  P 
gegen  den  voranschreitenden  Theil  der  Spitzkugel  immer  grösser  ist, 
als  gegen  den  hinteren  Theil,  dass  aber  die  Stärke  und  Richtung  von 
B  und  P  und  insbesondere  ihr  Abstand  vom  Schwerpunkte,  also  ihr 
Moment  durch  die  Form  des  Geschosses  mehr  oder  weniger  beeinflusst  wird. 
Im  Allgemeinen  wird  folgendes  Verhältniss  für  eine  Spitzkugel  stattfinden, 
deren  Schwerpunkt  nach  vorn  liegt.  Beim  Fluge  in  der  Richtung  6^/* 
der  Rotationsaxe  wird  die  Resultante  des  Luftdruckes  durch  den  Schwer- 
punkt gehen ;  das  Moment  des  daraus  entspringenden 
Kräftepaares  oder  die  Gyralkraft  ist  also  null.  Beim 
Fluge  in  der  Richtung  CF^  (Fig.  2l),  wobei  natür- 
lich die  Rotationsaxe  in  constanter  Lage  CF  gedacht 
•ist,  wird  die  Resultante  des  Luftdruckes  vor  dem 
Schwerpunkte  vorbeigehen,  die  Gyralkraft  wird 
also  in  der  Richtung  F^  F  wirken  und  ein  bestimm- 
tes Moment  haben,  welches  durch  die  Länge  der 
Fiir  21  Linie  Cf^  dargestellt  ist.   Alsdann  wird  es  innerhalb 

des  Quadranten  FCF^  eine  Flugrichtung  CF^  geben, 
für  welche  die  Resultante  des  Luftdruckes  wieder  durch  den  Schwerpunkt 
geht,  also  die  Gyralkraft  null  ist.  Für  alle  über  CF^  hinaus  liegenden  Flug- 
richtungen CF^^  CF^  geht  die  Resultante  hinter  dem  Schwerpunkte  vorbei, 
die  Gyralkraft  wirkt  also  in  entgegengesetzter  Drehungsrichtung  F^F^F^  so 
dass  -ihr  Moment  C/'j,  Cf^  in  der  rückwärts  gerichteten  Verlängerung  der 
betreffenden  Flugrichtung  aufgetragen  ist.  Für  die  links  von  FF^  liegenden 
Flugrichtungen  wiederholen  sich  dieselben  Verhältnisse  in  symmetrischer 
Weise. 

Man  sieht,  dass  für  vier  Flugrichtungen  CF,  CF^y  CF^,  CF^  die  Gyral- 
kraft null  wird,  dass  sie  für  zwei  Flugrichtungen  C'/"«  und^^^mlposi» 
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tiyes  Maximum  und  für  zwei  Flugrichtangen  CF^nni  CF^  ein  negati- 
ves Maximum  eiTeickt. 

Die  Fig.  21  gilt  zugleich  für  eine  Spitzkugel,  deren  Schwerpunkt  nach 
hinten  liegt,  wenn  man  CF^  als  die  positive  Bichtung  der  Flugbahn 
ansieht. 

Für  eine  ganz  vollkommene  Spitzkagel  müsste  die  Resultante  des 
Luftdruckes  für  jede  Richtung  der  Flugbahn  durch  den  Schwerpunkt  gehen, 
die  Curve  Cfi  Cf^f^  müsste  sich  also  auf  einen  Punkt  reduciren.  Da  eine 
solche  Kugelform  nicht  möglich  ist,  so  sollte  wenigstens  der  vordere  positive 
Theil  C/*,  C  der  Cuive  verschwinden,  d.  h.  es  sollte  für  keine  Flugrichtung 
die  Resultante  des  Luftdruckes  vor  dem  Schwerpunkte  vorbeigehen. 

So  lange  nun  die  Fluggeschwindigkeit  und  demnach  der  Luftwiderstand 
unterhalb  einer  gewissen  Grösse,  nämich  unterhalb  derjenigen  Grösse  bleibt, 
bei  welcher  eine  gleichförmige  Bewegung  der  Spitzkugel  bei  der  durch 
die  Gjralkraft  veranlassten  Drehung  noch  möglich  ist,  wird  dieRota- 
tionsaxe  der  Spitzkugel  eine.  Kegelfläche  um  eine  nahezu 
horizontale  Axe  beschreiben,  gleichviel,  ob  der  Schwerpunkt 
des  Geschosses  nach  vorn  oder  nach  hinten  liegt. 

Wenn  die  Fluggeschwindigkeit  die  eben  bezeichnete  Grenze  überschrei- 
tet, jedoch  eine  gewisse  höhere  Grenze  noch  nicht  erreicht,  hört  zwar  die 
Gleichförmigkeit  der  Bewegung  der  Spitzkugel  auf,  allein  sie  verwan- 
delt sich  erst  in  eine  periodische,  bei  welcher  die  Spitze  eine  allmälig 
sich  erweiternde  und  alsdann  sich  wieder  verengende  Spirale  und  die  Ro* 
tationsaxe  einen  erst  sich  erweiternden  und  dann  sich  wieder  verengenden 
Kegel  um  eine  nahezu  horizontal^  Axe  beschreibt. 

Geht  aber  die  Fluggeschwindigkeit  über  die  letztere  Grenze  hinaus,  so 
bleibt  nur  für  diejenige  Spitzkugel,  deren  Schwerpunkt  nach  vorn  liegt, 
die  Drehungsbewegung  der  Spitze  eine  periodischer,*  für  diejenige  Spitzku- 
gel dagegen,  deren  Schwerpunkt  na<!h  hinten  liegt,  wird  diese  Bewegung 
eine  fortschreitende,  so  dass  das  Geschoss  sich  überschlägt. 

Eine  Spitzkugel  mit  vom  Hegendem  Schwerpunkte  ist  Übrigens  nur 
dann  vor  dem  Ueberschlagen  bei  sehr  grosser  Geschwindigkeit  völlig  gesi* 
chert,  wenn  für  keine  Flugrichtung  die  Resultante  des  Luftdruckes  vor  dem 
Schwerpunkte  vorbeigeht. 

Da  sich  der  Luftdruck  in  zwei  Componenten  normal  und  parallel  zur 
Rotationsaxe  zerlegt,  so  ist  klar,  dass  die  letztere  Componente  P  immer 
mehr  und  mehr  die  Wurfgeschwindigkeit  des  Geschosses  vermindert,  dass 
aber  die  erstere  Componente  R  das  Geschoss  zu  einer  Abweichung  von 
der  Flugbahn  in  der  Richtung  dieser  Componente  nöthigt.  Hier- 
aus folgt,  dass  die  Gyralkraft,  indem  sie  die  Rotationsaxe  der  Spitzkue 
gel  verdreht,  auch  eine  Abweichung  des  Geschosses  von  der 
Flugbahn  nach  derjenigen  Richtung  hin  veranlasst,  wohin  di- 
Spitze  der  Kugel  gedreht  wird,  weil  sich  in  Folge  dieser  Verdrehung^ 
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der  Kotationsaxe  die  Conipononte  R  des  Luftwiderstandes  offenbar  ver- 
grössert. 

Hiernach  ist  die  Abweichung  einer  Spitzkugel  mit  voran  liegendem 
Schwerpunkte,  welche  aus  einem  rechts  gewundenen  Geschütze  geworfen  ist, 
die  folgende.  Wegen  der  Elevation  des  Geschützes  und  der  parabolischen 
Flugbahn  bewirkt  der  Luftwiderstand  dm  absteigenden  Aste,  wo  die  Nei- 
gung der  Rotationsaxe  gegen  die  Flugbahn  hinreichend  gross  ist,  eine 
Verdrehung  der  Spitze  nach  links  und  ausser  der  von  ihm  di- 
rect  Vera nlasstenverticalen  Erhebung  der  ganzen  Kugel  über 
das  Ziel  noch  eine  Abweichung  der  Kugel  links  vom  Ziele. 
Der  von  links  kommende  Seitenwind  bewirkt  eine  Verdrehung 
der  Spitze  nach  oben  und  ausser  der  von  ihm  direct  veranlass- 
ten Abtreibung  der  Kugel  nach  rechts  noch  eine  Abweichung 
derselben  in  verticaler  Richtung  nach  oben.  Der  von  rechts 
kommende  Seitenwind  bewirkt  eine  Verdrehung  der  Spitze 
nach  unten  und  ausser  der  von  ihm  direct  veranlassten  Abtrei- 
bung der  Kugel  nach  links  noch  eine  Senkung  derselben  in 
verticaler  Richtung  nach  unten.  Alle  diese  Verdrehungen 
und  Abweichungen  sind  um  so  geringer,  je  rascher  die  Spitz* 
kugel  um  ihre  Axe  rotirt. 

Bei  einer  runden  Kugel  kommen  in  Folge  des  Luftwiderstandes  und 
des  Seitenwindes  keine  Verdrehungen  der  Rotationsaxe  vor,  und  wenn  die- 
selben vorkämen,  würden  sie  doch  die  bei  einer  Spitzkugel  damit  verbunde- 
nen besonderen  Abweichungen  von  der  Flugbahn  nicht  nach  sich 
ziehen.  Hiernach  hat  die  runde  Kugel  £twas  vor  der  Spitzkugel  voraus; 
allein  der  Nachtheil,  welcher  aus  dem  grösseren  Luftdrucke  gegen 
eine  ruude  Kugel  entspringt,  und  die  Schwierigkeit,  eine  runde  Kugel  aus 
einem  gezogenen  Geschütze  sicher  zu  werfen  und  ihr  die  zu  einer  mög- 
lichstbeharrlichen Flugbahn  nöthige  Itotation  zu  ertheilen,  scheinen  jenen 
Vortheil  in  der  Praxis  zu  überwiegen. 

Aus  Vorstehendem  ziehen  wir  zwei  für  den  Gebrauch  der  Feuerwaffen 
wichtige  Schlüsse.  Der  erste  betrifft  die  Form  des  Geschosses,  der 
zweite  den  Drall  des  Geschützes. 

Die  gewöhnliche  Forderung,  dass  der  Schwerpunkt  der  Spitzkugel  mehr 
nach  vorn  wie  nach  hinten  liege ,  hat  nämlich  in  dieser  Fassung  keine  Be- 
deutung und  verwirklicht  an  sich  durchaus  nicht  die  dabei  ins  Auge  gefasste 
Bedingung  der  Schusssicherheit.  Diese  Bedingung  verlangt  vielmehr, 
dass  die  Resultante  des  Luftdruckes  für  jede  Flugrichtung 
oder  für  jede  Windrichtung  durch  deu  Seh werpunkt  des  Ge- 
schosses gehe,  falls  dies  aber  nicht  2u  ermöglichen  wäre,  dass  sie 
wenigstens  für  keine  Flug-  oder  Windrichtung  vor  dem 
Schwerpunkte  vorbeigehe.  Ob  hierbei  der  Schwerpunkt  vor  oder 
hinter  der  Mitte  der  Axe  DE  liegt,  ist  völlig  gleichgiltig.    D^B^h werpunkt 
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einer  Kagel,  welche  jener  Bedingung  geneigt,  wird  allerdings  nach  vorn 
fallen;  allein  nicht  umgekehrt  wird  eine  Kugel,  deren  Schwerpunkt  vorn 
lieg*»  jener  Bedingung  genügen.  Ausserdem  ist  es  keineswegs  zweckmäs- 
sig, dass  der  Schwerpunkt  weit  nach  vorn  falle,  sondern  es  ist  rathsam,  dass 
er  so  wenig  wie  möglich  aus  der  Mitte  derRotationsaxe  heraus- 
rücke, oder  vielmehr,  dass  dasDrehungsmoment  des  Luftdruckes 
für  jede  mögliche  Flugrichtung,  also  das  Maximum  der  Linie 
C/*^  in  Fig.  21  so  klein  als  irgend  möglich  sei,  weil  alsdann  der 
Seitenwind  diemöglich  kleinste  Abweichung  erzeugt. 

Eine  zweckmässige  Form  der  Spitzkugel  durch  Rechnung  zu  ermit- 
teln,  würde   umständlich    sein;   empfehlenswerther 
für  praktische  Zwecke  dürfte   folgendes  Verfahren  /  "vf/     * 

sein.     Das  Geschoss  DE  (Fig.  22),  dessen  Form  ge-      nc'^^^^^^^js  r 

prüft  werden  soll,  wird  zwischen  zwei  horizontal  lie-  /yr^         ; 

genden  Drehpunkten,  deren  Verbindungslinie  durch        jf^^^'V         ^ 
den  Schwerpunkt  C  geht  (indem   sie  auf  der  Ebene  J^  ^^ 

der  Figur  normal   steht),   möglichst   leicht  drehbar 

gelagert  und  nun  in  allen  möglichen  Stellungen  DE,  Di  i^,,  D^E^  dem  Drucke 
eines  mit  hinreichender  Geschwindigkeit  sich  bewegenden  Luftstromes  P 
ausgesetzt.  An  der  Drehung,  in  welche  das  Geschoss  durch  den  Luftdruck 
versetzt  wird,  erkennt  man  sofort,  ob  die  obige  Bedingung  für  alle  Lagen 
erfüllt  ist.  Insbesondere  darf  keine  Lage  vorkommen,  wo  das  Geschoss  aus 
der  ursprünglichen  Lage  DE  weiter  nach  E^,  E^  herum  gedreht  wird; 
dasselbe  muss  vielmehr  aus  jeder  Lage  in  die  ursprüngliche  zurück- 
kehren. Dieses  Verhalten  muss  die  Kugel  zeigen,  indem  ihr  Schwer- 
punkt möglichst  nahe  an  der  Mitte  der  Linie  DE  liegt,  indem 
alsdann  die  Drehungsmomente  möglichst  schwach  sind. 

Die  zweite  an  eine  Spitzkugel  zu  stellende  Forderung  ist,  dass  sie 
mögliehst  rasch  rotire,  so  dass  ihre  lebendige  Drehungskraft 
möglichst  gross  werde.  Hierzu  würde  ein  möglichst  wenig  ansteigen- 
der oder  ein  möglichst  enger  Drall  des  Geschützes  verhelfen. 
Die  Verengung  des  Dralles  hat  jedoch  aus  mehreren  Gründen  eine  praktische 
Grenze;  theils  wird  die  Kugel  über  zu  schwach  steigende  Windungen  hin- 
weggerissen ,  theils  erzeugt  ein  solcher  Drall  zu  viel  Reibung,  vernichtet 
also  zu  viel  lebendige  Kraft,  theils  leidet  das  Geschütz  zu  sehr  durch  den 
plötzlichen  Stoss  gegen  die  flachen  Windungen.  Diese  Uebelstände  Hessen 
sich  wahrscheinlich  durch  einen  Drall  von  ungleichmässiger  Stei- 
gung erheblich  vermindern«  Besässe  nämlich  der  Drall  an  der 
Seele  eine  sehr  starke,  der  Geschützaze  nahezu  parallele 
Steigung  und  wände  sich  nach  der  M  ündnng  immer  enger,  so 
würde  dieKugel  allmählich,  also  mit  wenigerReibung  nnJUinder- 
nissen  in  den  engeren  Drall  übergeführt.     Auf  diese  Weise  k^}V}^^]r> 

ZeiUchriri  für  MuthemuUk  u.  Phy.ik.  XI.  2.  ^'^'ir  '^  ^^OglC 
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man  mit  weniger  Verlust  an  lebendiger  Fortschrittskraft  eine 
stärkere  lebendige  Dreh  kraft  erzielen. 

Die  Anfertigung  gezogener  Geschütze  mit  ungleichförmigem  Dralle 
mag  einige  praktische  Schwierigkeiten  haben,  kann  aber  nicht  fiir  unans- 
iuhrbar  gehalten  werden. 

19.  Das  Tif  ohrttcken.  Der  Paroxismus  des  Tisch  rücken  s  ist  vor- 
über; die  Begeisterung  der  Adepten,  welche  in  dem  tanzenden  Tische  eine 
geheimnissvolle  Naturkraft  verehrten,  hat  sich  an  dem  nüchternen  Skepti- 
cismus  der  Männer  der  Wissenschaft  gebrochen;  allein  dessenungeachtet 
wuchert  die  Krankheit  im  Stillen  fort  nnd  wird  unzweifelhaft  in  einiger 
Zeit,  wio  jede  Epidemie,  ihren  erneuerten  Umzug  halten.  Wir  werden  dann 
wieder  Frauen  und  ahnungsvolle  Jünglinge  im  Znubeikreise  am  runden 
Tische  nach  dem  Momente  schmachten  sehen,  wo  der  mit  der  Ermüdung 
wachsende  Druck  ihrer  Finger  das  verhängnissvollc  Knacken,  die  ma- 
gische Sprache  des  Tisches,  hervorbringt.  Wir  werden  wieder  das 
ergötzliche  Schauspiel  haben ,  dass  auf  dieses  Knallsignal  die  schon  vorher 
einer  Stütze  bedürftigen  erlahmenden  Glieder  in  eine  taumelnde  Unruhe 
gerathen,  welche  dem  Tische  bald  einen  stärkeren  Ueberdruck  an  dieser, 
bald  an  jener  Stelle  ertheilt  und  dabei  bald  etwas  mehr  rechts,  bald  etwas 
mehr  links  gerichtet  ist,  bis  endlich  in  einem  gUnstigen  Momente  der  Tisch 
ein  wenig  aufkippt  und  sich  zugleich  nach  einer  Seite  dreht.  Welche  Macht 
der  Erde  vermöchte  in  diesem  Augenblicke,  wo  sich  der  Zauber  mit  einem 
plötzlichen  Kucke  löst,  die  begeisternd  aufjauchzende  Gesellschaft  zum 
Stehen-  oder  Sitzenbleiben  zu  bewegen!  Mit  dem  Rufe:  hier  drehe  ich, 
ich  kann  nicht  anders!  stürzt  sich  ein  Jeder  der  eingeleiteten  Bewegung 
nach;  ein  willenloses  Werkzeug  in  der  höheren  Gewalt  der  Klopfgeister, 
treibt  er  den  Tisch  um  und  ist  erstaunt  über  den  Effect,  da  er  es  mit  der 
gläubigen  Ueberzeugung  fühlt,  dass  die  Bewegung  des  Tisches  nicht  von 
der  Gesellschaft,  sondern  die  Bewegung  der  Gesellschaft  von  dem  Tische 
ausgellt. 

Dieser  Taumel  wird  einst  wiederkehren;  da  aber  im  Stadium  der  Ek« 
stase  jeder  Versuch  zu  prosaischer  Auslegung  der  Erscheinung  als  einSacri- 
legium  angesehen  wird,  so  erscheint  es  rathsam,  die  jetzige  Zeit  der  Wind- 
stille zu  einigen  trockenen  Reflexionen  über  das  Phänomen  zu  benutzen, 
welches  auch  für  den  Ungläubigen  einige  interessante  Seiten  hat. 

Um  einen  Tisch  zu  verschieben,  .ist  die  Reibung  zu  überwinden, 
welche  sich  zwiscllen  den  Füssen  und  dem  Fussboden  äussert.  Um  einen 
Tisch  im  Kreise  um  seine  Axo  zu  drehen,  indem  man  ihn  nahezu  am  Um- 
fange der  Platte  angreift^  ist  dieselbe  Reibung  zu  überwinden;  allein  die 
dazu  erforderliche  Kraft  ist  in  dem  Verhältnisse  kleiner,  als  der  Hebelarm 
des  Angriffspunktes  grösser  ist  nls  der  Hebelarm  der  Fusspnnktc,  beide  von 
der  verticalen  Axe  des  Tisches  aus  gemessen.  Um  endlich  einen  dreibei- 
nigen Tisch  um  einen  seiner  Fusspnnktc  zu  drehen,  sind  intivzA^gll)rit- 
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tel  der  ersteren  Keibnng,  and  zwar  mittelst  eines  noch  günstigeren  Hebel- 
verbältnisses  zu  überwinden ,  so  dass  zu  dieser  Bewegung  meistens  nicht 
halb  80  viel  Kraft  erforderlich  ist,  als  zu  der  geradlinigen  Verschiebung. 
Beim  Tischrücken  kommt  aber  zur  Erhaltung  der  Drehbewegung  noch 
nicht  einmal  diese  sehr  reducirte  Kraft, 
es  kommt  überall  keine  Beibang 
dabei  in  Betracht.  Denn  der  tan- 
zende Tisch  verhält  sich  nahezu  wie  der  in 
Fig.  23  dargestellte  Körper,  welcher  mittelst 
des  die  Fusspunkte  unter  sich  verbindenden 
Kreises  AGBG'  auf  dem  Fussboden  rollt 
oder  gewälzt  wird.  Die  Rotation  um  die 
verticale  Axe  MM^  erfordert  also  nur  die 
Ueberwindung  der  sogenannten  wälzenden 
Reibung,  welche  bekanntlich  nur  einen 
kleinen  Theil  der  gleitenden  Rei-. 
bung  ausmacht;  der  zu  überwindende  Rei- 
bnngswiderstand  ist  mithin  höchst  un- 
bedeutend. 


Fig.  23. 


Die  mathematische  Theorie  des  Tischrückens  ist  offenbar  in 
unseren  früheren  Untersuchungen  vollständig  enthalten.  Insbesondere  ist 
der  tanzende  Tisch  dem  in  No.  16  betrachteten  rollenden  Rade  ähnlich. 
Nehmen  wir  an,  der  Tisch  rotire  in  der  Richtung  AGBG'  um  seine  Axe 
MM^^  alsdann  rollt  sein  Fusskreis  in  dem  Laufkreise  JiHK  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  herum.  Zur  Erhaltung  dieser  Bewegung  dient  das 
Gewicht  CW=  W  und  die  Centrifugalkraft  CS^^S^  welche  im  Schwer-  ' 
punkte  ^  der  Tischmasse  wirkt;  ausserdem  wirke  im  Punkte  B^  ein  verti- 
caler  Druck  w.  Behalten  wir  im  Uebrigen  die  Bezeichnungen  aus  No.  15 
bei,  80  dass  a  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Tisches  um  die  verticale  Axe 
/>/^,  if{  die  Rotatiousgeschwindigkeit  um  seine  eigene  Axe  MM^'^  t/'  den  Nei- 
gungswinkel MDF'  der  Tischaxe  gegen  die  Verticale,  r  den  Radius  MB 
des  Fusskreises,  R  den  Abstand  des  Schwerpunktes  C  von  der  verticalen 
Axe  DF'  bezeichnet,  und  setzen  wir  noch  die  Linien  MC=h^  MM^  =  Hy 
Ml  Bi  =  p. 

Der  Fusskreis  durchläuft  in  der  Zeiteinheit  den  Weg  (i^  -f  acosiff)r  auf 
dem  Umfange  des  Laufkreises  BHK.  Da  der  Radius  des  letzteren  Kreises 
=  Ä-A*m^-f-rco*if;  ist,  so  hat  man  für  diesen  Weg  auch  a(jß-Ä«/it/;+rt*o«iJf). 
Aus  der  Gleichheit  beider  Ausdrücke  folgt 

of  (jß  —  h  sin  tjf)  =^  rjr. 

Das  Kräftepaar  der  Schwere  Wm  C  und  des  betreffenden  Theiles 
des  *  verticalen  Widerstandes  in  B  hat  das  HoiwiMxt  W,{rcosi^ —hsvif\>). 
Das  Kräftepaar  der  Centrifugalkraft  in  C  und  des  horizontalen  Wider- 

10*  ^ 
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Standes  in  B  hat  das  Moment  — a*Ä  .  {rsintjß  +  kcosti;).      Das  Kräftepaar 

des  Druckes  w  in  B^  und  des  betreffenden  Theiles  des  verticalen  Widerstan- 
des in  B  hat  das  Moment  w.(^qcos'^ — 'Esintf;  —  rcostj;).  Die  letzten  beiden 
Kräft^paare  wirken  dem  ersten  entgegen;  man  erhält  also  die  Gleichung 

W(r  cos^—h  sin  ^) a'  Ä  (r  sin  ip+kcosrj;)  —  w  (^  cos  ^  —  Jlsin  ^\f"-r  cos  t^) 

^=^\aifiTsin'\if, 
Eliminirt  man   zwischen   dieser  und   der  vorhergehenden   Gleichung   die 
Grösse  R^  so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  o  und  tf;  zurück. 
Die  Auflösung  derselben  für  a  giebt 

JV 
ri  [\  Tsin  i^+  —  r{rsini\f  +  h  cos  rff)] 


9 


-y\- 


w 

2  —  h(r  sin  ^Iß  +  hcos  ^)  sin  ^ 
l^Tsirnff-] r{rsin^+hcos'tlf)Y 


W 

[2  —  h  (rsin  tf;  +  hcosylj)sin  t/;]* 

fF(r  cosiif  —  h  sin  t^)  —  w{q  cos  i/;  —  Hsin^f  —  r  cos  tf/)  1 
jp  r. 

+  — h{rsinift  +  hcosil/)sinrft  l 

Für  den  hier  in  Betracht  kommenden  positiven  Werth  von  aiüt  die  Wurzel- 

grosse  positiv  zu  nehmen. 

W^ährend  für  das  rollende  Bad  in  No.  15  der  Fall  von  besonderem 

^  Interesse  war,  wo  die  Rotation  i}  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  ein  Fall, 

welcher  hier  den  Näherangswerth 

W{r  —  htang^)  —  w{q — r  —  Htang^) 

—  j™ 

n  [\  l'^^^Q  ^  H —  ^  (^  ^^9  * + Ä)] 

ergeben  würde,  ist  für  das  Tischrücken  der  Fall  von  grösserer  Bedeu- 
tung, wo  ri  sehr  klein  ist.  Für  den  letzteren  Fall,  wo  ri  nahezu  gleich 
null  ist,  hat  man  hinreichend  genau 

}V(r  —  klang  1^)  —  w{q — r  —  Htang%\f) 

—  h{r  lang  ^  +  A)  sin  ^ 
9 
Die  Laufgeschwindigkeit  uR  des  Schwerpunktes  C  und  nahezu  die  des 
Mittelpunktes  Mi  des  Tisches  ist  gleich  17 r+  ahsin'^,  oder  wenn  ij  klein  ge- 
nug ist,   nahezu  gleich  a Am if;.     Demnach  ist  diese  Laufgeschwindigkeit 
nahezu 


f 


..y 


[  ^(^ — A  ^^^9  ^)     -  w  (^  —  r  —  Htang  '^)]  h  sin  rft 
aB~  I  / ^ . 

—  {r  lang  tjß  +  h) 
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Die  scheinbare  Rotation  ß  der  Tischplatte,  welche  ans  der  Drehung 
um  eine  zu  Ai  B^  parallele  Linie  entfipringt,  oder  die  Winkelgeschwindig- 
keitf  mit  welcher  der  ideelle  tiefste  Punkt  /?,  den  Umfang  der  Tisch- 
platte durchläuft,  ist  gleich  acos'^  oder  bei  der  Kleinheit  des  Winkels  ip 
nahezu  =or. 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  folgende  Schlüsse. 

Der  unter  dem  Winkel  if;  aufgekippte  Tisch  braucht  gar 
keine  Rotation  17  um  seine  Axe  MM^  zu  besitzen,  um  gleichwohl 
in  einer  gleichförmigen  Wälzbewegung  aufseinem  Fuss  kreise 
zu  beharren.  Es  braucht  auch  kein  Druck  w  auf  diesen  Tisch 
ausgeübt  zu  werden,  um  jene  Bewegung  dauernd  zu  erhalten, 
indem  die  eigene  Schwere  und  Centrifugalkraft  hierzu  vollkommen  ausrei- 
chen, d.  h.  man  kann  in  den  vorstehenden  Formeln  w=.0  setzen,  ohne  die- 
selben zu  beeinträchtigen.  Die  ganze  Arbeit,  welche  auf  den  tanzenden 
Tisch  entwickelt  zu  werden  braucht,  um  ihn  im  Gange  zu  erhalten,  besteht 
mithin  in  der  geringfügigen  Quantität,  welche  durch  die  wälzende  Rei- 
bung und  die  schwachen  Stösse  an  den  Füssen  allmählich  consumirt  wird. 
Um  den  Tisch  in  Bewegung  zu  setzen,  ist  Nichts  weiter  erforderlich,  als 
denselben  ein  wenig  aufzukippen,  wozu  ein  massiger  Ueberdrnck  bei 
B^  erforderlich  ist,  und  alsdann  einen  schwachen  Druck  an  irgend 
einer  andern  Stelle  auszuüben,  so  dass  die  wälzende  Bewegung  im 
Fusskreise  eingeleitet  wirdä  Der  Tisch  wird  sich  in  Folge  dessen  sofort 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  um  eine  Verticale  D  f'  in  Bewegung' 
setzen,  und  diese  Geschwindigkeit  hat,  selbst  wenn  die  Rotation  7;  des 
Tisches  um  seine  eigene  Axe  null  bleibt,  doch  einen  namhaften  Werth. 
Dieser  Werth  ist  sogar  um  so  grösser,  je  kleiner  der  Winkel  t/;  oder  je 
weniger  die  Tischaxe  ans  der  verticalen  Richtung  gebracht, 
undje  kleiner  der  üeberdruck  tv  ist.  Für  t/;  =  0  wird  die  Winkelge- 
schwindigkeit ff  sogar  unendlich  gross,  was  dem  in  No.  15  betrachteten 
Falle  eines  umfallenden  rollenden  Rades  entspricht. 

Die  wirkliche  Bewegung  eines  Punktes  B^  der  Tischplatte  setzt  sich 
aus  der  Rotation  17  um  die  Tischaxe  MM^  und  aus  der  Winkelgeschwindig- 
keit ff  um  die  Axe  D F'  des  Luftkreises  zusammen.  Im  Allgemeinen  wird 
71  klein  und  a  gross,  auch  wird  der  Radius  R  des  Luftkreises  von  der 
Axe  DF*  bis  zum  Schwerpunkte  C  des  Tisches  klein  sein;  die  Gesell- 
schaft der  Tischrücker  braucht  also  nur  mit  massiger,  ja  unter  Umstän- 
den sogar  mit  sehr  kleiner  oder  gar  keiner  Geschwindigkeit  um  die 
Tischaxe  zu  schreiten;  dabei  werden  aber  die  Hände  eine  sehr  rasche, 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  oder  der  scheinbaren  Bewegung  /?,  womit 
der  tiefste  Punkt \ß,  auf  und  niedersteigt,  entsprechende  Bewegung 
verspüren  und  ihr  folgen,  falls  nicht  der  Radius  R  so  gross  wird,  dass  selbst 
die  Körper  der  Gesellschaft  dieser  Bewegung  folgen  müssen. 

Das  periodische  Niedersinken   des  Punktes  B^  ist  für  ^^f^P^hftHl'p 
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gelegte  Hand  eine  natürliche  Veranlassung  zur  Ausübung  des  Druckes  w^ 
und  da  dieser  Punkt  von  selbst,  d.  h.  ohne  den  Willen  und  das  Bewusstsein 
der  Gpsollschaft  den  Kreis  der  Tischplatte  durchläuft,  so  wird  der  Druck  w 
von  der  im  Kreise  stehenden  Gesellschaft  gerade  so,  wie  das  Experiment  es 
erfordert,  willenlos  ausgeübt.  Ferner  afficiren  die  aufgelegten  Hände,  indem 
die  Gesellschaft  der  Kotation  ri  einfach  folgt,  vermöge  der  Adhäsion  zwi- 
schen den  Händen  und  der  Tischplatte  diese  Platte  in  derRichtungdie- 
ser  Rotation,  ersetzen  also  unwillkürlich  die  durch  die  wälzende  Reibung 
und  durch  Stösse  allmählieb  sich  verzehrende  lebendige  Kraft.  Ist  die  Rota- 
tion ?;  null,  so  ist  ein  Seitenschnb  auf  den  Tisch  überhaupt  nicht 
nöthig;  die  Gesellschaft  kann  alsdann  stillstehend  durch  den  periodi- 
schen schwachen  Druck  w  die  Wälzbewegung  des  Tisches  unterhalten. 

Unverkennbar  hat  die  Bewegung  des  Tisches  etwas  sehr  Ei- 
genthümliches.  Ganz  unbedeutende  Druckkräfte  wund  höchst 
geringfügige  Seitenpressungen  sind  ausreichend,  selbst  einen 
schweren  .Tisch  in  Bewegung  zu  erhalten.  Auch  wenn  die 
Rotation  7}  des  Tisches  um  seine  Axe  hierbei  ziemlich  gering 
bleibt,  kann  er  eine  lebhafte  Fortschrittsbewegung  aR  an- 
nehmen, ganz  besonders  kann  sich  aber  hiermit  eine  stür- 
mische Rollbewegung  a,  ein  rasch  umlaufendes  Heben  und 
Senken  gleich  einer  auf-  und  niedergehenden  Wellenbe- 
wegungverbinden, von  welcher  die  Eingeweihten  sagen  ^der 
Tisch  bäumt  sich".  Während  die  Rotation  eine  I3ewegung  in  der 
Richtung  GiB^  ist,  geht  die  Fortschrittsbewegung  im  Lauf- 
kreise BHl^  in  entgegengesetzterRichtung^i  6^1  her  um;  gleich- 
zeitig sinkt  ein  von  ^|  gegen  6^i  liegender  Punkt  der  Tisch- 
platte herab,  während  ein  von  ^,  gegen  (r,  hin  liegender  Punkt 
ansteigt.  Indem  also  ein  Tischrücker  der  Bewegung  des  Ti- 
sches folgt,  bäumt  sich  bald  der  Tisch  gegen  seine  Hand,  bald 
senkt  er  sich  unter  seiner  Hand.  Diese  ganze  Bewegung  macht 
sich  für  die  aufliegende  Hand  fühlbar  und  charakterisirt  sich 
sofort  als  eine  sehr  eigenthümliche  und  energische;  sie  hängt 
aber  durchaus  nicht  von  demWillen  des  Einzelnen,  ja  noch  nicht 
einmal  von  dem  der  ganzen  Gesellschaft,  sondern  von  dem  ge- 
gebenen mechanischen  Systeme,  insbesondere  von  derzufälli-  , 
gen  Neigung  ^  des  Tisches  ab,  und  wird  durch  die  schwachen, 
unregelmässigon  und  unwillkürlichen  Pressungen  der  Hände 
unterhalten.  Ein  beabsichtigterstarkerDrnck  oder  Schubkann 
zwar  die  Bewegung  alteriren,  verstärken  oder  schwächen, 
aber  bei  einem  schweren  Tische  nur  sehr  allmählich  und  nicht 
in  einem  berechneten  Maasse.  Ein  massiger  widerstrebender 
Druck  erweist  sich  als  un wir ksam  und  selbst  von  einem  roas- 
sigcu  Drucke  in  günstiger  Richtung  kann  mau  nich^monientan 
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einen  erheblichen  Effect  verspüren.  Der  an ^enblick liehe 
Zustand  der  Bewegung  ist  viemehr  das  Resultat  der  Gesa  mm  t- 
Wirkung  aller  früheren,  von  so  verschiedenen  Personen  aus- 
geübten Wirkungen.  Im  Allgemeinen  liegt  in  der  Bewegung 
des  Tisches  eine  unwillkürliche  Nöthignng  ssnm  Nachfolgen 
derdaraufruh  enden  Hände,  welchemitdem  Tischein  Berüli- 
rnng  bleiben  wollen,  und  demgemäss  zur  unbewussten  Aus- 
übung der  erforderlichen  schwachen  Pressungen.  Da  nun  zwi- 
schen diesen  unmerklichen  Pressungen  und  der  daraus  her- 
vorgehenden eigenthümlichen  kräftigen  und  stetigen  Bewe- 
gung,welche  bei  der  Schwere  des  Tisches  einen  grossen  Kraft - 
aufwand  vermuthen  lässt,  keine  leicht  übersehbare  Beziehung 
l)esteht,8okündigtsichdieBewegungdes  Tisches  dem  Gefühle 
als  eine  selbstständige  an,  welcher  gegenüber  die  Bewegung 
des  tastenden  Tischfückers  als  eine  unfreiwillige  oder  vom 
Tische  erzwungene  erscheint.  Was  Wunder,  wenn  die  grosse 
Menge  in  der  Unkenntniss  des  natürlichen  mechanischen  Zu- 
sammenhanges in  dem  Tische  eine  Art  von  Spukeding  wittert, 
welchesdurch  das  geduldige  Ausharren  der  in  Kettenform  ver- 
schlungenen Geisterbeschwörer  endlich  ungeduldig  wird  und 
den  Tisch  mitsammt  der  gläubigen  Gesellschaft  in  eine  Art 
Veitstanz  versetzt! 
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In  oiner,  im  1.  Hefte  des  laufenden  Jahrgangs  dirser  ZeitBclirift  (S.  31 
bis  46)  abgedruckten  Abhandlung  macht  Herr  Claus  ins  über  eine  Arbeit 
von  mir,  welche  im  vorigen  Jahrgänge  derselben  Zeitschrift  enthalten  ist, 
einige  Bemerkungen  ,  auf  welche  ich  nJir  folgende  Entgegnung  erlauben  zu 
dürfen  glaube. 

Zu  der  Zoit,  ahs  ich  meine  Abhandlung:*)  „Ueber  einen  Satz  der  me- 
chanischen Wärmetheorie  für  beliebige  Processe  etc.''  schrieb,  waren  über 
den  Ausdruck 

T  ' 

worin  Q  die  einem  Körper  zugeführte  oder  entzogene  Wärme  und  T  die  ab- 
solute Temperatur,  die  er  dabei  hat,  bezeichnet,  zwei  Untersuchungen  ver- 
öffentlicht, beide  von  Clausius,  nämlich:  1)  „lieber  eine  veränderte  Form 
des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischenWärmetheorie****)  und  2)  „Ueber 
die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  auf 
die  innere  Arbeit".***)     In  der  ersten  entwickelt  der  Verfasser  die  Sätze: 

— ,  worin  T  jedoch  vorläufig  noch  allgemein  eine 

Function derTemperatur bedeutet,  ausgedehnt  auf  umkehrbare  Kreispro- 
ce^se.  Null  ist,  und  2)  dassebenjenesintegral  für  nicht  umkehrbare  Kreispro- 
cesse  stets  einen  negativen  Werth  hat,  vorausgesetzt,  dass  man  eine,  dem 
Körper  zu  geführte  Wärmemenge  als   positiv  betrachtet.     Aus  dem  ersten 


*)  Siehe  diese  Zeitschrift,  X.  Bd  ,  S    100. 
**)  Poggend.  Annalen,  Bd.XCUI,  S.4H1  und  Clansins'  Abhandhingensninm- 
lung  8.  1 27. 

***)  Poggend.  Annalen,  Bd.  CXVI,  S.  73  und  Clausius'  AbhandlungenFamni- 

lung  S.  242.  /^  T 
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Satze  folgt,  dass  der  Ausdmck  —  (natürlich  für  umkehrbare  Processe)  ein 

vollständiger  Differentialansdmck  sein  muss,  und  unter  Zuhilfenahme  des, 
aus  dem  ersten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wftrmetheorie  folgenden  Werthes 
für  dQ  ergiebt  sich  daraus  die  Gleichung: 

dv  dT 

in  der  gewöhnlichen  ßezeichnungsweise.     Indem  man  dieselbe  endlich  auf 
ein  Gas  anwendet,   welches  das  Mariotte-Gay -Lussac'sche  Gesetz  be- 
folgt, und  dessen  innere  Arbeit  Null  ist,   findet  sich,  dass  T  nichts  anderes 
als  die  absolute  Temperatur  des  Körpers  sein  kann.  —  Was  den   zweiten . 
obigen  Satz  anbelangt,  so   bestimmt   Clausius  den  Werth  des  Integrals 

-^  allgemein  nicht  näher,  sondern  begnügt  sich  (später)  da.  Wo  er  den- 
selben braucht,  ihn  für  jeden  speciellen  Fall  besonders  zu  entwickeln,  und 
zwar  natürlich  stets  nur  in  seiner  Anwendung  auf  Kreisprocesse,  wie  denn 
in  dieser  ersten  Abhandlung  Clausius  ausschliesslich  von  Kreisprocessen 
spricht.  Und  diese  Beschränkung  legt  er  sich,  wie  er  in  der  zweiten  oben 
citii-ten  Abhandlung  selbst  sagt,  deshalb  auf,  „weil  die  innere  Arbeit 
meistens  so  wenig  bekannt,  und  mit  einer  andern  ebenfalls  unbekannten 
Grösse  in  solcher  Weise  verbunden  ist,  dass  man  sich  bei  ihrer  Behandlung 
einigermaassen  von  Wahrscheinlichkeitsgründen  leiten  lassen  muss,  während 
die  äussere  Arbeit  der  unmittelbaren  Beobachtung  und  Messung  zugänglich 
ist,  und  eine  strengere  Behandlung  zulässt  etc.  etc/^ 

Im  weiteren  Verlaufe  dieser  zweiten  Abhandlung  bestimmt  dann  Clau- 
sius den  Werth  des  in  Rede  stehenden  Ausdruckes  unter  Zuhilfenahme  des 
Begriffes  der  Disgregation  und  der  schon  in  mein  er  Abhandlung  (a.a.O.S.  110) 
angeführten  Hypotliese.  Diese  Bestimmung  ist,  wie  er  in  seiner  Entgeg- 
nung auf  meine  Arbeit  (siehe  diese  Zeitschrift,  XI.  Bd.  S.33)  selbst  sagt,  der 
eine  Zweck  jener  Abhandlung,  und  insofern  habe  ich  mir  auch  erlaubt,  die 
meinige  damit  in  Vergleich  zu  bringen.  Dass  ich  dabei  nicht  beachtet  hätte, 
dass  HeiT  Clausius  auch  noch  den  zweiten  Zweck  mit  seiner  Arbeit  ver- 
band, die  physikalische  Bedeutung  jenes  Ausdruckes  zu  ergründen ,  kann 
doch  sicherlich  aus  jener  Gegenüberstellung  nicht  gefolgert  werden,  wie  mir 
denn  auch  nichts  ferner  lag,  als  die  Meinung,  dass  meine  Untersuchung  in 
dieser  Beziehung  die  C 1  a  u  s  i  u  s*sche  ersetzen  oder  gar  verdrängen  solle. 
Der  Abfassung  meiner  Abhandlung  lag  vielmehr  einfach  der  Gedanke 
zu  Grunde,  es  müsse  sich  bei  irgendwelcher  Zustandsänderung  eines 
Körpers  lediglich   aus  den  beiden  Hauptsätzen  der  mechanischen  Wärme- 

i'dO 
theorie,  ohne  Zuhilfenahme  irgend  einer  Hypothese,  für  das  Integral    /  -^ 

ein  allgemeiner  Ausdruck  ableiten  lassen.  Dieser  Ausdruck  sollte  dann 
auf  den  speciellen  Fall  eines  Kreisprocesses  angeweudjet  und  Qiurch  Ver- 


gral/^. 
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gleichung  des  so  gewonnenen  Werthes  mit  den  beiden  von  Clansins  in 
i?einer  ersten  Abhandlung  für  Kreisprocesse  entwickelten  oben  angeflihrten 
8ätzen  eine  scharfe  Begriffsbestimmung  von  umkehrbar  und  nicht  umkehrbar 

erhalten  werden. 

///  n 
—  sich  müsse  erlangen 

lassen ,  schloss  ich  aus  der  näheren  Betrachtung  der  in  meiner  oben  citirten 
Abhandlung  unter  No.  18  (S.  115)  mitgetheilten  und  entwickelten  Gleichung, 
die  ich  schon  früher  gefunden  hatte  (ohne  zu  wissen,  dass  schon  Rankine 
eine  ähnliche,  wenn  auch  nicht  in  so  allgemeiner  Form,  aufgestellte  habe). 
'  Von  dieser  Gleichung  zu  der  No.  25  (S.  117  meiner  Abhandlung),  in  welcher 

—  gefunden  zu  haben   meine,   war  eben 

kein  sehr  grosser  Schritt  mehr  zu  thun.  Und  aus  dieser  letzten  Relation 
^.ndlich  war  unschwer  die  No.  33  und  33a  (S.  120)  für  Kreisprocesse  abzu- 
leiten, womit  die  von  Clausius  im  Allgemeinen  noch  unbestimmt  gelassene 
Grösse  N  gefunden  war.  Daraus  ergab  sich  sofort,  dass  diese  Grösse  alle- 
mal Null  wird ,  wenn  in  dem  untersuchten  Kreisprocesse  die  Zustandsgiei- 
chungen des  Körpers  (so  nenne  ich  die  Relationen  zwischen  Druck,  specifi- 
schem  Volumen  und  Temperatur)  durchweg  dieselbe  Form  behalten ,  und 
damit  war  die  Bestimmung  gewonnen,  dass  die  von  Clausius  so  genannten 
umkehrbaren  und  nicht  umkehrbaren  Processe  solche  seien,  bei  denen  die 
Zustandsgieichungen  des  Körpers  ihre  Form  beibehalten  oder  verändern. 

Allerdings  hätte  ich  auf  dem  oben  näher  bezeichneten  Wege ,  an  den 
Clausius  in  seiner  Entgegnung  erinnert,  und  auf  den  er,  wie  mir  wohl  be- 
kannt war,  schon  früher  hingewiesen  hat,  zur  Ueberzeugung  kommen  kön- 
nen, dass  für  den  speciellenFall  von  umkehrbaren  Processen  (im  Clau- 

sius'schen  Sinn)  der  Ausdruck  —  ein  vollkommener,  den  Bedingungen  der 

Integrabilität  genügender  Differentialausdruck  sein  und  sich*  daher  das  Inte- 

—  finden  lassen  müsse.     Aber  K  war  ja  mit  dieser  Ueberzeugung 

von  seiner  Existenz  jener  Werth  selbst  noch  nicht  gefunden ;   2.  wollte  ich 

einen  ganz  allgemein,  für  jeden  Process  giltigen  Werth  für   /  -rr  ableiten 

und  3.  konnte  ich  die  Clausius'scheu  Sätze,  die  ich  ja  unter  näherer  Be- 
stimmung der  ihnen  zu  Grunde  liegenden  Begriffe  von  umkehrbar  und  nicht 
umkehrbar  aus  meinem  allgemeinen  Resultat  erst  wieder  herholen  wollte, 
nicht  schon  zur  Ableitung  dieses  Resultates  benutzen. 

Ich  dächte  also ,  die  Sache  wäre  einfach  und  eine  grössere  Allgemein- 
heit meines,  unabhängig  von  den  Clausius^schen  Entwickelungen  abgelei- 
teten Satzes  schon  um  deshalb  um  so  weniger  zu  bezweifeln,  als  ich  ja  eben 
thatbächlich  die  Clausius^ sehen  Sätze  als  specielle  Fälle  daraus  abgeleitet 
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habe.  Ich  war  auch  weit  davon  entfernt,  zn  erwarten,  dnss  sich  Clans  ins 
in  seiner  Entgegnung  hie  gegen  wenden  wtlrde;  vielmehr  glaubte  ich,  einer 
AeuBsemng  desselben  über  meine  nähere  Bestimmung  von  „umkehrbar^*  und 
„ nicht  umkehrbar "  entgegensehen  zu  dürfen.  Denn,  in  der  That,  hier 
scheinen  unsere  Ansichten  aus  einander  zu  gehen,  wenigstens  in  dem  einen 
Fall  des  Ueberströmens  von  Gasen  oder  Dämpfen  aus  einem  Raum  in  einen 
andern,  wo  ein  geringerer  Druck  herrscht.  Diesen  Vorgang  betrachtet  Herr 
Ol  aus  ins  als  einen  nicht  umkehrbaren  Process,  weil  das  Gas  auf  einen Theil 
seiner  Oberfläche  einen  geringeren  Druck  erleidet,  als  die  Spannung  ist,  die 
es  selbst  hat.*)  Ich  habe  im  Eingange  zu  meiner  Abhandlung  über  das 
Ausströmen  der  Gase*^)  schon  einmal  Gelegenheit  gehabt,  mich  darüber 
auszusprechen,  wie  ich  diesen  Vorgang  ansehe.  Hier  nun  sei  es  mir  erlaubt, 
darauf  hinzuweisen,  dass  sich  während  der  ganzen  Dauer  desselben  die  Form 
der  Znstandsgleichungen  des  Gases  oder  Dampfes  nicht  ändert,  dass  somit, 
in  meinem  Sinne ,  der  Vorgang  in  umkehrbarer  Weise  stattfindet.  Clau- 
sins  behandelt  einen  solchen  Fall  in  seiner  Theorie  der  Dampfmaschinen, 
indem  er  das  Einströmen  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  einer 
Dampfmaschine,  in  welch*  letzterem  in  Folge  der  Bewegung  des  Kolbens 
fortwährend  ein  geringerer  Druck  herrscht  als  in  jenem,  näher  untersucht.***) 
Er  ergänzte  dabei  den  in  Bede  stehenden  Process  zu  -einen  Kreisprocess, 
wendet  auf  denselben  den  Satz  von  der  Aeqnivalenz  zwischen  Wärme  und 
Arbeit  an  und  entwickelt  alsdann  in  No.  3Ö  seiner  Abhandlung  den  Werth 

—  ;  dieser  Werth  müsste,  meinen  Ansichten 

zu  Folge,  da  in  dem  ganzen  Process  nirgends  eine  Formänderung  der  Zu- 
standsgieichungen eintritt.  Null  sein;  der  Clan  sius^sche  Ausdruck  aber  ist 
nicht  Null;  er  würde  es  nur  dann  werden,  wenn  man  annehmen  wollte,  dass 
der  zu  Ende  des  Vorganges  im  Oylinder  enthaltenen  Dampfmasse  während 
das 'Einströmens  weder  Wärme  mitgetheilt,  noch  entzogen  wird.  Und  doch 
ist  dies  .sicherlich  nicht  der  Fall,  wie  auch  Herr  Clausius,  stillschweigend 
wenigsten««,  annimmt,  da  er  sonst  eben  Null  dafür  gesetzt  haben  würde.  Der 
im  KcMsel  zurückbleibende  Dampf,  indem  er  sich,  des  ausgeströmten  Platz 
einnehmend,  ausdehnt,  leistet  eine  Arbeit,  die  in  Form  von  lebendiger  Po- 
tenz im  ausströmenden  enthalten  ist;  indem  letzterer  im  Cylinder  zur  Ruhe 
kommt,  setzt  sich  jene  in  Wärme  um.  Diese  Wäi-me  hat  Clausius  in  sei- 
ner Bestimmung  von  iV  nicht  mitgerechnet.     Die  Bestimmung  des  Antheils 


von 


f  -~,  der  auf  sie  trifllt,   ist  auch,   bei  der  Coraplicirtheit  des  Vorgau- 


*)  Vergl.  Poggend.  Annalen ,  Bd.  97,  S.  525  und  Clausius*  Abhandlungen- 
sammhmg  S.  104,  Anmerk.  und  S.  200. 

*•)  Siehe  diese  Zeitschrift,  Bd.  VIII,  S.  83. 
***)  Siehe  Poggend.  Annalen,  Bd.  97,  S.  519—525  und  Abhandlungensaramlung 
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ges,  in  Folge  deren  wir  wohl  kaum  hoffen  dürfen,  die  Temperatur  für  jeden 
Moment  desselben  bestimmen  zu  können,  auf  den  bisher  eingeschlagenen 
Wegen  kaum  möglich.  Meine  allgemeine  Formel  25)  oder  noch  besser  die 
für  Dämpfe  speciell  giltige  No.  39  (S.  117  und  123  meiner  bereits  citirten, 
letzten  Abhandlung)  giebt  den  Werth  jenes  gesuchten  Integralantheils,  un- 
bekümmert um  die  Zwischenvorgänge,  sehr  einfach  lediglich  aus  dem  An- 
fangs- und  Endzustand.  Und  dieser  Werth  findet  sich,  wie  man  sofort  sieht, 
dem  von  Clausius  gefundenen  übrigen  Theil  des  in  Bede  stehenden  Inte^ 
grals  für  den  ganzen  Kreisprocess  genau  gleich,  aber  dem  Vorzeichen  nach 
entgegengesetzt.  Die  Summe  beider  Theile  ist  folglich  Null,  wie  es  mein 
Satz  verlangt. 

Ausser  dem  erwähnten  begeht  aber  Herr  Clausius  bei  der  Untersu- 
chung des  in  Bede  stehenden  Vorganges  noch  einige  Versehen,  die  sieh  je- 
doch bei  der  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Wärme  und 
Arbeit  theils  unter  sich,  theils  gegen  jenes  aufheben,  so  dass  die  von  Clau- 
sius erhaltene  Formel  XIII)  (Poggend.  Anualen,  Bd.  97,  S.  524,  Abhand- 
lungensammlung S.  198),  welche  die  Beschaffenheit  des,  nach  der  Admission 
im  Cjlinder  enthaltenen  Dampfes  finden  lässt,  doch  richtig  bleibt.  Des- 
wegen, und  weil  der  Fall  geeignet  ist,  zwischen  unseren  beiden  Ansichten 
zu  entscheiden,  sei  es  mir  gestattet,  mit  wenigen  Worten  näher  auf  den  Vor- 
gang des  Ueberströmens  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in- den  Cjlinder  einer 
Dampfmaschine  einzugehen. 

Sei  Po  der  Druck,  (^  die  Temperatur,  x^  das  Mischungsverhältniss  (Ge- 
wicht des  trockenen  Dampfes  in  der  Gewichtseinheit)  und  t^o  das  specifische 
Volumen  des  Dampfes  im  Kessel.  Der  vom  Kolben  beschriebene  Baum 
während  eines  ganzen  Kolbenhubs  sei  F;  /sei  der  FüUnngsgrad ,  folglich 
/* F  der  während  der  Admission  vom  Kolben  beschriebene  Baum;  £  F  end- 
licb  sei  der  schädliche  Baum.  In  demselben  befinde  sich,  vor  Eröffnung  der 
Einströmungskanäle,   Dampf  von  der  Beschaffenheit  Po\ /q',  0?^',  p/,  so  dass 

die  in  ihm  enthaltene  Dampfmenge  — r  =  ft  ist.     Während   der  Admission 

herrsche  im  Cjlinder  der  mittlere  Druck  p/.     Zu  Ende  derselben  aber  sei 

p\i^x\v  die  Beschaffenheit  des  Dampfes  im  Cjlinder,  also^^ , T^=^vi 

das  Gewicht  des  eingeströmten  Dampfes. 

Clausius  denkt  sich  die  Gesammtmasse  m  -|-  /k  des  zu  Ende  des  Ein- 
strömens  im  Cjlinder  enthaltenen  Dampfes  auf  folgendem  Wege  in  ihren 
Anfangszustand  zurückgeführt  und  dadurch  jenen  Vorgang  zu  einen  Kreis- 
process ergänzt :  Der  Dampftheil  (m  +  f*)  x  wird  im  Cjlinder  durch  Zurück- 
schieben des  Kolbens  condensirt  und  dabei  der  Masse  auf  irgend  eine  Weise 
so  viel  Wärme  entzogen,  dass  ihre  Temperatur  ('  constant  bleibt;  dann  wird 
von  der  ganzen  flüssigen  Masse  der  Theil  m  in  den  Kessel  zurückgepresst, 
wo  er  die  ursprüngliche  'I'emperatur  i^  wieder  annimn5ikj^jper(übrige  Theil  ft 
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wird  zuerst  im  flüssigen  Zustande  von  (  bis  i^  abgekühlt  und  bei  dieser  Tem- 
peratur der  Tlieil  \kx^  in  Dampf  verwandelt,  wobei  der  Kolben  wieder  so 
weit  zurückweicht ,  dass  dieser  Dampf  sein  ursprüngliches  Volumen  i  V  wie- 
der annehmen  kann. 

Dabei  sind ,  nach  C 1  a  u  s  i  u  s ,  folgende  Wärmemengen  aufgenommen 
worden : 

1.  Im  Kessel,  wo  die  Wassermasse  m  von  der  Temperatur  {  bis  (q  er- 
wärmt, und  bei  der  letzteren  Temperatur  der  Theil  mx^  in  Dampf  verwan- 
delt wird,  mit  c  die  speciflsche  Wärme  des  Wassers  bezeichnet .- 

/o 
mr^x^  +  w  )Cin  =  mr^x^  +  m{k^ — k')\ 
'      i' 

2.  bei  der  Condensation  des  Theiles  (m  +  ii)x'  bei  der  Temperatur  f 

—  (m  +  ^)rV; 

3.  bei  der  Abkühlung  des  Theiles  fi  von  (  auf  (,' 

/' 

4.  bei  der  Verdampfung  des  Theiles  fi  x^  bei  der  Temperatur  ^o' 

im  Ganzen  also: 

iP  =s in  r^Xj  —  (m  +  5i) r  ar' +  jM, r^' j?^,' +  OT  (/To' —  Ar')  —  I*  (Ar' —  V). 

Die  bei  dem  ganzen  Kreisprocess  geleisteten  oder  absorbirten  Arbeits- 
grossen  sind,  gleichfalls  nach  Claus  ins: 

1.  Der  Kolben  wird  mit  dem  Drucke  p/  um  den  Baum  /T  vorwärts 
geschoben  und  daher  die  Arbeit  geleistet: 

fypr, 

2.  die  zur  Condensation  der  Masse  (m  +  y^)  x  erforderliche  Arbeit  ist, 
mit  tf  das  specifische  Volumen  des  Wassers  bezeichnet: 

oder,  wenn  man,  wie  üblich,  für  v — a  den  Werth  u  x  setzt: 

3.  die  zum  Zurückpressen  der  Masse  m  in  dem  Kessel  nöthige: 

—  OTCfp^; 

4.  die  beim  Verdampfen  des  Theiles  fi  Xq'  geleistete : 

im  Ganzen : 

IV—  f  Vp{  —  {tn  .+  ii)  u  X  p  —  m  ap^  +  iax  u^'p^. 
Da  in  dem  Kreisprocess  Wärme  und  äussere  Arbeit  äquivalent,  also 

ist,  so  folgt  hieraus,  da  ausserdem  noch 

/  r=(m  +  ^)»'—  (ir^'  =  (fn  +  fiX^t' x  +  o)  —  ^{ii^x^  +  tf)  =  (m  + ^)M'a:' 

+  m(i  -fiJ^o'wo'» 
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die  Gleichuug: 

I)       {m  +  ti)a!'[r  +  Au  (pt'  —p^]=zmroX^  +  m(k^—k')  +fir;s^ 
—  li{k'  —  V)  +  ^  ^  <  V  (p/ — p;)  +  ^  m  a  (Po  —  Pi'). 

Den  Werth  des  Integrals    /  —  findet  Clansius  folgendermaassen : 

Die  Mittheilung  der  Wärmemengen  mT^ro,  — (w+|it)jr'r'  und  fiar„V/ ge- 
schieht bei  den  constanten  Temperaturen  /„,  /  und  //;  die  von  ihnen  herrüh- 
renden Theile  des  Integrals  sind  also : 

fnrpXf^  (»«  + fi)  r  x'       fi  r^ 


'0  »^^o 


o  +  'o'  ö  +  ^'       '       «  +  /o'' 

mit  a  die  absolute  Temperatur  des  Nullpunktes,  273°  C,  bezeichnet.  Für 
die  noch  fehlenden  beiden  Theile  der  gesammten  mitgetheilten  W&rmemenge 
finden  sich  die  entsprechenden  Theile  des  Integrals  als 


so  dass  man  hat: 

Aber,  wie  bereits  erwähnt,  hat  Herr  Cl  aus  ins  bei  dieser  ganzen  Ent- 
wickelung  übersehen,  dass  der  Dampf  im  Kessel,  indem  er  sich,  den  ausströ- 
menden m  verdrängend,  um  dessen  Volumen  mv^  ausdehnt,  eine  Arbeit  mp^v^ 
leistet,  die  zuerst  als  lebendige  Potenz  und  dann  als  Wärme  ^mp^v^  von 
dem  ausströmenden  Dampfe  aufgenommen  witd.  Ferner  wird,  indem  die 
Wassermasse  m  im  Kessel  bei  der  Temperatur  i^  wieder  verdampft,  die  Ar- 
beit »j(pq— ö)po,  entsprechend  dem  Aequivalent  Am(v^ — *)Po>  ^^n  derselben 
geleistet.  —  Endlich  ist  zum  Hineinpressen  der  Wassermasse  m  in  den  Kes- 
sel nicht  blos  die  Arbeit  —mep^  erforderlich,  sondern  dieselbe  Arbeit  -^-map^ 
wird  zugleich  auch  von  derselben  geleistet,  so  dass  sich  beide  auflicben,  wie 
es  auch  nicht  anders  möglich  ist,  da  ja  jene  Wassermasse  selbst  nicht  die  ge- 
ringste Veränderung  bei  ihrem  Hineinschaffen  in  den  Kessel  erleidet.  Bei 
der  Anwendung  des  Aequivalentensatzes  heben  sich  die  sämmtlicheu  eben 
ergänzten  Glieder  wieder  ab,  bis  auf  den  Theil  —  Amcp^^  den  Clausius 
allein  hat.     Die  obige  Formel  I)   bleibt  also  richtig.*)     Aber  bei  der  Aus- 


'^)  Diese  Formel  lässt  sich  auf  sehr  einfache  Weise  auch  auf  dem  Wege,  den  ich 
in  meiner  Abhandlung  über  das  Ausströmen  der  Dämpfe  eingeschhigen  habe  (siehe 
diese  Zeitschrift  Bd.  VIII,  S.  429—  443)  ableiten.  Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick 
mit  ^Q  das  Gesammtvolumcn  des  im  Kessel  enthaltenen  Dampfes,  mit  po^  Vq,  to,  jtq  den 
Aufangszustund  in  demselben  und  mit  p,  v,  /,  x  duu  Zustand  des  im  Kessel  zurückge- 
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werthung  des' Integrals   /  —  kommtvon  jenen  Ergänzungen  nur  die  Wärme 
JmvQPQ  in  Betracht.     Da  jedoch  die  Temperatur,  bei  welcher  sie  sich  dem 


^  (/!•, +  9«  -  9,  ar,  4-ife  — Aj)  +  ^f— (ir, +9'a:' -  ei -i^i +*'-*i)+^/'^Pi' 


bliebenen  Dampfes  nach  der  Füllan(^  des  Cylinders ,  eine  ErDenernng*  des  Dampfes  in 
ersterem  Dicht  vorausgesetzt,  so  ist  offenbar  die  ausgeströmte  Daftipfmasse 

M  }  m  =  -—  —  —  — 7 —  — >• 

Vq  V  V  Pq 

Nun  ist  nach  geschehener  Füllung  des  Cylinders  die  Wirkungsfunction  der  gesammteu 
Dampfmasse  nicht  mehr  gleich  der  ursprünglichen,  sondern  um  die  an  dem  Kolben  ge- 
leistete äussere  Arbeit  ff^pi\  resp.  deren  Aequivalent  ÄfVp(  kleiner  geworden. 
Man  hat  demnach  die  Gleichung: 

y  zy  ,  , 

2)  --  (wj  +  eo^o  — 91  ^i+*o  —  *0 +  —  («'1  +  90  «"o'—^iaJi  +  Ara— Atj) 

mit  dem  unten  angehängten  Index  I  einen  beliebigen  Urzustand  bezeichnet.  Nun  ist 
aber,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  man  annimmt,  dass  der  Kessel  gegen  den  Cylinder 
nuondlich  gross  sei,  oder,  was  hier  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  sich  der  ursprüng- 
liche Zustand  in  ersterem  durch  die  Heizung'constant  erhiilt, 

Va  V  " 

3)  7^(wi+9o^o  — 9i^i+*o— ^*j)  =  -^(«'i  +  9a:  — 9i«i+*— *i) 

"o     »  ^ 

wodurch  obige  Gleichung  übergeht  in 

4)         , (nrj  +  ^'a:'  — ^,37,  +  /:'— Arj)  — i»(i»i-f9o^o  — ^J^i+^o—'fi)  \ 

py 

oder  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Gleichung  1) 

woraus  durch  bekannte  Umformungen  und  unter  Benutzung  der,  oben  im  Text  ange- 
führten Gleichung  Vir  fy  die  obige  Clausius^sche  Formel  I)  hervorgeht. 

Es  sei  mir  erlaubt  bei  dieser  Gelegenheit  einen  Fehler  zu  berichtigen,  den  ich  in 
meiner  oben  citirten  Abhandlung  über  das  Ausströmen  der  Dämpfe  übersehen  habe, 
und  zwar  bei  der  Anwendungr  der  allgemeinen  Gleichung  32)  (a.  a.  O.  S.  437)  auf  den 
spcciellen  Fall  eines  unendlich  grossen  AasstrÖmungsgefässes,  also  bei  der  Ent- 
wickelung  der  Gleichung  40)  (a.  a.  O.  8.  440).     Indem  ich  dort  nämlich 

y  y 

setzte  und  dann  — {(fx-^k)  gegen  — (^^^a^o-KArg)  hob,  schlossich:  Die  Wirkungsfunc- 

tion  im  Ausströmungsgefässe  vermindere  sich  um  die  Wirkungsfunction  M(^oa?o+^o) 
der  ausgeströmten  Masse.  Aber  sie  vermindert  sich  auch  noch  um  die  zum  Austreiben 
der  Masse  m  erfurdcriiehe  Arbeit  resp.  deren  Aequivalent,  welches,  bei  unendlicher 
Grösse  des  AnsstrÖmnngsgcfässes,  einfach  gleich  Amv^Pf^  ist.  Wir  erhalten  somit  in 
der  Gleichung,  welche  der  No.  32  (a.  a.  O.  S.  417)  unmittelbar  vorhergeht, 
y  y 


ül 
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Dampfe  im  Cylinder  mittheilt,  unbekannt  ist,  so  lässt  sich  der  auf  sie  tref- 
fende Antheil  jenes  Integrals  auf  den  bisherigen  Wegen  nicht  bestimmen. 
Meine,  in  meiner  letzten  Abhandlung  entwickelte  allgemeine,  aber  für  Dämpfe 
bereits  «ingerichtete  Formel  30)  (siehe  diese  Zeitschrift,  Bd.  X,  S.  123)  lie- 
fert unmittelbar  aus  den  Anfangszuständen  p^,  („  x^,  v^  und  p^',  (q\  x/,  v^  und 
dem  Endzustande  p\  i^  x\  v  der  zuletzt  im  Cylinder  enthaltenen  gesamm- 
ten  Dampfmasse  m  -j-*  fi  den  Integralantheil : 

oder 

a  +  tj        n  +  r  a  +  t,'       "*^^o      ^>'  +  ''(^        *•)' 

der  mit  dem  in  Formel  II)  enthaltenen  zusammen  Null  giebt,  so  dass  man 
für  den  ganzen  untersuchten  Kreisprocess  in  der  That 

Vi) 


hat. 


/- 


=  0 


Das  gesammte  Integral  /  —    für     den     ganzen   Kreisprocess     kann 

übrigens  auf  sehr  einfachem  Wege  aus  meiner  oben  citirten  Formel  39)  abge- 
leitet werden.     Dieselbe  ergiebt : 

wodurch  jene  Gleichung  übergeht  in 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  31)  (a.  a.  O.  S.  437) 

welche  Formel  an  Stelle  der  unrichtigen  No.  40  (a.  a.  O.  S.  440)  zu  setzen  ist.  Da- 
durch wird  dann  natürlich  auch  die  Tabelle  I  (a.  a.  O.  S.  44*2)  etwas  anders ,  wie  man 
leicht  berichtigen  kann.    Wir  setzen  die  so  verbesserte  Tabelle  hierher : 

Tabelle  I. 
f^=ao  ;  Po=5Atm;  jro  =  0*,80;  ;>o'=lAtm;  a:o'=0,40;  0,60;  0,80;  0,90;  1,00 


x'rüra:;=            | 

p 

y 

1                                      H 

1 

0,40 

0,60 

0,80 

0,90 

1,00 

Atm. 

Meter 

1 

661,2 

0,40 

0,60 

0,80 

0,90 

1,00 

1,1 

0,4188 

0,6167 

0,8067 

0,8994 

0,9904 

1,5 

0,4789 

0,6649 

0,8245 

0,8966 

0,9639 

2 

513,5 

0,5325 

0,7029 

0,8362 

0,8929 

0,9440 

3 

383,2 

0,6012 

0,7451 

0,8460 

0,8860 

0,9209 

4 

255,3 

0,6431 

0,7672 

0,8488 

0,8801 

0,9068 

5 

0 

0,6712 

0,7803 

0,8491 

0,8749 

0,8599 
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1.  Für  den  Ueb^rgang  der  Masse  m  ans  dem  Zustande  /?o,  ^o»  'o  in  den 
p\  x\  f  als  entsprechenden  Integraltheil : 

2.  fttr  den  Uebergang  der  Masse  (i  aus  dem  Zustande  p„',  x,',  t^  in  den 
/»',  a', /*: 

a+t       a+lo       '^^  ''' 

3.  für  den  Uebergang  der  Masse  (m  +  ^)  aus  dem  Zustande  p\  x\  t'  in 
denp',  (a?=0),  /: 

(m  +  {x)r  X 

4.  für  den  Uebergang  der  Masse  m  aus  dem  Zustande  p\  (2;=0),  i  in 

5.  für  den  Uebergang  der  Masse  m  aus  dem  Zustande  p^,  (a:=0),  /q  in 
den  Pol  *o»  'o- 

0.     für  den  Uebergang  der  Masse  \t  ans  p',  («=0),  /*  in  /)o',  (x=0),  /j'; 
7.     für  den  Uebergang  der  Masse  \k  aus  Pg'^,  (a;=0),  i^  in  den  Zustand 

Po»  ^0  1  'o  • 

Die  Summe  aller  dieser  Theile  ist,  wie  man  sieht  i^  in  der  That  Null,  wie 
oben,  und  wie  es  nach  meinem  Satze  auch  sein  muss,  da  sich  während  des 
ganzen  Kreisprocesses  nirgends  die  Form  der  Zustandsgieichungen  ändert. 

Ich  erlaube  mir  noch,  die  Bemerkung  hinzuzufügen,  dass  von  den  bei- 
den Gleichungen,  welche  Glausius  in  seiner  letzten  Abhandlung  unter 
No.  38  und  39  (siehe  diese  Zeitschrift  Bd.  XI,  S.  45)  entwickelt,  nicht  blos 
die  erste,  sondern  auch  die  zweite  für  ^{/bereits  in  meiner  letzten  Arbeit 
mitgetheilt  ist,  und  zwar  letztere  unter  No.  11  (siehe  diese  Zeitschrift  Bd  X, 
S.  113)  in  Verbindung  mit  der  No.  16  (a.  a.  O.  S.  114)  für  c,. 

Schliesslich  nur  noch  ein  paar  Worte  betreffs  der  letzten  Bemerkung 
des  Herrn  Glausius  über  eine  Stelle  meiner  Arbeit  (siehe  diese  Zeitschrift 
Bd.  XI,  S.  34).  —  Wenn  ich  die  Gleichung 

mit  den  Worten  citirte,  dass  sie  schon  von  Ca r not,  nur  in  anderer  Form, 
aufgestellt  worden  sei,  so  war  es  mir  dabei  lediglich  um  die  Einreihung  die- 
ser Gleichung  in  den  Entwickelungsgang  der  mechanischen  Wärmetheorie 
zu  thun.     Es  sollte  mir  sehr  leid  thun,  wenn  sich  durch  jene  Wo^e  irgend 
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Jemand  verleiten  Hesse,  zu  vergessen,  dassHerr  Claus  ins  durch  seine  Be- 
stimmung der  Garn  o  tischen  Temperaturfunction  die  mechanische  Wärme- 
theorie um  einen  der  bedeutendsten  Schritte  weiter  gefördert  hat.  Ueber- 
haupt  ist  vielleicht  Niemand  weiter  davon  entfernt,  als  ich,  die  grossen  Ver- 
dienste, welche  sich  Herr  Clausius  um  die  Entwickelung  nicht  blos,  son- 
dern, wie  man  wohl  sagen  darf,  auch  um  die  Begründung  der  heutigen  me- 
chanischen Wärmetheorie  erworben  hat,  zu  verkennen  oder  gar  schmälern 
zu  wollen. 

Fürth,  im  Februar  1860. 
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VL    üeber  Volamina  von  Tetraedern. 

Wenn  ein  Tetraeder  A  B  CD  und  ausserhalb  desselben  ein  Punkt  0 
gegeben  sind,  und  wir  verbinden  den  Punkt  0  mit  den  Tetraederecken 
Ay  B^  Cy  D  durch  Gerade,  so  werden  die  Geraden  OA^  OB,  OC,  OD  die  den 
Punkten  A,  B,  C,  D  gegenüberliegenden  Tetraederflächen  durchstossen. 
Die  vier  Durchstosspunkte  bestimmen  ein  Tetraeder,  ausserdem  bilden  je 
ein  Eckpunkt  des  gegebenen  Tetraeders  mit  denjenigen  drei  Durchstoss- 
punkten,  welche  in  den  diese  Ecke  bildenden  Tetraederflächen  liegen,  vier 
Tetraeder,  und  endlich  bestimmen  je  zwei  der  Eckpunkte  des  gegebenen 
Tetraeders  mit  den  den  beiden  übrigen  Tetraederecken  gegenüberliegenden 
Durchstosspunkten  sechs  Tetraeder,  wir  erhalten  also  im  Ganzen  eilf  Te- 
traeder, deren.  Volumina  F,  F^,  F,,  F,,  F^,  F„,  F,„  F,^,  F„,  F,^,  Fg^  wir 
in  Folgendem  bestimmen  wollen,  indem  wir  die  Coordinaten  der  Tetraeder- 
ecken und  die  des  Punktes  0  als  bekannt  voraussetzen. 

Sind  nun  o:, ,  yj ,  Zj ;  a?,,  y£,  t,;  x^,  y^,  z^\  ar^,  y^,  ^4  ^^®  orthogonalen 
Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Tetraeders  AB  CD  und  £,  17,  {;  die  des 
Punktes  0,  so  ent3prechen  den  Tetraederebenen  die  folgenden  Gleichungen: 

/  a^x  +  b^y+c^z  +  d^ 
1  a^x  +  b^y-^-c^z+d^ 
i  a^x  +  b^y  +  c^z+d^ 
\  a^x  +  b^y  +  c^z-\^d^ 
und  den  Verbindungslinien  deö  Punktes  0  mit  den  Tetraederecken  A^  Ä,  C,/> 
die  folgenden: 

A,x  +  B,y+C,=(i,     A{x  +  B,'z  +  C,'  =  0, 

.     A^x  +  B^y'^C^=Q,     A;x,+  B^'z  +  C^'=:0, 

^  <     A,x+B^y  +  C^=Q,     A,'x  +  B^'z+C;  =  ö, 
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wenn  wir  der  Kürze  halber  setzen : 


3)        ./  = 


1  a^i  »1  *i 
1  «j  y,  «, 

1  a-j  y,  *j 
1  x^  y^  z. 

-— =c/,    d,= 


a^2  yt  ^t 

^8  y»  ^s 

*4   Va   ^4 


,  etc.  etc. 


4) 


i?,=  i?/  =  — (g^OTf)   . 


Bezeichnen  wir  endlich  noch  die  Coordinaten  derjenigen  Punkte,  in  welchen 
die  Geraden  OA^  OB^  OC^  OD  die  den  Punkten  A^  B^  C,  J)  gegenüberlie- 
genden Tetraederflächen  durchstossen,  mit  j?<*^y<^),t(*);  a;(2) ^ y(2) ^  ^(2)  etc.  etc., 
so  erhalten  wir  diese  durch  Anflüsung  von  je  drei  solchen  Gleichungen  der 
Systeme  1)  und  2),  deren  Coefficienten  gleiche  untere  Indices  besitzen.  Es 
ist  dann : 


a:(«) 


5) 


Oi  bi  Ci 

di  bi  i 

Ci 

Vi 

üi  bi  c 

i 

Qi   di    Ci 

Ai  Bi  0 

==— 

Ci  Bi  0 

) 

Ai  Bi  0 

== — ' 

Ai  Ci  0 

^- 0  Bi 

Ci  0  Bi 

a;  0  Bi 

AidBi 

Zi 

«i  bi  Ci 

Oi  bi  di 

Ai  Bi  0 

=  — 

Ai  Bi  Ci 

. 

A 

/O  B/ 

A 

\i  0  Ci 

Durch  Entwickclung  der  Determinanten  in  den  vorstehenden  Ausdrücken, 
sowie  durch  Einsetzung  der  Werthe  für  die  Coefficienten  «r,-,  6,-,  ci  etc.  etc. 
und  durch  einige  Reductionen,  indem  wir: 


0) 


I  ^2  yi  -t 

1  ^8  ya  «3 
1  x^  y^  z^ 


=  A. 


1  ^1  yt  h 

1  ^8  ys  ^3 

«  ^4  y4  ^4 

1  ^1  yi  «1 

1  ^«  y«  *f 

1  ^i  yi  ^8 

1  I  1?  t 


=  ^t, 


=^. 


1  ^1  yi  ^1 

1  a-,  yj  r, 
1  3^4  y4  z^ 


=-^. 


setzen  und  bemerken,  dass  diesen  Bezeichnungen  gemäss : 


dJi 


dJ       dJi 
d  Xi*     dri 


dd       dJi 


dzi 


ist,  erhalten  wir  noch: 


Jtj—Jiyi 


«(0  = 


^t  —  ^iZi 


üigitized 
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Für  die  Yolnmina  der  elf  Tetraeder  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke : 


8) 


±6V= 


1 

a:(») 

j(i) 

z(i) 

1 

xm 

y(2) 

«(») 

1 

x<») 

y(3) 

zm 

1 

xW 

y(4, 

tW 

±0^1  = 


1  x^  y^  z^ 

1  a?t2)  y(2)  2(2) 

1  a:(3)  y(3)  2(3) 

1  a?<*)  y<*>  zt^> 


etc.  etc. 


+  6r,,= 


X  "  '^  12 


1  ^1  yi  ^1 

1  ^si  Vt  -t 

1  a?t5>  yW  2(3) 

1  a;(4)  y(4)  ^(4) 


etc.  etc. 


Der  erste  dieser  Ausdrücke  geht  durch  Einsetzung  derWerthe  für  ar<*>,y(*),z<*> 
etc.  etc.  über  in: 

d-A^  /ll-zl^x^  JtfJiyi  ^t-^iZ^ 

j-j^  Ai-j^x^  ^ir-^^y*  ^tr^^i 

Die  rechts  stehende  Determinante  lässt  sich  nach  einem  bekannten  Satze  in 
eine  Summe  von  sechszehn  Determinanten  desselben  Grades  zerlegen,  von 
welchen  im  gegenwärtigen  Fall  elf  identisch  verschwinden.  Es  geht  somit 
der  vorstehende  Ausdruck  in  den  folgenden  über : 


+  6F= 


1 


{J-J,){J-J^){J-J,){J-J^) 


[JiJ^^J^ 


—  ^ 


1  J^x^  ^yr^i^i 
1  ^jor,  J^y^  J^z^ 
1  J^x^  J^y^  J^z^ 
1  J^x^  J^y^  J^z^ 


-^S 


—  Jri 


1  x^  yi  Zj 
1  x^  y,  z, 

1  ^z  Vz  ^z 
1  x^^  y^  z^ 

A^  A^  Xi  1  ^1  Z| 

-^3  -^8^3   1    -^3^8 


-^4   -^4^4   1    ^4^4 


-^£ 


//,  1  //,yi  -^tz, 
^«  1  -i^,y,  -iijZa 

-^3  1    -^8^3  ^8*8 
A  1   ^4^4  Ah 
J^   J^X^   J^yj^  1 

-elf,  z/jXg  z/syj  1 
-^4  -i/^a:^  J^y^  1 

Die  erste  der  rechts  stehenden  fünf  Determinanten  ist  gleich  A,  Entwickeln 
wir  dann  die  vier  letzten  Determinanten  beziehungsweise  nach  der  ersten, 
zweiten,  dritten  und  vierten  Verticalreihe  in  ihre  Minoren,  und  ziehen  die- 
jenigen Glieder  zusammen,  welche  die  beziehungsweisen  Factoren  ^l^A^v 
^3^/^^!,  J^JiJ^^  JiJ^^s  enthalten,  so  ergiebt  sich: 


10) 


+»2F=2/- 


Setzen  wir  ferner  in  die  zweite  der  Gleichungen  8)  die  Werthe  für  die 
Coordinaten  der  Durchstosspunkte,  so  haben  wir:  oigitizedbyGoOQlc 
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1 


±^^'       {J-J,)iJ-J,){^i-J,) 


1  a:,  y,  2, 

^-•d^  ^|-z/,*ir,  dti-J^y^  ^/f-z/jZ, 
^-^3  di-J^T^  Jri-J^y^  ^t-^3^z 
J-J^  ^$--^4^1  ^V^iVA  ^?-^4M 
Durch  Zerlegung  der  Determinante  in  ilire  Minoren  nach  der  ersten  Hori- 
zontal-Reihe  und  jeder  minorep  Determinante  in  die  ihr  entsprechende 
Summe  von  acht  Determinanten,  von  welch  letzteren  je  vier  verscijwinden, 
erhalten  wir  ferner: 


+  3F,= 


{j-j,)(j-j,){j-j^y 


Auf  ganz  dieselbe  Weise  ergeben  sich  auch  die  Volumina  F,,  Fg,  V^,  so 
dass  wir  für  die  erwähnten  vier  Tetraedervolumina  die  folgenden  Ausdrücke 
erhalten: 


±3F,= 


+  3r,= 


10 


+  zv,= 


+  3F^= 


Endlich  erhalten   wir  durch  Einsetzen  der  Werthe  für  die  Coordinaten  der 

Durchstosspunkte  in  die  letzte  der  Gleichungen  in  8) 

1  Xi  y,  z, 

1  ar,  y,  z, 

J-J^  Jl^/S^x^  Jn-'J^y^  ^t'^3^3 

^-^4   ^S-'^4^4   -^^-^4^4   -^^'^4*4 

und  durch  Zerlegung  der  Determinante  in  eine  Summe  von  Producten  aus 
minoren  Determinanten  zweiten  und  zweiten  Gradeß  (vergl.  Baltzer's  De- 
terminanten, 2.  Aufl.,  p.  31,  Beispiel)  ist  noch  ferner: 


±6r.,= 


ij-j,){j-j^) 


+  QI 

r  — 

1 

) 

1      ] 

^1    ^2 

' 

^f  — ^3^3    ^f  — ^4^4 

"  ij-j,)ij-j,)i 

1  1 

1      1 

|z/S-^3.r3^S-^,.r, 

Vi   ^2 

»1    ^2 

1  ^ri—jd^y^  ^V^aVa 

^l    ^2 

A  —  A^       J-A^ 

a-,  j", 

^—^3          ^  —  ^4 

yi  vt 

Ji-A,:,  Ji-J^z, 

2,    ?2 

^v—^sys^v-^^yi 

-i_ 

yt  ^1 

^-^3          J--J, 

I 

yt  ^2 

^1 

■— 

d^X 

1  -^ 

/|-. 

^4^4 

In  jedem  dieser  Glieder  lassen  sich  noch  die  zweiten  Determinanten  in  die 
Summe  von  vier  zerlegen,  von  welchen  immer  eine  idmitisch  verschwindet, 
nehmen  wir  forner  aus  den  noch  übrig  bleibenden  ^/-^j,  ^-^4,  -«^3 -^4  *!»  Fac- 
toren  heraus  und  ziehen  dann  die  sich  ergebenden  zweiten  Factoren  nach 
dem  früher  citirtcn  Theorem  zusammen,  so  ergiebt  SISiJzIdbvGoOQlc 
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+  6^«=: 


^S^i 


ganz  auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  noch  die  Volumina  V^g,  V^^  etc.  etc., 
so  dass  wir  haben: 

f— ^*—        +&V  -J  ^'^« 


+  6^^«=^. 


^.^g 


12) 


+  6F„=^; ^i^i 


Multipliciren  wir  die  Gleichung  10}  mit  drei,  die  Gleichungen  II)  mit  zwei 
und  addiren  sie  dann  zur  Summe  der  Gleichungen  12),  so  erhalten  wir  mit 
Berücksichtigung  von 

^  =  ^,  +  ^,  +  ^,  +  ^^ 
13)  «(+  r  +  F,  +  F.  +  Fs+  F,+  F,.+  Fi,+  V ^^±  V^±  V^^  V^=J. 
Es  ergeben  sich  noch  die.  folgenden  zwei  Relationen ,  wenn  wir  das  eine 
Mal  die  vier  Gleichungen  in  11)  und  das  andere  Mal  die  sechs  Gleichungen 
in  12)  mit  einander  multipliciren ,  und  jedesmal  die  Gleichung  10)  beröck- 
sichtigen: 

15)  ±^''-^v,,v,,v^,v^v^v^^-.^v\ 

Die  Nenner  in  den  Gleichungen  10),  11)  und  12)  lassen  sich  noch  umformen, 
und  zwar  einmal  dadurch,  dass  wir  für  die  Differenzen  aus  der  Gleichung 

^  =  //,  +  ^, +  ^3+^4 
ihre  Werthe  setzen,  und  dass  andere  Mal  durch  die  Bemerkung,    dass  jede 
Differenz  von  zwei  solchen  Determinanten,  A — Ai  als  eine  einzige  Deter- 
minante dargestellt  werden  kann. 

Schliesslich  bemerken   wir  noch,  dass  wir  bei  dem,   diesem  Problem 
entsprechenden,  ebenen  Problem  zu  ähnlichen  Ausdrücken  gelangen. 

Pesth,  den  3.  Februar  1866.  Dr.  E.  v.  Hünyady. 


Vn.  lieber  die  Farbenzerstrenung  durch  Drehung  der  PoIarisationB- 
ebene  in  Znokerlösnngen.    Von  Prof.  Stefan. 

Das  von  Soleil  bei  seinem  Saccharimeter  angewandte  Gompensations- 
verfahren  gründet  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass  es  zi^  jeder  Lösung  von 
Rohrzucker  eine  links  drehende  Quarzplatte  von  solcher  Dicke  gebe,  dass 
die  beiden  mitsammen  einen  Körper  liefern,  welcher  die  Eigenschaft,  die 
Polarisationsebene  zu  drehen,  nicht  mehr  besitzt.  Der  Winkel  aber,  um  den 
ein  Körper  die  Polarisationsebenc  eines  Strahles  dreht,  ist  abhängig  von  der^ 
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Farbe  des  Strahles.  Sollen  sich  also  zwei  Körper  compeosiren,  so  müssen 
ihre  Drehungen  für  jede  beliebige  Farbe  gleich  gross  und  entgegengesetzt 
sein,  die  gleiche  absolute  Drehung  für  eine  Farbe  niuss  von  einer  gleichen 
Dispersion  begleitet  sein. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  für  Quarz  und  Zucker  zu  prü- 
fen, wurden  die  Drehungen  verschiedener  Zuckerlösungen  für  die  Fraun- 
ho  fernsehen  Hauptlinien  bestimmt  und  durch  die  entsprechenden  Drehun- 
gen des  Quarzes  dividirt.  Die  so  erhaltenen  Quotienten  sollten  constant 
sein,  sie  sind  es  auch  mit  grosser  Annäherung.  Die  grössten  Abweichungen 
betragen  nur  1  bis  2  pCt.  und  sind  derart,  dass  daraus  für  Zucker  eine  etwas 
grössere  Dispersion  folgt. 

Eine  so  grosse  Uebereinstimraung  wie  zwischen  Quarz  und  Zuckerlö- 
sungen  findet  sich  nicht  mehr  zwischen  Quarz  und  anderen  Flüssigkeiten. 
Die  aus  Wiedemann^s  Bestimmungen  für  Terpentinöl  und  CitronenÖl  ge- 
rechneten Quotienten  zeigen  für  ersteres  Abweichungen  von  4  pCt.,  für 
letzteres  voni4pCt.,  und  zwar  so,  dass  Citronenöl  viel  stärker,  Terpentinöl 
etwas  schwächer  als  Quarz  die  Polarisationsebenen  dispergirt.  Das  8o- 
leiTsche  Verfahren  bietet  also  für  Terpentinöl  weniger  Genauigkeit  als  für 
Zucker  und  noch  viel  weniger  für  CitronenÖl. 

Das  vor  Kurzem  von  Je  11  et  construirte  Saccharimeter  gründet  sich 
ebenfalls  jauf  das  Princip  der  Compensation,  nur  wird  der  Zucker  durch 
Terpentinöl  compcnsirt.  Aus  dem  eben  Gesagten  ist  zu  ersehen,  dass  die- 
ses Verfahren  nicht  den  Grad  von  Richtigkeit  besitzt,  wie  das  SoleiTsche. 
Und  dann  ist  noch  die  Frage ,  ob  das  Terpentinöl  seiner  drehenden  Eigen- 
schaft nach  constant  bleibt. 

Die  gemessenen  Drehungen  auf  100  pCt.  Lösungen  reducirt  geben  .für 
die  molecularen  Drehungsvermögen  des  Rohrzuckers  in  Bezug  auf  die 
Fraunhofe raschen  Hauptlinien  folgende  Zahlen: 

AaBCDEhFGtl 
38*^47   43^32   47*^56    52°70    60^41    84^56   87088  101°18  131*96    157*^)6' 

Die  Länge  der  Zuckersäule  ist  dabei  =  lOO™"*  gesetzt. 

(Wiener  Akad.) 


VIIL    Die  Elektrisirmasohine  von  Holtz. 

Am  24.  März  1865  (Sitzungsbcr.  der  math.-physik.  Classe  der  Preuss. 
Akad.,  Aprilheft  1865)  hat  Poggendorff  diese  Elektrisirmaschine  in  der 
Sitzung  der  Preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  vorgezeigt,  dieselbe  ist 
später  ausführlich  in  Poggendorff's  Annalen  (Bd.  126,  S.  157)  be- 
schrieben worden.  Ihr  Constructionsprincip  ergiebt  sich  aus  folgender 
Beschreibung:  Am  Umfange  einer  festen  kreisrunden  Glasscheibe 
ist     eine     gerade     Anzahl     Staniolbclogungen     in     gleiche»     Abständen 
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angebracht;  in  geringem  Abstände  von  dieser  festen  Scheibe  ist  eine 
bewegliche,  nm  ihre  Axe  drehbare  Scheibe  so  angebracht,  dass  sie  bei  der 
Drehung  der  festen  Scheibe  unausgesetzt  parallel  bleibt.  Die  bewegliche 
Scheibe  trägt  an  ihrem  Umfange,  einander  gegenüber,  Doppelbelegnngen  von 
Staniol,  und  zwar  ebenso  viel  als  die  feste  Scheibe,  auch  wie  diese  in  gleichen 
Winkel  abständen  am  Umfange  vertheilt.  Erthei^lt  man  den  Belegungen  der  fes- 
ten Scheibe  abwechselnd  positive  und  negative  Elektricität  und  versieht  sie  mit 
kleinen,  nach  der  beweglichenScheibe  zu  gerichtetenSaugern,  so  werdenbei  der 
Umdrehung  der  beweglichen  Scheibe  die  äussern  Seiten  der  Doppelbelege  ab- 
wechselnd abgestossene  negative  und  positive  Influenzelektricität  erhalten, 
während  die  inneren ,  nach  der  festen  Scheibe  zu  gekehrten  Belegseiten 
gleichzeitig  gebundene  Elektricität  bekommen  werden,  die  der  auf  der  äus- 
seren Seite  angehäuften  natürlich  entgegengesetzt  ist.  Brächte  man  nun 
keine  weitere  Vorrichtung  an,  so  müsste  zwar  die  neutrale  Elektricität  auf 
den  Belegungen  beim  Vorübergange  an  einem  -f-  Belege  der  festen  Scheibe 
momentan  aussen  + ,  innen  —  werden  und  sich  beim  Vorübergange 
an  einem  negativen  Belege  entgegengesetzt  verhalten ,  allein  beim  Umdre- 
hen der  Scheibe  würden  die  Belege  wieder  neutral  werden ,  weil  die  Elek- 
tricität in  ihnen  im  entgegengesetzten  Sinne  geschieden  wird,  etc. 
Bei  der  Maschine  von  Holtz  wird  nun  aber  die  Influenzelektricität 
auf  folgende  Weise  zur  Herstellung  eines  beständigen  elektrischen  Stromes 
oder  zur  Ladung  eines  Condensationsapparates  benutzt.  Auf  der  äusseren, 
von  der  festen  Scheibe  abgewandten  Seite  sind  an  zwei  diametral  entgegen- 
gesetzten Punkten,  der  rotirenden  Scheibe  gegenüber,  auf  Glassäulen  die 
2  Pole  der  Maschine  angebracht,  die  mit  Saugspitzen  versehen  sind,  welche 
den  an  ihnen  sich  vorbeibewegenden  Belegungen  der  rotirenden  Scheibe 
die  abgestossene  Influenzelektricität  abnehmen.  Es  ist  natürlich,  dass  der 
-f-Pol  auch  einem  +  Belege  der  festen  Scheibe  gegenübersteht  und  ebenso 
der  — Pol  einem  — Belege  der  festen  Scheibe.  Kommt  nun  beim  Kotiren 
ein  Belege  der  beweglichen  Scheibe  vor  das  mit  dem  +  Pol  correspondi- 
rende  +  Belege,  so  saugt  der  +  Pol  die  abgestossene  -f-  E  vom  Belege  der 
beweglichen  Scheibe  auf  und  der  Sauger  des  nächsten  —Beleges  der  festen 
Scheibe  nimmt  die  nun  frei  gewordene  — E  vom  Belege  der  rotirenden 
Scheibe  auf,  welches  eben  jirorher  seine  abgestossene  -|-  ^  an  den  +  Pol  ab- 
gegeben hatte.  Es  ist  natürlich,  dass  ohne  Figur  die  Theorie  der  Holtz^ 
sehen  Maschine  nur  in  dieser  ungenügenden,  doch  aber  das  Princip  andeu- 
tenden Form  gegeben  werden  kann.  Die  Wirkung  dieses  Apparates  beruht 
aber  auf  der  Verwendung  der  erzengten  Influenzelektriciät  nicht  nur  zum 
Experimentiren  mit  Verstärkungsapparaten  und  6 eissler*schen  Bohren, 
sondern  auch  zum  Ersatz  der  von  den  influenzirenden  Belegen  der  festen 
Scheibe  in  die  Luft  entwichenen  Elektricität.  Nach  Holtz  eigener  Angabe 
arbeitet  die  Maschine  mit  allmählich  abnehmender  Wirkung,  kann  aber  dann 
durch  eine  einfache  Manipulation  wieder  in  den  aufäugUchen  Zustand  ver^ 
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setet  werden.  Nach  Po ggendor ff  besteht  die  Wirkung  des  Apparates  in 
dem  von  ihm  zn  erhaltenden  Funkenstrom,  in  seiner  Kraft,  Flaschen  und 
Batterien  zu  laden,  und  in  Entwickelnng  der  Erscheinungen  im  Vacuum,  wo 
er  dem  Inductionsapparat  ähnlich  ist.  Poggendorff  bemerkt  a.  a.  O. 
noch,  dass  Herrn  Holtz  unbekannt,  schon  vor  20  Jahren  vom  Engländer 
Goodman  in*  Birmingham  eine  ähnliche  Maschine  zu  dem  alleinigen,  aber 
verfehltem  Zwecke,  die  chemischen  Wirkungen  zu  zeigen,  construirt  wor- 
den sei.  Nach  dem  „Cosmos**  vom  20.  December  1865  hat  Ruhmkor  ff  in 
Paris  eine  Maschine  nach  Holtz  Princip  ausgeführt,  mit  deren  Leistungen 
man  im  höchsten  Grade  zufrieden  gewesen  ist.  Dr.  Kahl. 


DL    Bin  neuer  aknstiacher  InterfereHsyersnch. 

Unter  diesem  Titel  hat  Herr  Dr.  Ferdinand  D  eneke  in  den  Schriften 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Danzig  folgenden  Versuch  der  Oeffent- 
Hchkeit  übergeben.  Eine  gedeckte  Orgelpfeife  von  weiter  Mensur  wird 
mittelst  eines  langen  Gummirohres  mit  einem  Lange'sohen  Gebläse  in  Ver 
bindnng  gesetzt.  Die  Pfeife  muss  weit  mensurirt  sein ,  dass  sie  die  Ober- 
töne gar  nicht  oder  doch  möglichst  schwach  erklingen  lässt.  Diese  Pfeife 
wurde  in  ein  langes,  an  einem  Ende  geschlossenes  Rohr  von  starker  Pappe 
eingesenkt.  Wenn  nun  die  Pfeife  angeblasen  und  in  dem  weiten  Rohre 
hin  und  her  geschoben  wird,  so  lassen  sich  die  Punkte  sehr  leicht  finden,  an 
denen  der  Ton  der  Pfeife  bis  fast  zum  Unhörbaren  abgeschwächt  wird. 
Wird  die  tönende  Pfeife  an  das  Ende  des  Papprohres  gebracht  und  allmäh- 
lich langsam  zurückgezogen,  so  gelangt  man  bald  an  einen  Punkt,  an  wel- 
chem ihr  Ton  ein  Maximum  der  Abschwächung  erfährt.  Wenn  man  nun 
vom  Labiura  der  Pfeife  bis  zum  Rohrende  misst,  so  findet  man  die  Entfer- 
nung =  1  der  Wellenlänge  des  Toneä,  wieder  wird  der  Ton  fast  unhörbar, 
wenn  man  bis  zu  J  der  Wellenlänge  sich  mit  dem  Labium  vom  geschlosse- 
nen Rohrende  entfernt;  ebenso  bei  f ,  {  etc.  Es  ist  dies  Ergebniss  um  so 
interessanter,  als  Hopkins  bei  seinen  Versuchen  (Po gg.  Ann.  Bd.  XLIV, 
S.  603)  fand ,  dass  die  Schwingungen  einer  durch  ein  einerseits  geschlosse- 
nes Glasrohr  am  offenen  Ende  schliessende  Glasplatte  um  so  weniger  gestört 

werden,  je  näher  die  Länge  des  Rohres  /= h  ist,   wobei  h  die  Wel- 
lenlänge des  Tones  der  Glasplatte  bedeutet.     Der  offene  Widerspruch  zwi- 
schen den  Versuchen  Hopkin*s  und  Deneke's  kann  an  zweierlei  liegen: 
1.     konnte  Herr  D eneke,  nicht  mit  den  nöthigen  Hilfsmitteln  ausge- 
rüstet, die  Tonhöhe  nur  mittelst  des  Gehöres  messen,  demnach  sind 
Fehler  in  der  Angabe  der  Wellenlänge  möglicher  Weise  vorge- 
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2.     kann  die  verschiedene  Anordnung  beider  Versuche  eine  Verschie- 
denheit im  Resultat  hervorgebracht  haben. 
Das  nächste,  was  hier  noch  zu  wünschen  ist,  ist  jedenfalls ,  dass  Herr 
Deneke  bnld  in  den  Besitz  von  Instrumenten  gelangen  möchte,  welche  ihm 
genauere  Messungen,  wie  er  sie  auch  selbst  wünscht,  gestatten. 

Dr.  Kahl. 


X.  Bestimmung  der  Wellenlängen  der  Frannhofer'schen  Linien 
des  Sonnenspectrums  Von  Dr.  L.  Ditscheiner  (Sitzungsber.  der  Wiener 
Akad.,  Juliheft  1865). 

In  dem  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  X,  S.  81  über  Ditscheiner's  Bestim- 
mungen gegebenen  Berichte  konnten  die  absoluten  Längen  der  Wellen 
nicht  angegeben  werden,  weil  bei  Ditscheiner's  damaligen  Bestimmungen 
die  Spaltenbreite  des  zu  den  Versuchen  benutzten  Gitters  leider  nicht  ge- 
messen werden  konnte.  Es  musste  bei  jenen  Bestimmungen  von  der  von 
Fraunhofer  für  die  der  Linie  D  entsprechende  Wellenlänge  588,80  Mil- 
liontel eines  Millimeters  Ausgang  genommen  werden.  In  dem  oben  citirtea 
Juliheft  des  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akad.  wird  nun  das  Resultat  einer 
nachtrüglichen  Messung  der  Spaltenbreite  des  benutzten  Gitters  und  der 
auf  diese  Messung  gegründeten  Berechnungen  der  absoluten  Wellenlängen 
mitgetheilt.  Mit  einem  vom  Professor  Stampfer  auf  das  Gennneste  unter- 
suchten Comparator  wurde  die  Entfernung  der  ersten  und  letzten  Linie  des 
benutzten  Gitters  durch  lOmalige  Messung  im  Mittel  gefunden  =13,8765"™, 
welche  Zahl  Ditscheiner  bis  auf  0,0022™"  sicher  schätzt.  Beim  Durch- 
ziehen des  Gitters  durch  ein  PlössTsches  Mikroskop  mit  Hilfe  der  Mikro- 
meterschraube zeigten  sich  alle  Linien  des  Gitters  gleich  weit  entfernt  und 
von  gleicher  Dicke,  auch  waren  die  beiden  Endlinien  nicht  tiefer  eingeris- 
sen, als  die  übrigen.  Auf  Grund  dieser  wiederholt  mit  der  grössten  Sorg- 
falt ausgeführten  Arbeit  und  nochmaliger  Messung  des  Gitterspectrums  er- 
geben sich  nun  statt  der  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  X,  S.  83  an- 
gegebenen Zahlen  folgende  verbessert^ : 


B.     593 

688,33 

E.   1523,5 

527,83 

C.     604 

657,11 

1577,5 

523,49 

860   . 

617,96 

1634 

519,12 

877 

614,70 

b.   1648,8 

518,09 

Db,   1002,8 

690,53 

1655,6 

517,54 

Da,   1006,8 

589,89 

1750,4 

510,68 

1135 

•   571,93 

1834 

504,93 

1207,5 

562,40 

1885,8 

501,45 

1280 

553,68 

1961 

496,53 

1324,8 

548,54 

2005 

492,69 

rM~:4.: 1  u 

492,69      r^  T 
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1351,3 

545,49 

2041,4 

489,90 

1389,6 

541,32 

2067 

487,91 

1421,6 

537,92 

F.  2080,1 

486,87 

1463 

533,69 
2467,4 
2489,4 
2566,3 
2606 
2670 
2686,6 
2721,6 
2775,6 
2797 
2822,8 

2309 
456,06 
.454,09 
448,80 
•  446,33 
442,22 
441,21 
439,08 
436,00 
434,66 
433,14 

467,42 

G. 

2854,7 

431,70 

H. 

397,42 

H' 

394,05. 

Ditscheiner  giebt  an,   dass  seine  Werthe  mit  den  von  M ascart 
{CompU  rend.  13.  Juni  1864,  S.  1111)  gegebenen  relativ  übereinstimmen,  d.  h. 

e 

in  gleichem  Verhältnisse  stehen.  Eine  Differenz  mit  den  Angström'schen 
Wellenlängen  (Pogg.  Ann.  B.  123,  S.  489)  hat  sich  nur  bei  den  Linien  831, 
850,  860,  864,  874,5,  877,  885,  895  ergeben.  Eine  Zusammenstellung  der  Yon 
Fraunhofer  und  Ditscheiner  angegebenen  Zahlen  ergab  mir: 


Fraunhofer. 

Di 

tscheiner. 

B.     687,8 

688,3 

C.      656,4 

657,11 

D.     588,8 

Da. 

590,53 
589,89 

E.      526,0 

527,83 

F.      484,8 

486,87 

G.      429,1 

431,70 

H.      392,8 

397,42. 

Dr.  Kahl 

ZI.    Magnesiomsilberkette. 

Das  Erscheinen  des  Magnesiums  im  Handel  scheint  der  Darstellung 
der  Erscheinungen  an  Yol tauschen  Ketten  von  Nutzen  sein  zu  können,  wie 
aus  einer  Mittheilung  in  den  Compies  rendus  (9.  Öctober  1863,  S.  586)  ge- 
schlossen werden  kann.  Angeregt  durch  die  Oxydirbarkeit  des  Magnesiums 
hat  Bultinck  in  Ostende  versucht,  das  Zink  in  galvanischen  Ketten  durch 
Magnesium  zu  ersetzen.     Er  giebt  an ,  dass  er  bei  Herstellung  eines  Ele- 
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mentes  aus  Kupfer  und  Zink  mit  reinem  Wasser  an  seinem  Galvanometer 
(Multiplicator)  30*  Ausschlag  bekommen  habe,  der  nach  einigem  Zurück- 
gehen auf  10®  herabgesunken  und  80  geblieben  sei,  während  in  gleicher 
Weise  bei  Magnesiumsilber  ein  Ausschlag  von  90®  und  später  bleibend  von 
28®  erhalten  worden  sei. 

Er  hat  auf  diese  Weise  eine  Yolta'sche  Säule  construirt,  die  sehr  klein 
war  und  wovon  20  Elemente  (Magnesiumsilber)  mit  reinem  Regenwasser 
alle  die  Wirkungen  zeigten ,  welche  sonst  nur  mit  Hilfe  von  salzigem  oder 
saurem  Wasser  die  Pul  vermach  er'schen  Ketten  geben;  die  Wirkungen 
waren  physische,  chemische  und  physiologische.  Dr.  Kahu 


Xn.    Bine  neue  Xabellegong. 

Es  sind  bekanntlich  bis  jetzt  zwei  Projecte  vorhanden  gewesen,  um 
die  grossen  Oontinente  unter  einander  durch  telegraphische  Drähte  zu  ver- 
binden. Das  eine,  die  Verbindung  von  Valencia  in  Irland  mit  Newfound- 
land  betrefifend,  ist  im  vorigen  Sommer  aufs  Neue  durch  den  Great  Eastern 
in  Angriff  genommen  worden  und  abermals  verunglückt.  Bei  dem  andern, 
welches  die  telegraphische  Verbindung  zwischen  dem  asiatischen  Russland 
über  die  Insel  Sacchalin  und  die  Aleuten  mit  Amerika  herstellen  soll ,  sind 
Arbeiten  zur  See  noch  nicht  vorgenommen  worden.  lieber  ein  drittes  Pro- 
jecty  welches  eine  Verbindung  von  Portugal  mit  Südamerika  zunächst  beab- 
sichtigt, und  welches  der  „Cosmos**  von  Fl  am  mar  ion  schon  mehrfaoh 
besprochen  hat^  sprechen  sich  die  Nouvelles  annales  des  voyages  1805,  S.  361 
folgend ermaa8sen  aus.  Die  Erfolglosigkeit  des  Great  Eastern  hat  weder 
die  Actionäre,  noch  die  neue  französische  Compagnie  decouragirt,  welche 
von  der  französischen  Regierung  die  Erlaubniss  erbeten  und  erhalten  hat, 
ein  transatlantisches  Kabel  zwischen  Frankreich  und  den  Vereinigten  Staa- 
ten zu  legen.  Herr  Alberto  Balestrini  unternimmt  die  ganze  Sache. 
Aber  diesmal  beabsichtigt  man  nicht  mehr  die  Legung  eines  Kabels  auf 
einmal  auszuführen,  sondern  es  sollen  Stationen  gemacht  werden.  Der  Plan 
ist  bis  jetzt:  von  Paris  nach  Lissabon  zu  Lande  zu  gehen,  vom  Kap  St.  Vin- 
cent nach  den  canarischen  Inseln,  indem  man  dem  marokkanischen  Terrain 
folgt,  von  den  canarischen  Inseln  nach  dem  Kap  Verde  auf  afrikanischem 
Gebiet  mit  der  Station  St.  Louis  am  Senegal  und  der  Insel  Gorree;  vom 
Kap  Verde  nach  dem  Kap  St.  Roque  an  der  brasilischen  Küste  (durch  Ein- 
tauchung),  d.  i.  eine  Entfernung,  welche  noch  nicht  halb  so  klein  ist,  als 
diejenige,  welche  vom  Great  Eastern  gelegt  werden  sollte;  vom  Kap  St. 
Roqne  nach  Cayenne  auf  amerikanischem  Terrain;  von  Cayenne  nach  New- 
Orleans  durch  das  Küstenland  und  wahrscheinlich  durch  Kabel,  welche  die 
Hauptinseln  der  Antillen  verbinden  sollen.  Die  Nouvelles  annales  meinen, 
die  Unternehmung  sei  vielleicht  leichter  auszuführen,  als  die  in-Englantl 
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begonnene,  die  einzige  (?)  Schwierigkeit  werde  die  BeschUtzung  der  Linie 
auf  afrikanischem  Küsteulande  sein.  Die  Coropagnie  hat  die  Concession 
erhalten  und  die  französische  Regierung  wird  während  dieser  Zeit  keine 
andere  Concession  zur  Legung  eines  transatlantischen  Kabels  ertheilen.  Die 
französische  Regierung  wird  das  Unternehmen  mit' einem  Kapital  von 
4  Millionen  Francs  unterstützen,  sobald  sich  die  Gesellschaft  mit  einem 
Kapital  von  80  Millionen  constituirt  haben  wird,  und  die  £rlaubniss  von 
allen  den  Regierungen  erhalten  haben  wird,  durch  deren  Länder  die 
Telegraphendrähte  gelegt  werden  sollen.  Die  Drahtlegung  zwischen  Paris 
und  den  canarischen  Inseln  wird  3  Jahre  und  die  totale  Drahtlegung  5  Jahre 
Zeit  in  Anspruch  nehmen.  Dr.  Kahl. 


Xm.    XTeber  Thermosänlen. 

Im  Auschluss  an  die  Mittheilung  im  4.  Heft,  X.  Bds.  dieser  Zeitschrift, 
6.  333  u.  ff.  möge  folgendes  Platz  finden:  in  den  Sitzungsberichten  der  kai- 
serlichen Akademie  der  Wissenschaften,  1865,  mathematisch -naturwissen- 
schaftliche Classe,  S.  S60  befindet  sich  folgende  Mittheilung  von  Stefan. 
Als  genannter  Herr  die  Säule  von  Marcus  experimentell  geprüft  hatte,  un- 
terwarf er  ebenso  eine  Menge  Mineralien  einer  Prüfung  in  Bezug  auf  ihr 
thermo-elektromotorisches  Verhalten.  Die  Resultate  dieser  Prüfung,  a.  a. 
Orte  durch  eine  vorläufige  Notiz  bekannt  gemacht,  sind  sehr  interessant;  sie 
lassen  hoffen,  das  man  bald,  dahin  kommen  wird,  im  physikalischen  Unter- 
richt bei  Gelegenheit  der  Thermosäule  recht  hübsehe  augenfällige  Experi- 
mente zur  Erläuterung  zu  zeigen. 

Wir  erfahren  aus  bemerkter  „vorläufiger  Mittheilung"  zunächst  über 
die  Art  der  Prüfung  Folgendes:  Der  zu  untersuchende  Körper  wurde  auf 
das  eine  Ende  eines  Kupferstreifens  gelegt,  ein  Kupferdraht  darüber,  Alles 
mit  einer  Holzklammer  zusammengepresst  und  vom  Ende  des  Kupferdrahtes 
Zuleitungen  nach  einem  Bu  ff 'sehen  Tangentenmultiplicator  mit  sehr  vie- 
len Windungen  geführt.  '  Bei  Prüfung  eines  aus  2  Mineralien  zusammenge* 
setzten  Elementes  wurden  beide  Mineralien,  getrennt  durch  einen  vorste- 
l^nden  Kupferstreifen,  durch  eine  Holzklammer  zusammengepresst  und  mit 
Drähten  mit  dem  Multiplicator  verbunden. 

Beispielsweise  zählen  wir  nur  einige  Versuchsresultate  von  Stefan 
auf,  wobei  immer  der  elektropositive  Körper  voransteht.  Die  dazu  gesetz- 
ten Zahlen  bedeuten,  wieviel  von  den  Elementen  genommen  werden  muss- 
ten,  damit  ihre  vereinigte  elektromotorische  Kraft  der  eines  DanielTschen 
Elementes  gleich  wurde.  Die  Stromerregung  geschah  hierbei  im  ersten 
Falle  durch  Erhitzung  von  der  Verbindung  von  Kupfer  und  Mineral,  im 
zweiten  Falle  durch  Erhitzung  der  vorstehenden  Kupferblechstreifens. 

1.  Blättriger  Kupferkies  —  Kupfer  !26; 

2.  feinkörniger  Kupferkies  —  Kupfer  9 ; 

3.  Pyrolusit  —  Kupfer  13.  r^  ^ 
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Die  Verschiedenheit  im  Verhalten  des  Kupferkieses  je  nach  der  Struc* 
inr  führte  aaf  einen  Versuch  mit  2  Knpferkiesarten: 

4.     feinkörniger  Kupferkies,  blättriger  Kupferkies  —  14. 

Noch  auffälliger  zeigt  sich  der  Einfluss  der  Structur  bei  Kubaltkies, 
während  sich  körniger  Kobaltkies  schwach  positiv  gegen  Kupfer  verhält, 
ist  krystalliniscber  stark  negativ. 

Indem  wir  verschiedene  Angaben  Herrn  Stefanos  übergehen,  wollen 
wir  nur  noch  erwähnen,  dass  Bleischweif- Buntkupfererz  das  stärkste  Ele- 
ment giebt;  hierfür  giebt  Stefan  die  Zahl  5,5  an«  Dr.  Kahl. 


XIV.  Die  päpstliche  Akademie  de*  Kuoyi  Linoei  fordert  zur  Preis« 
bewerbung  für  das  Präminm  Carpi  auf.     Die  gestellte  Frage  lautet: 

„Eine  Methode  zu  finden,  mittelst  deren  entweder  alle  rationalen 

„Werthe  für  x  sich  ergeben,   welche  das  Polynomium  A^ Bx  + 

,,Ca^  +  Dx^  +  Eaf*  (in  welchem  A^  B^  C^  D^  i;  ganze  Zahlen  sind) 

„  zu  einem  Quadrate  resp.  Cabus  machen,  oder  mittelst  deren,  falls 

„keine  solche  Werthe  für  x  existiren,  die  Unmöglichkeit  der 

„Aufgabe  bewiesen  werde.** 

Die  Akademie  fügt  folgende  Erläuterungen  hinzu.     Eine  Methode  von 

Fermat   \xm  A  +  Bx  +  Ca^  +  Da^  +  Ex^  zu  einem  Quadrate,  A'\-Bx  + 

Ca^ "{'  Da^  zu.  einem  Cubus  zu  machen,  ist  von  J.  de  Billy  in  seiner  Schrift 

Docirinae  analylicae  inventum  novum  (vergl.  Dtophanii  Alexandrini  Arithmetico- 

rum  libri  sex  ei  de  nutneris  multangulis  liber  unus  eic.  Tolosae  MDCLXX,  p,  30-^31) 

auseinandergesetzt.     Dieselbe  Methode  finc^t  sich  bei  Euler,  Anleitung 

zur  niedern  und  höhern  Algebra,  Bd.  II,  Cap.  VIII,  IX,  X. 

In  den  Memoiren  der  Petersburger  Akademie  Bd.  XI  (Jahrgang  1830) 
findet  sich  ein  posthumer  Aufsatz  von  Euler:  Methodus  novo  et  facilis  for- 
mulas  cubicas  ei  biquadraiicas  ad  quadralum  reducendi.  Diese  Methode ,  sagt 
J  a  c  o  b  i  {De  usu  iheoriae  integralium  eUipticorum  el  integralium  Abelianomm  in 
önaiysi  JDiophaniea,  Cr  eile's  Journal  XIII,  für  1835),  ist  genau  genommen 
keine  andere ,  als  die  der  Multiplication  der  elliptischen  Integrale ,  welche 
£  u  1  e  r  bereits  in  seiner  Insiiluiionis  calculi  Integralis  gelehrt  hatte ,  um  in 
algebraischer  Weise  Auflösungen  der  transcendenten  Gleichung 

n{y)  =  n.n{x) 
zu  finden,  wenn 

f(x)  ==a  +  bx  +  ex*  +  dx^  +  ex\ 
Die  F  er  ma  tische  Methode  findet  sich  fernerauch  belLegendre, 
Theorie  des  nombreSy  3.  edii.  Paris  1830,  Bd.  II,  S.  123  — 125. 
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Endlich  enthält  Lagrange,  Sur  quelques probUmei  de  Tanalyse  de  Bio- 
phante  (Nouv.  Memoires  de  VAcad.  de  Berlin,  annee  1777)  eine  Methode  zur 
rationalen  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  3.  und  4.  Grades  zwi- 
schen den  beiden  Unbekannten  x  und  y. 

Die  Unvollkommenheit  aller  dieser  Methoden  besteht  darin ,  dass  sie 
1.  e  i  n  e  Auflösung  als  gegeben  annehmen  und  2.  den  Beweis  vermissen 
lassen,  dass  mittelst  ihrer  alle  Auflösungen  gefunden  werden  können. 

Die  durch  ein  Motto  zu  kennzeichnenden  und  mit  versiegeltem  Namens- 
zettel zu  begleitenden  Preisschriften  müssen  in  italienischer ,  lateinischer 
oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein.  Der  Einlieferungstermin,  bis  zu 
welchem  spätestens  die  Einsendung  franco  erfolgt  sein  muss,  ist  der  31.  Octo* 
her  1866.  Der  im  Januar  1867  zu  ertheilende  Preis  besteht  in  einer  goldenen 
Medaille  im  Werthe  von  100  römischen  Scudi. 


XV.    Aufgabe  (für  Schüler). 

Nicht  ohne  Interesse  dürfte  folgende  Aufgabe  sein ,  die  ich  in  keiner 
Sammlung  finde : 

„Wenn\^  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystemes,  T  und  N  die  Durchschnitte  der  a?-Axe  mit  der  Tan- 
gente und  der  Normale  am  Punkte  M  einer  Curve  sind ,  so  sucht 
man  die  Gleichung  derjenigen  Curve,  bei  welcher  ^iV^.  ^7"  einen 
Constanten  Werth  ha.t. " 
'  Der  gestellten  Bedingung  genügen  gewisse  Kegelschnitte ,  ausserdem 
existirt  auch  eine  singulare  Aullösung.  Cantor. 
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IX. 
Entwnrf  einer  Moleoalarphysik. 

Von 

Professor  Dr.  Wittweb  in  Regens  bürg. 


(Hierzu  Tafel  H,  Figvit  1  bis  6.) 


Der  Versuche,  das  sogenannte  Moleculargesetz,  die  Norm,  welcher  die 
Anziehungen  und  Abstossungen  der  kleinsten  Theite  der  Körper  gehorchen, 
za  ergründen,  giebt  es  schon  mancherlei,  denn  der  Gedanke,  die  gesammten 
Erscheinungen  der  Physik  und  Chemie  in  derselben  Weise  bestimmen  zu 
können,  wie  es  die  Astronomie  mit  Hilfe  des  Schweregesetzes  bei  den  Phä- 
nomenen der  Sternenwelt  vermag,  ist  auch  gar  zu  verlockend.  Unter  den 
bisher  veröffentlichten  Arbeiten  dieser  Art  ist  mir  keine  bekannt,  welche 
allen  an  sie  gemachten  Ansprüchen  genügt,  und  es  möge  mir  daher  gestattet 
sein,  diesen  vielen  Versuchen  einen  weiteren  beizufügen.  Das  Problem  ist 
es  wohl  werth,  dass  man  sich  damit  beschäftigt,  und  wenn  man  auch  nicht 
beim  ersten  Schusse  in  das  Centrum  trifft,  so  ist  der  dadurch  angerichtete 
Schaden  nicht  gross. 

Es'ist  bekannt,  dass  die  sämmtlichen  Gesetze,  die  man  in  den  Natur- 
wissenschaften aufgestellt  hat,  sich  um  so  besser  bewähren,  je  einfacher  sie 
sind,  oder,  um  mit  Schieiden  zu  sprechen,  in  je  weniger  Worte  sie  ge- 
fasst  werden  können.  Dieser  Erfahrung  gemäss  habe  ich  auch  die  Grund- 
lagen meiner  Untersuchungen  so  einfach  als  möglich  gewählt,  so  dass  eine 
weitere  Vereinfachung  kaum  mehr  bewerkstelligt  werden  kann.  Die  Sätze 
sind  übrigens  nicht  neu ,  sondern  gelten  bereits  allgemein  in  der  Physik, 
und  was  ich  hierbei  für  mich  beanspruche ,  ist  nur  die  Art  der  Anwendung 
derselben,  mit  deren  Hilfe  es  mir  gelungen  ist,  die  Enstehung  wenigstens 
einiger  Krystallformen ,  sowie  die  Bedingung  der  einfachen  und  doppelten 
Lichtbrechung  in  diesen  Krystallen  als  mathematische  Nothwendigkeit  ab-p 
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zuleiten.  Ich  werde  allerdings  hin  nnd  wieder  gegen  einzelne  herrschende 
Ansichten  Verstössen,  doch  glaube  ich  nicht,  dass  dieses  auch  von  einem 
mathematisch  begründeten  Gesetze  gesagt  werden  kann.  Am  Schlüsse 
meiner  Darstellung  werde  ich  diejenigen  Punkte,  die  ich  für  die  anstössig- 
fiten  halte;  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen. 

Seit  Newton  nimmt  man  an,  dass  es  in  den  Körpern  eine  materielle 
Substanz  giebt,  deren  Theilchen  sich  gegenseitig  anziehen.  Die  Porosität 
der  Körper  und  was  damit  zusammenhängt,  sowie  die  Erscheinungen  des 
Lichtes  haben  darauf  geführt,  dass  es  ausser  den  schweren  Theilchen 
noch  einen  andern  Sto£f  gebe^  dessen  Atome  sich  gegenseitig  abstossen,  den 
sogenannten  Aether.  Es  ist  allgemein  angenommen,  dass  es  wenigstens 
zweierlei  Arten  von  materieller  Substanz  giebt,  und  dieser  allgemeinen  An- 
nahme folge  ich,  indem  ich  voraussetze,  es  gebe  in  der  Welt  zweierlei  Stoffe, 
deren  einer  der  Aether  ist,  während  ich  die  kleinsten  Theile  des  andern 
Massenth  eilchen  nennen  will.  Beide  Stoffe  sind  einander  entgegen- 
gesetzt, nnd  ihr  Zusammenwirken  veranlasst  die  verschiedenen  Natur- 
erscheinungen. *  Ich  setze  beide  als  in  kleinen  Kugeln  gegeben  voraus,  die 
Art  ihrer  Wechselwirkung  regelt  sich  nach  folgender  Norm: 

I.  Gleichartiges  stösst  sich  ab,  Ungleichartiges 
zieht  sich  an. 

II.  Beide  Kräfte  nehmen  ab,  wie  das  Quadrat  der 
Entfernungwächst. 

Ist  irgendwo  im  Baume  eine  Kugel  Massensubstanz,  so  wirkt  sie  anzie- 
hend auf  die  Aetherkugeln  rings  umher,  und  diese  Anziehung  hat  so  lange 
eine  Bewegung  der  sich  anziehenden  Körper  zur  Folge ,  bis  vollständiger 
Contact  vorhanden  ist.  Nehmen  wir  zuerst  an,  die  Massenkugcl  sei  im 
Yerhältniss  zu  den  Aetherkugeln  sehr  bedeutend,  so  sammeln  sich  auf  ihrer 
Oberfläche  mehrere  der  letzteren,  und  man  kann,  namentlich  wenn  es  sich 
um  grössere  Entfernungen  handelt,  ohne  merklichen  Fehler  annehmen,  dass 
die  Aetheratome  über  dem  Massentheilchen  eine  oder  mehrere  Kugelschalea 
bilden. 

Es  ist  nun  die  Einwirkung  des  ganzen  Sjstemes  auf  die  noch  im  Räume 
schwebenden  Aetherkugeln  zu  suchen.  Die  im  Innern  befindliche  Massen- 
kugel, sowie  die  Kugelschalen  des  Aethers  wirken  so,  als  sei  ihre  gesammte 
Masse  in  dem  Schwerpunkte  vereinigt,  die  Massenkugel  zieht  die  freien 
Aetherkugeln  an,  die  AetherhüUe  stösst  sie  ab,  und  ist  die  erstere  Wirkung 
die  stärkere,  so  wird  das  Aethertheilchen  dem  Systeme  einverleibt,  um  voA 
nun  an  die  Wirkung  der  bereits  gebundenen  Aetherkugeln  zu  verstärken, 
weil  es  zur  Vervollständigung  oder  Vervielfältigung  der  Kugelschalen  bei- 
trägt. Dieses  wird  so  lange  fortdauern,  bis  endlich  die  abstossende  Wir- 
kung aller  Aethertheilchen  zusammen  gerade  so  gross  ist,  als  die  von  dem 
Massenkerne  ausgehende  Anziehung,  und  ist  dieses  der  Fall,  so  wird  das 
System  auf  ein  ferner  stehendes  Aethertheilchen  keine  Wirkung  mehr  aua- 
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fiben.  Nennt  man  die  Menge  materieller,  träger  Substanz  der  Massenku- 
gel,  ihrer  Aetherhülle  und  des  freien  Aethertheilchens  der  Reihe  nach  m,  M 
und  f»,  bezeichnet  man  ferner  mit  a  und  b  die  Anziehung  von  Masse  und 
Aether,  dann  die  Abstossung  zwischen  Aether  und  Aether  bei  der  Einheit 
der  Entfernung  und  der  Einheit  der  trägen,  materiellen  Substanz,  so  erhält 
man  den  Indifferentismus,  wenn 

amfi  =  hM^ 

^^  am^bM  • 

Wie  bei  dem  einzelnen  Systeme  die  Wirkung  auf  ein  entferntes  Aether- 
tbeilchen  aufhört,  so  geschieht  dieses  auch ,  wenn  mehrere  derselben  bei 
einander  sind,  sobald  die  Bedingungsgleichung  1)  erfüllt  ist. 

Befindet  sich  in  der  Entfernung  r  von  dem  ersten  Systeme  ein  zweites 
aus  der  Masse  m,  und  der  Aetherhülle  M^  zusammengesetztes ,  bei  dem  im 
Zustande  der  Indifferenz 

2)  am^  =  bM^ 

ist,  so  findet  zwischen  Kern  und  Kern,  dann  zwischen  Hülle  und  Hülle  Ab- 
stossung statt,  Anziehung  dagegen  zwischen  den  beiden  Kernen  und  den 
jenseitigen  Hüllen.  Ist  c  die  Intensität  der  Abstossung  der  Kerne  für  die 
Einheit  träger  Substanz  lAd  der  Entfernung,  so  wird,  wenn  man  diejenige 
Kraftäusserung ,  welche  die  Entfernung  r  zu  verkleinern  strebt,  mit  dem 
Zeichen  —  versieht,  die  Wirkung 

.  _„      cmnix   .  bMMi       am  Mi       am^M 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  i)  und  2)  mit  3)  erhält  man: 

Die  gegenseitige  Einwirkung   der   beiden   Systeme    hängt    nun  von  der 

Grösse  c ab.     Setzt  man  c  =  — ,  so  ist  die  Einwirkung  =  0.     Nimmt 

b  b 

man  an,  c  sei  um  eine  ausserordentlich  kleine  Grösse  keiner  als  -7-,  so  erhält 

b 

man  für  W  einen  negativen  Werth,  und  es  ergiebt  sich  also  eine  Anziehung, 
die  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst,  und  ausserdem  dem 
Prodncte  der  Massen  proportional  ist  (Schwerewirkung).  Die  Grössen 
a,  b  nnd  c  können  sehr  bedeutend  sein,  für  die  Schwere  bleibt  nur  ein  ver- 
schwindend kleiner  Theil  übrig.  In  den  Lehren  der  Elektricität  und  des 
Magnetismus  gelten  bekanntlich  die  oben  unter  I)  und  II)  aufgeführten  Sätze 

ebenfalls,  und  man  nimmt  dort  muto/i«  mt//a;i^f>  an,   dass  c --=:0  8ei. 

b 

Hierauf  gründen  sich   die  einschlägigen  Rechnungen;   es  würde  jedoch   in 

denselben  keine  wesentliche  Aenderung  eintreten,  wenn  man  c  um  eine  ver- 

schwindend  kloine  Grösse  kleiner  als  —  annehmen  würde.   Diese  muss  aber 

b 
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jedenfalls  sehr  klein  sein ,  wenn  man  die  Schwer ewirknng  mit  den  Molecn- 
larkräften  vergleicht,  denn  erstere  Kraft  ist  bekanntlich  gegen  die  letzteren 
nur  sehr  unbedeutend.  Der  kleine  Ueberschuss,  von  dem  hier  die  Rede  ist, 
kann  daher  jedenfalls  nicht  im  Wege  stehen ,  wenn  meine  Sätze  etwa  auf 
die  Lehren  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  eine  Anwendung  finden 
sollten. 

Nimmt  man  an,  das  zweite  System  mi  enthalte  statt  M^  Aethermenge 
deren  n  M^ ,  wobei  n  beliebig  grösser  oder  kleiner  als  1  sein  mag,  so  ist  ihre 
Wirkung  auf  das  erste  System  ^ 

III.  Jedes  System  m,  in  welchem  die  Massentheil- 
chen  mit  Aether  gesättigt  sind,  wirkt  auf  ein  anderes 
m,  in  ganz  derselben  Weise,  es  mag  letzteres  mit  viel 
oder  wenig  Aether  verbunden  sein. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Wirkung  zu  untersuchen,  welche  die  Aether- 
theilchen  im  Räume  auf  einander  ausüben  können.  Uebereinstimmend  mit 
der  allgemein  üblichen  Ansicht  nehme  ich  an ,  Vass  der  allgemeine  Raum 
mit  Aethertheilchen  erfüllt  sei ,  dass  aber  diese  einander  nicht  berühren, 
sondern  durch  Zwischenräume  von  einander. getrennt  sind.  Die  Art  der 
Vertheilung  mag  eine  ganz  beliebige  sein ;  jedenfalls  aber  ist  sie  eine  regel-  • 
massige.  Setzen  wir  den  Fall,  die  Punkte  der  Fig.  i,  Taf.  II  stellen  die 
Vertheilung  einer  Parthie  Aethers  vor.  Die  einzelnen  Aethertheile  werden 
sich  in  Ruhe  befinden,  wenn  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  sich  gegenseitig 
aufheben,  und  dieses  muss  geschehen,  sobald  die  Vertheilung  der  einzelnen 
Atome  eine  gleichmässige  ist.  Denkt  man  sich  nun  die  Theilchen  des 
(durch  ausgezogene  Gerade  angegebenen)  Raumes  ab  c  d  vreggenommen, 
und  sucht  man  die  von  der  Gesammtmasse  auf  das  Atom  m  ausgeübte  Wir- 
kung, so  wird  sich ,  die  Abstossung  der  Aethertheile  auf  einander  mag  ein 
Gesetz  befolgen,  welches  immer  sie  mag,  wieder  alles  aufheben  mit  einziger 
Ausnahme  der  Thätigkeit  der  in  a^  b^  c^  d^  befindlichen  Atome ,  die  nach 
Wegnahme  von  ab  cd  nicht  aufgehoben  wird.  Stossen  sich  die  Aetheratome 
ab,  so  ist  das  Endresultat  für  tn  genau  dasselbe,  als  sei  der  ganze  Raum 
leer,  und  ezistire  nur  die  Aethermasse  a^  b^  r^  d^ ,  die  auf  der  ab  cd  dia- 
metral entgegengesetzten  Seite  von  m  liegt.  Das  gleiche  Resultat  würde 
man  bekommen ,  wenn  der  ganze  Raum  leer  und  abc d  mit  einer  Substanz 
erfüllt  wäre,  die  nach  dem  nämlichen  Gesetze  aber  anziehend  wirkt.  Sucht 
man  die  nach  Wegnahme  der  Theilchen  m  abcd  auf  m^  erzielte  Wirkung, 
so  muss  diese  wieder  so  sein,  als  wäre  allein  in  dem  symmetrisch  mit  abcd 
gelegenen  durch  punktirte  Gerade  angegebenen  a^b^c^d^  Aether  vorhanden, 
oder  als  wirke  eine  in  abcd  befindliche  Substanz  im  entgegengesetzten 
Sinne  aufm^.  C  n,c^n\o 
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IV.     Ist  in    dem    allgemeinen  Räume   irgend    ein 
Theil  von  Aether  entleert,  80  ist  die  Wirkung,  die  da- 
durch auf  irgend  ein  Aethertbeilchen,  befinde  sich 
dieses,  wo  es  wolle,   ausgeübt  wird,  genau  die  näm- 
liche,  als  sei  der  allgemeine  Raum  vonAether  leer, 
und  es  sei  nur  die  wirklich  leere  Stelle  von  einer  Sub- 
stanz erfüllt,  die  nach  demselben  Gesetze,  ab  erim  ent- 
gegengesetzten Sinne,  als  der  Aether  wirkt. 
Nimmt  man  an  ^  es  sei  ein  kugelförmiger  grösserer  Raum  von  Aether 
entleert,  so  findet  dem  Vorstehenden  zufolge  auf  ein  an  der  Oberfläche  die- 
ser Kugel  befindliches  Aethertbeilchen  die  Wirkung  ^^bxQr  statt,  wenn 
die  Abstossung  der  Aethertbeilchen  dem  Quadrate  der  Entfernung  r  umge- 
kehrt proportional  ist  und  wenn  q  die  Dichtigkeit,  b  die  Abstossungscon- 
stante  des  Aet^ers  bezeichnet«    Die  Anziehung  wächst  also  wie  der  Radius. 

Entstehung  einiger  Krystallformen  des  tesseralen  Systemes. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Verbältnisse  ergeben  sich  zunächst 
für. den  Fall,  dass  die  Zahl  der  ein  Massentheilchen  umhüllenden  Aether- 
kngeln  sehr  gross  sei.  Ist  dieses  nicht,  aö  kann  das  Massentheilchen  mehr 
Aetherkugeln  aufnehmen ,  als  es  zu  seiner  Sättigung  bedarf.  £s  sei  ange- 
nommen, om  =  36fi. 

Hier  werden  zunächst  3  Aetberkngeln  von  dem  Massentheilchen  ange- 
zogen, und  da  sie  sich  gegenseitig  abstossen,  lagern  sie  sich  so  um  das  Mas- 
sentheilchen herum ,  dass  ihre  gegenseitige  Abstossung  ein  Minimum  wird, 
sie  stellen  sich  also  so,  dass  ibre  Mittelpunkte  die  Ecke  eines  gleichseitigen 
Dreieckes  bilden,  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Massentbeilchens 
geht.  Fragt  man  nach  der  Wirkung,  die  das  so  beschaffene  System  auf  ein 
Aethertbeilchen  ausübt,  welches  in  geringer  Entfernung  in  der  auf  der 
Ebene  der  3  Aetherkugeln  gezogenen  Senkrechten  mitten  über  dem  Aether- 
dreieck  steht,  so  erhält  man,  da  das  Massentheilchen  wie  auch  die  Aether- 
tbeilchen so  wirken,  als  gehe  die  gesammte  Wirkung  von  dem  Schwerpunkte 
der  jeweiligen  Kugel  aus, 

Auch  hier  ist  wieder  die  Anziehung  mit  dem  Zeichen  —  versehen ,  R 
bedeutet  die  Entfernung  des  Sfittelpunktes  des  freien  Aethertheilchens  von 
dem  Mittelpunkte  der  Massenkugel,  r  die  Entfernung  dieses  letzteren  Punk- 
tes von  dem  Mittelpunkte  eines  gebundenen  Aethertheilchens. 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  ^:=:0,  so  lange  man  r  gegen  R  verqach- 
lässigen  kann,  dass  aber  eine  Anziehung  stattfindet,  wenn  diese  Bedingung 
nicht  mehr  erfüllt  ist.  Da  nun  der  Raum  als  allenthalben  von  Aethertbeil- 
chen besetzt  angenommen  werden  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  noch  ein  vier- 
tes Aethertheilchen  sich  auf  der  Kugel  niederlässt.     Sobald  dieses  gesche-^^^ 

JT^         of  thj-  \ 
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hen  ist,  tritt  die  gegenseitige  AbstossuDg  der  AetherkagelQ  in  ihre  Rechte, 
nnd  da  keine  die  Massenkugel  verlässt,  kann  erst  dann  Ruhe  eintreten,  wenn 
die  gegenseitige  Abstossung  ein  Minimum  ist,  was  geschieht,  sobald  die 
4  Aetheratome  sich  so  um  die  Massenkugel  herum  gelagert  haben ,  dass  bei 
der  durch  Gerade  zu  bewerstelligenden  Verbindung  der  Aethermittelpunkte 
ein  kleines  Tetraeder  entsteht ,  dessen  Ecke  in  eben  diesen  Mittelpunkten 
liegen.  Untersucht  man  die  Wirkung  des  so  beschaffenen  Sy^stemes  auf 
ein  weiteres  freies  Aetheratom,  so  wird  dieselbe  je  nach  der  Stellung  ver- 
schieden sein,  welche  die  von  dem  Massenmittelpunkte  zu  ihm  gezogene 
Verbindungslinie  gegen  das  Tetraeder  einnimmt.  Soll  noch  eine  weitere 
Aetherkugel  incorporirt  werden,  so  ist  dieses  am  ehesten  da  möglich,  wo  die 
Anziehung  ein  Maximum  ist,,  nnd  dieses  kann,  wie  man  durch  einfache 
TJeberlegung  leicht  erhält,  nur  in  einer  der  drei  Stellungen  sein,  in  welchen 
das  anzuziehende  Aethertheilchen 

A  senkrecht  über  dem  Mittelpunkte  einer  Tetraederebene, 

Ay^  senkrecht  über  dem  Mittelpunkte  einer  Kante, 

A^  senkrecht  über  eiffem  Ecke  steht. 
Die  Rechnung  ergiebt: 

Entwickelt    man   in  Reihen  und  setzt  man   der  Einfachheit   wegen 
5^^  =  l,  so  ergiebt  sich 

Die  Wirkung  ist,  wie  sich  hieraus  ergiebt,  allerwärts  eine  abstossende, 
das  Minimum  ist  in  A^  das  Maximum  in  A^  u{id  ein  fünftes  Aetheratom  kann 
sich  daher  mit  der  Massenkugel  nicht  verbinden.  In  Folge  dieser  Abstos- 
sung würde  sich  ein  Aethertheilchen  bis  in  unendliche  Entfernung  von  dem 
Systeme  wegbegeben,  wenn  die  Wirkung  des  äussern,  den  ganzen  Raum 
erfüllenden  Aethers  nicht  wäre.  Da  die  Abstossung  in  jeder  Richtung  statt- 
findet, muss  sich  um  das  System  herum  ein  ätherfreier  Raum  bilden.  Die 
Abstossung  wird  bei  zunehmender  Entfernung  immer  schwächer,  während 
andererseits  bei  der  Vergrösser  ung  des  leeren  Raumes,  wie^ich  aus  IV)  er- 
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giebt,  der  Druck  des  allgemeinen  Aethers  von  aussen  herein  wächst.  Es 
muss  also  endlich  zu  einem  Gleichgewichte  kommen,  und  wenn  dieses  in 
der  Entfernung  R  geschieht ,  ist  ein  dort  befindliches  Aethertheilchen  in 
Ruhe.  Es  tibrigt  hierbei  noch  die  Frage,  welche  Stellung  das  System  gegen 
das  zunächst  liegende  Aethertheilchen  einnimmt. 

Die  Abstossung  des  kleinen  Tetraeders  nimmt  rings  um  dasselbe  ab, 
wenn  die  Entfernung  wächst,  sie  hat  aber  bei  derselben  Entfernung  in  den 
verschiedenen  Stellungen  verschiedene  Werthe.  Verbindet  man  die  Punkte 
gleicher  Abstossung  mit  einander,  so  erhält  man  Flächen  von  doppelter 
Krümmung,  die  sieh  einhüllen  und  mit  zunehmender  Grösse  sich  mehr  und 
mehr  der  Kugelgestalt  nähern,  bei  geringerer  Entfernung  bald  näher  an  den 
Kern  treten,  bald  weiter  weggehen.  Da  der  Werth  dieser  Abstossung  von 
einer  dieser  Flächen  zur  andern  wächst,  wenn  man  sich  dem  Tetraeder  nä- 
hert, so  muss  endlich  ein  solcher  kommen,  welcher  gerade  so  gross  ist,  als 
der  durch  den  leeren  Kaum  bewirkte  Druck  an  derjenigen  Stelle,  wo  die 
Fläche  sich  dem  Mittelpunkte  am  meisten  nähert.  Nimmt  man  nun  an, 
das  Aethertheilchen  befinde  sich  eben  daselbst,  so  muss  ein  Ruhezustand 
eintreten;  lässt  man  es  aber  über  die  Fläche  hingleiten,  so  behält  die  Ab- 
Btossung  ihren  gleichen  Werth,  der  Druck  des  äussern  Aethers  muss  grösser 
werden,  weil  der  leere  Raum  zwischen  Tetraeder  und  Aethertheilchen 
wächst,  und  das  Aethertheilchen  wird  daher  in  die  vorige  Lage  zurückge- 
trieben. Man  kommt  durch  folgenden  Schlnss  auf  das  gleiche  Resultat. 
Es  ist  ein  Grundgesetz  der  Statik,  dass,  wenn  ein  Körper  von  einem  andern 
angezogen  wird,  er  sich  so  stellt,  dass  sein  Schwerpunkt  dem  anziehenden 
möglichst  nahe  liegt.  Betrachtet  man  den  innern  Raum  nach  IV)  als  anzie- 
hend, so  nimmt  ein  Aetberatom  eine  solche  Lage  an,  dass  R  ein  Minimum 
wird,  welches  wir  mit  R^  bezeichnen  wollen,  es  wird  also  die  Stellung  A 
(Gleichung  6)  erhalten.  Hier  ist  sein  Ort  des  stabilen  Gleichgewichtes, 
während  in  ^^  und  J^  labiles  Gleichgewicht  stattfindet.  Rings  um  das 
kleine  Tetraeder  kommt  das  Minimum  R  viermal  vor,  und  in  Folge  dessen 
bildet  sich  ein  das  kleine  Tetraeder  einhüllendes  grösseres,  dessen  Ecke 
senkrecht  Über  den  Mittelpunkten  der  Flächen  des  kleineren  stehen.  Nimmt 
man  an,  was  wohl  nicht  unwahrscheinlich  ist,  dass  die  Entfernung  R^  nicht 
unbeträcht^ch  grösser  sei  als  r ,  so  erhält  man  folgendes  Resultat  Man 
hat  im  Innern  4  Aethoratome  und  1  Massenatom ,  dessen  Wirkung  die  von 
3  Aetheratomen  aufhebt.  Wäre  das  übrig  bleibende  Aethertheilchen  im 
Mittelpunkte  des  Tetraeders,  so  wäre  seine  Thätigkeit  gerade  so,  als  sei  das 
Massentheilchen  gar  nicht  vorhanden ,  und  der  Aether  ausserhalb  wäre  in 
seiner  Vertheilung  genau  wie  die  des  unendlichen  Raumes.  Unter  den  ge- 
gebenen Verhältnissen  ist  dieses  nicht  ganz  der  Fall,  so  Jange  die  Grösse  r 
nicht  vernachlässigt  werden  darf,  es  wird,  wie  schon  aus  der  Entstehung 
des  Umhüllungstetra^ders  hervorgeht,  in  dessen  Nähe  eine  Abweichung  von 
der  gewöhnlichen  Aethervertheilung  stattfinden ,  doch  will  ich  für^tzt  da-r 
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von ,  soweit  es  sich  am  die  Vertheilnng  jenseits  des  UmhüUungstetraederB 
handelt,  Umgang  nehmen. 

Nehmen  wir  nnn  an,  aasser  dem  ersten  (elementaren)  Tetraäder,  des- 
sen Entstehung  im  Obigen  entwickelt  wurde,  seien  noch  andere  derselben 
Art  im  Raum  vorhanden. 

Die  Einwirkung  zweier  solcher  Tetraeder  ist  je  pach  der  gegenseitigen 
Stellung  verschieden,  und  dieselbe  wird  in  folgenden  Fällen  einen  extremen 
Werth  erreichen. 

B   Beide  Tetraeder  stehen  sich  mit  den  Ecken  gegenüber. 

^1  Dem  Ecke  des  einen  ist  die  Fläche  des  andern  zugekehrt. 

B^  Beide  Tetraeder  wenden  sich  die  Flächen  zu. 

B^  Es  stehen  sich  die  Kanten  gegenüber. 
Dieselben  Schlfisse,  welche  oben  darauf  geführt  haben,  dass  ein  Aether* 
th eilchen  sich  gegen  ein  elementares  Tetraeder  so  stellt,  dass  es  ihm  im 
Gleichgewichte  möglichst  nahe  ist,  gelten  wieder,  und  wir  haben  daher  auch 
hier  diejenigen  Fälle  aufzusuchen,  in  denen  die  Abstossung  ein  Minimum 
wird.  Ans  diesem  Grunde  haben  wir  von  den  Stellungen  J9,  B^ ,  B^  wieder 
diejenigen  zu  nehmen,  in  denen  das  eine  Tetraeder  gegen  das  andere  60 
Grade  um  die  Verbindungslinie  beider  gedreht  ist.  In  der  Stellung  B^  sind 
die  beiden  Tetraeder  einander  gleich  gelagert,  die  gegt^nüberstehenden 
Kanten  sind  also  gekreuzt.    Es  soll  im  Folgenden  von  der  Schwerewirkung 

\c  -—  —j  wegen  deren  vergleichweisen  Unbeträchtlichkeit  abgesehen,  also 

c  =  --  gesetzt  werden,  ausserdem  ist  6fi/t  der  Einfachheit  wegen  =1  ge- 
nommen. 

a*       9  6 11* 
Es  ist  dann,  weil  am  =  Zba.  c  =  -r  =  — r-  und  cfii'  =  96tt*  =  9. 

^  b  m*  "^ 

Die  Wirkungen  sind  folgende: 

p_r         6(^  +  10  ■  3(Ä  +  |r)  ,  6(fl-fr) 


=[, 


'.=t 


[(Ä+|r)'  +  fr']| 

4- i +n 


(Ä  +  f  r)'+  V  r«]}  ^  [(Ä  _  |r)«  +  $r»H 
mß  +  jr) 


\B-ryr 


[(Ä  +  iO'  +  f«^]«^ 

±R ■  3.«  »{B+fr) 

(Ä*  +  Jr«)5"^(Ä'+ Vr')|'^[(Ä  +  }r)'  +  f  r»]| 
3(i?-|r)  .    lOT      r         9(R  +  ir)  ,  9(Ä-ir) 

Ä'J      Li 

+  _i_+__L_l 

,  3(Ä-|.r) 

[(Ä-  |r)»  +  f  r'jS'^KÄ-  |r)'+  ^r']!"^  [(Ä  +  fr)'  +  f  r»]t 


■*■  [(Ä  -  fr)'  +  Jr«]!  +  Ä'J      L[(Ä  +  iry  +  |r«]|  +  [{R  +  Jr)*  +  !^,']l 


_  r__«(Ä-|r)  HB-jr)  6(fl  +  fr) 


1  ,    01      r         HB-jr)  6       1 

iR+Zry^R*]      L[(Ä  — ir)«  +f  r'jr  (Ä+^' I' 

üigitizedbyviiOO' 


)gle 


Von  Prof.  Dr.  Wittweb.  186 

B  _r    ■<(g-2>-?4)        I        4(j?  +  2r/|)  AR  lai 

"       L[(Ä-2r^)'+|r']r  [(Ä+2r/T)'+Jr']5"^(Ä'  +  |-r')|  +  Ä'J 

L[(Ä+r^i)'+|r']t      [(Ä-r/l)'+fr»]5j' 
In    Keihen    ausgedrückt,    erhalten    diese    Wirkungen    nachstehende 
Wcrthe: 

Bei  einigermaassen  beträchtlichem  Werthe  von  —  ist   die   Abstossung 

bei  der  Stellung  B^  ein  Minimum.  Sind  die  Tetraeder  im  Eaume  mit  Aether 
untermischt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  yon  einem  Tetraeder  ein  Aethertheil- 
eben  oder  ein  anderes  Tetraeder  mehr  abgestossen  werde,  und  wählen  wir 
die  Stellung  ^2,  so  ergiebt  sich  die  Frage,  ob  ^^  grösser  sei  als  ^  oder 
nicht.     Man  hat  nun  (Gleichung  0)  und  7) 

Das  Tetraeder  wird,  wie  man  sieht,  weniger  abgestossen,  als  das  Aether- 
theilchen,  und  weil  letzteres  in  Folge  der  Wirkung  des  allgemeinen  Aethers 
in  Ruhe  bleibt,  ergiebt  sich  für  das  Tetraeder,  das  in  Mitte  der  Aethertheil- 
chenist,   eine  Anziehitng.     Fs  geschieht  dieses  wenigstens  solange,  als 

R 

—  nicht  zu  klein  wird ;   in   welchem  letzteren  Falle  B^  die  bevorzugteste 

Stellung  ist. 

Far  den  Fall,  dass  das  zweite  Tetraeder  in  der  j?,-  Stellung  die  Aether* 
atome  wegdrängt,  nähert  es  sich  dem  ersten  etwas  weiter,  als  ein  Aether* 
theilchen  es  thun  würde,  bleibt  aber  dann  stehen,  weil  der  es  hinführende 
Druck  des  allgemeinen  Aethers  immer  kleiner  wird.  Werden  die  zwei 
Tetraeder  über  den  Indifferenzpunkt  zusammengestellt,  so  leisten  sie,  wie 
sich  aus  7)  ergiebt,  einen  mehr  und  mehr  wachsenden  Widerstand,  und  ein 
eben  solcher  kommt  zum  Vorschein,  wenn  man  die  Tetraeder  von  einander 
entfernen  will.  Im  ersten  Falle  ist  also  die  Abstossung  der  2  Tetra(ider,.im 
zweiten  der  Druck  des  allgemeinen  Aethers  Ursache.  Man  sieht  wohl 
leicht,  dass  diese  Vorgänge  alle  Analogie  mit  den  Erscheinungen  der  Poro- 
sität und  Cohäsion  zeigen.  Wenn  der  neuen  Fläche  des  ersten  Tetraeders 
gegenüber  sich  ein  zweites  (Fläche  gegen  Fläche)  ansetzt,  so  muss,  da  das 
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Tetraöder  4  Flächen  hat,  und  jede  sich  unter  gleichen  Verhältnissen  befin- 
det, auch  bei  diesen  der  gleiche  Vorgang  stattfinden.  Durch  dieses  An- 
wachsen entsteht  ein  grösseres  Tetraeder,  dessen  Mitte  und  dessen  Ecke 
von  je  einem  kleinen  eingenommen  werden.  Die  an  den  Ecken  stehenden 
Tetraeder  werden  sicherlich  auch  aufeinander  einwirken,  aber  wegen  der 
bei  wachsender  Entfernung  sehr  rasch  erfolgenden  Abnahme  der  Kraft  ist 
diese  nunmehr  schon  sehr  gering.  Man  hat  es  nämlich  hier  nar  mit  der  Difi'e- 
renz  der  Wirkung  von  Aether  und  Tetraöder  auf  ein  anderes  Tetraöder  zu 
thun  und  es  fällt  daher  das  Glied  der  Keihen  (Gleichung  7),  in  welchem 
R~^  vorkommt,  aus.  Ausserdem  können  je  3  Ecktetraeder  auf  das  vierte 
ihrer  symmetrischen  Stellung  wegen  keine  andere  Einwirkung  haben ,  als 
dass  sie  die  Entfernung  desselben  von  der  Mitte  etwas  grösser  oder 
kleiner  machen.  Jedes  der  4  Ecktetraöder  zeigt  3  Flächen  nach  aussen, 
und  an  diese  lagert  sich,  der  Ordnung  gemäss,  wieder  je  ein  Tetraöder  an, 
und  wenn  man  diesen  Vorgang  fortgesetzt  denkt,  so  entsteht,  wie  man  an 
einem  Modelle*)  leicht  sehen  kann,  ein  grösserer  Körper  von  derselben 
Form,  ein  grosses  Tetraöder.  Dieser  Körper,  von  dem  Taf.  II,  Fig.  2 
die  Projection  auf  eine  Ebene  darstellt,  welche  mit  2  der  krjstallographi- 
schen  Axen  parallel  ist,  zeigt  deutliche  Blätterdurchgänge  ab  und  cd  paral- 
lel mit  den  Kanten  und  parallel  mit  den  Flächen,  und  giebt  so  die  Ueber- 
gänge  in  Würfel  und  OctaÖder.  Nimmt  man  das  ein  Eck  bildende  kleine 
Tetraöder  e  oder  g  weg,  so  erscheinen  3  Zuspitzungsflächen  (von  der 
Fläche  aus),  welche  gegen  einander  um  120°  geneigt  sind,  und  bei  deren 
Ausbildung  ein  Ehombendodecaöder  entstehen  würde.  Nimmt  man  die  die 
Kante  bifMende  Husserste  Tetraederreihe  /*oder  eg  weg,  so  kommen  2  Zn- 
schärfcingsflächen  zum  Vorschein,  die  sich  unter  einem  Winkel  von  109*  28' 
16''  schneid-e'ii,  und  bei  deren  Ausbildung  die  eine  der  in  der  Natur  vorkom- 
menden Varietäten  des  Trlakistetraöders  entsteht,  welche,  wie  die  Lehrbü- 
cher der  Mineralogie  angeben ,  genau  diesen  Winkel  hat.  Die  Entfernun- 
gen je  zweier  primären  Tetraöder  sind  alle  gleich  und  die  Verschiedenheit 
derselben  in  Fig.  2  rührt  daher,  dass  die  in  kleineren  Distanzen  befindlichen 
Punkte  die  Projectionen  von  verschieden,  weit  von  der  Projectionsebene 
entfernten  Tetraödern  sind.  Parallel  mit  den  Kanten  und  mit  den  Flächen 
des  grossen  Tetraöders  gehen  hexagonale  Räume  durch  den  Krjrstall,  welche 
leer  bleiben,  weil  die  kleinen  Tetraeder  abwechselnd  ihre  Kanten  und  Ecke 
hinzeigen,  bei  Welchen  die  Anziehung  eine  geringere,  beziehungsweise  eine 
Abstossung  ist. 

Wenn  bei  kleinerem  Werthe  von  ~  nicht  mehr  die  Stellung  B^ ,  son- 
dern J?3  das  Maximum  der  Anziehung  bietet,   so  legen  sich  die  kleinen  Te- 

^)  Ich  mache  mir  diese  Modeüe  ans  frisch  gebackenem  Brode,  das  geknetet  und 
fcu  Tetraedern  geformt  wird ,  worauf  ich  die  einzelnen  Stücke  vor  dem  Erhärten  mit 
Nadeln  oder  feinem  Drahte,  sogenanntem  Binddrahte,  verbinde.  /--^  i 
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tracSder  Kante  gegen  Kante  gegen  einander,  nnd  es  entsteht  hier  ebenso,  wie 
vorhin  das  Tetraeder,  ein  grosses  Octaäder,  dessen  Constraction  sich  ans 
Taf.  n,  Fig.  3  ergiebt,  welche  einen  Schnitt  darstellt,  der  mit  2  Axen  pa- 
rallel ist.  Man  hat  hier  dreierlei  Blätterdnrchgänge.  Der  deutlichste  ist 
o6,  senkrecht  anf  einer  Axe  (Uebergang  zum  Würfel).  Der  eweite  Blätter- 
dnrchgang  ist  ce/,  parallel  zu  den  Kanten  (Uebergang  in  das  Rhombendode- 
caSder) ,  nnd  endlich  ist  noch  ein  weniger  deutlicher  Blätterdnrchgang  da, 
der  parallel  mit  den  Flächen  geht.  Würde  die  Stellung  B^  das  Maximum 
der  Anziehung  geben,  so  würde  ein  Würfel  entstehen.  Jede  Fläche  dessel- 
ben würde  eine  Art  Schachbrett  darstellen,  dessen  eine  Felder  an  je* 
dem  Ecke  mit  einem  Tetraeder  versehen,  dessen  andere  leer  wären. 

Die  Stellang  B  endlich  weist  auf  das  der  Stellung  B^  correspondirende 
Tetraeder  hin. 

Man  kann  bezüglich  der  gegenseitigen  Einwirkung  zweier  primären 
Tetraeder  ebensogut  um  das  eine  Flächen  gleicher  Anziehung  annehmen, 
wie  dieses  oben  bezüglich  der  Wirkung  von  Tetraeder  und  Aetherkugel  ge- 
schehen ist.  Nimmt  man  z.  B.  ein  Tetraeder  als  fest  an  und  führt  man  das 
andere  darum  herum,  so  kommen  bei  der  gleichen  Entfernung  verschiedene 
Wirkungen  oder  bei  verschiedenen  Entfernungen  gleiche  Wirkungen  zum 
Vorschein,  aber  nirgends  ausser  der  einen  Lage  ist  die  Abstossung  bei  einer 
gegebenen  Entfernung  ein  Minimum.  Der  äussere  Druck  des  allgemeinen 
Aethers  sucht  das  Tetraeder  ebensogut  in  der  bestimmten  Stellung  festzu- 
halten ,  wie  oben  bezüglich  der  Aetherkugel  angeführt  wurde,  und  er  setzt 
daher  jeder  Verrücknng  einen  Widerstand  entgegen.  Je  grösser  dieser 
Widerstand  ist,  um  so  bedeutender  ist  die  Härte  des  Krystalles.  Die  ein- 
zelnen Theile  des  Krystalles-  haben  gegen  einander  die  verschiedensten 
Stellungen^,  die,  wenn  man  sich  den  Körper  auf  die  Erde  gelegt  denkt,  von 
der  Richtung  der  Schwere  in  der  verschiedensten  Weise  abweichen.  Ist 
die  Schwerewirkung  im  Stande,  Verschiebungen  der  Tetraeder  zum  Vor- 
schein zu  bringen,  ist  also  die  Härte  geringer  als  die  Schwere,  so  entsteht 
eine  Flüssigkeit.  Es  fehlen  mir  zur  Zeit  alle  Anhaltspunkte,  die  Frage, 
wie  lange  diese  Bedingung,  dass  Härte  >  Schwerewirkung,  erfüllt  sei,  zu 
beantworten,  da  die  Constanten  a,  6,  e,  sowie  die  Constante  des  Druckes  des 
äusseren  Aethers  bei  bestimmter  Grösse  des  ätherleeren  Raumes  unbe- 
stimmt sind,  und  ich  muss  mich  daher  damit  begnügen,  auf  den  Umstand 
aufmerksam  zu  machen. 

Amorphe  Körper  sind  solche,  deren  Theilchen  sich  gar  nicht  oder  nur 
zum  Theile  in  der  Stellung  des  Maximums  der  Attractiou  befinden.  Es  ist 
bekannt,  dass  amorphe  Körper  mitunter  für  sich  (arsenige  Säure,  amorpher 
Zucker) ,  manchmal  auch  unter  dem  Einflüsse  der  Bewegung  (Eisenbahn- 
schienen) in  den  kristallinischen  Zustand  übergehen.  Bei  vielen  Körpern, 
wie  z.  B.  den  organischen  können  auch  die  Molecüle  eine  solche  Gestalt  ha- 
ben, dass  sie  sich  gar  nicht  zu  einem  Krystalle  zusammenbauen  Jassen.  j 
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Ich  mass  hier  darauf  aufmerksam  machen,  dass  dann,  wenn  die  einzel- 
nen Molecüle  des  Körpers  nicht  alle  die  Maximumstellang  haben,  dieses 
doch  bei  einzelnen  der  Fall  sein  kann,  und  dass  selbst,  wenn  dieses  nicht 
sein  sollte,  die  gegenseitige  Abstossung  der  Molecule  dennoch  so  klein  sein 
kann,  als  die  des  Druckes  des  äusseren  Aethers,  und  die  Cohäsion  ist  daher 
auch  bei  den  amorphen  Körpern,  sowie  den  Flüssigkeiten  recht  gut  möglich. 
Wenn  man  nicht  das  Maximum  der  Anziehung  hat,  braucht  man  darum  nicht 
gleich  auf  das  Maximum  der  Abstossung  tiberzugehen.  Ich  komme  übrigens 
am  Schiasse  meiner  Abhandlung  auf  diesen  Punkt  zurück. 

Wenn  man  die  Wirkungen  betrachtet,  die  ein  ElementartetraSder  nach 
den  Formeln  6)  auf  ein  Aethertheilchen  ausübt,  so  ergiebt  sich,  dass  in 
Stellung  Ä  eine  Thätigkeit  stattfindet,  bei  der  das  Tetraeder  das  Aether- 
theilchen  weniger  abstösst,  als  ein  Aethertheilchen  an  seiner  Stelle  thun 
würde,  und  die  Folge  ist,  dass  sich  in  geringerer  als  der  gewöhnlichen 
Aetherdistanz  um  das  Tetraeder  herum  4  Aetherkugeln  anlagern ,  und  das 
bereits  mehr  erwähnte  Umhüllungstetraeder  bilden.  Dieses  Umhüllnngs- 
tetraeder  lässt  sich  als  integrirender  Bestandtheil  des  ganzen  Elementar- 
tetraeders betrachten,  da  seinen  Theilen  von  letzterem  eine  bestimmte  Stel- 
lung angewiesen  ist.  Es  ist  nun  nicht  nur  möglich,  sondern  im  höchsten 
Grade  wahrscheinlich,  dass  sich  bei  der  Krjstallisation  je  ein  Aetheratom 
zwischen  2  ursprüngliche  Tetraöder  einschiebt.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  ein 
solches  Tetraeder  sei  einige  Zeit  in  Buhe  gewesen,  so  werden  sich  mittler- 
weile die  Aethertheilchen  als  Umhüllungstetraeder  um  dasselbe  herum  grup- 
pirt  haben;  kommt  nun  ein  zweites  Tetraeder  daher,  so  ist  sehr  gut  denk- 
bar, dass  sich  dieses  auf  der  dem  ersten  entgegengesetzten  Seite  des  Aether- 
atomes  festsetzt.  Nehmen  die  zwei  kleinen  Tetraeder  diesseits  und  jenseits 
des  Aetheratomes  eine  solche  Stelle  ein ,  dass  sie  sich  die  Flachen  zuwen- 
den (Stellung  ^t),  so  befinden  sie  sich  sowohl  gegenseitig,  als  auch  dem 
zwischenliegenden  Aethertheilchen  gegenüber  im  Maximum  der  Anziehung. 
Das  zweite  Tetraeder  hatte  aber  vor  der  Verbindung  mit  dem  ersten  eben- 
falls seine  Umhüllung ,  nach  der  Verbindung  muss  eine  der  4  Aetherkugeln 
derselben  entfernt  sein,  und  so  viele  Molecttle  sich  anlagern,  so  viele  Aether- 
kugeln, die  vorher  Bestandtheile  der  Umhüllungstetraeder  waren,  werden 
frei  geworden  sein.  Redtenbacher  sagt  in  seinem  Dynamidensjstem 
S.  30:  „Die  rationelle  specifische  Wärme  oder  Wärmecapacität  eines  Stof- 
fes ist  die  Anzahl  der  Aetheratome,  welche  in  der  Gewichtseinheit  des 
Sto£fes  enthalten  ist. "  Geht  nun  ein  Körper  bei  dem  Krjstallisiren  in  einen 
solchen  von  geringerer  specifischen  Wärme  über,  wie  z.  B.  Wasser  in  Eis, 
so  muss  Aether  und  mit  ihm  Wärme  abgeschieden  werden,  und  es  würde  also  bei 
der  vorstehenden  Annahme  auch  die  Erklärung  der  Erscheinung,  dass  bei 
dem  Krystallisiren  Wärme  frei  wird,  eingefügt  werden  können.  Bei  dieser 
Annahme  der  Einschaltung  von  Aetheratomen  zwischen  den  Elementartetra- 
cdern  ergiebt  sich   eine  grössere  Entfernung  derselben  von  eii^ander,  was 
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den  allgemein  herrschenden  Ansichten  über  Aether-  nnd  Molecnlardistanz 
besser  entspricht.  Das  so  entstandene  Tetraeder  besteht  eigentlich  aas 
2  verschiedenen  Elementen.  Innere  Tetraeder  stehen  sich  in  ge- 
wissen Distanzen  Fläche  gegen  Fläche  gegenüber,  nnd  sie  sind  eingehüllt 
von  Aethertetra^dern ,  die  einander  die  Ecke  zuwenden,  wobei  stets  ein 
Aetheratom  als  das  Eck  zweier  an  einander  stossender  Tetraeder  betrachtet 
werden  kann.  Bei  dieser  Yertheilung  des  Aethers  findet  man  an  einem 
Modelle  sehr  leicht,  dass  dieselbe  in  Beziehung  auf  jede  der  3  krjstallogra- 
phischen  Axen  die  nämliche  ist,  nnd  dass  daher  das  Licht  in  einem  solchen 
Krjstalle  einfach  gebrochen  werden  muss. 

Die  Einwirkung  eines  Molecüles  anf  den  änsseren  Aether  wnrde  bis- 
her als  nach  der  Bildung  des  Umhüllungstetraeders  abgeschlossen  angenom- 
men. Streng  genommen  ist  dieses  nicht  der  Fall,  denn  es  mässen  sich 
auch  die  ferner  stehenden  Aethertheilchen  in  einer  bestimmten  Ordnung 
grnppiren,  die  jedoch  mit  zunehmender  Entfernung  sich  weniger  und  endlich 
gar  nicht  mehr  bemerken  lässt.  Auf  diese  Weise  entsteht  eine  Redton- 
ba  che  rasche  Dynamide,  die  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  eine  tetra- 
edrische  Anordnung  ihrer  Aethertheilchen  zeigen  muss.  Innen  ist  das 
ElementartetraSder  als  Kern  und  dann  kommen  noch  verschiedene  Hüllen 
darüber.  Die  Bildung  einer  solchen  Dynamide  ist  abgeschlossen,  wenn  sie 
sich  gegen  den  äussern  Aether  gerade  so  verhält,  als  sei  die  eigenthümliche 
Structur  ihres  Innern  nicht  vorhanden.  Es  wurde  oben  bereits  angeführt, 
dass,  weil  3  Aetherkugeln  des  Elementartetra^ders  von  dem  Massentheichen 
neutralisirt  werden ,  die  ganze  Wirkung  auf  den  äussern  Aether  sich  von 
dem  Falle,  dass  das  Elementartetrae'der  durch  ein  einzelnes  Aethertheilchen 
ersetzt  wird ,  nur  darin  unterscheidet ,  dass  dieses  Aethertheilchen  nicht  in 
der  Mitte  ist,  und  dass  dieser  Unterschied  mit  zunehmender  Ent- 
fernung sich  verringern  und  endlich  verschwindend  klein  werden  müsse. 
Eine  vollständige  Dynamide  wirkt  also  gegen  den  äussern  Aether  gar  nicht 
und  gegen  ein  äusseres  Massentheilchen  nur  insofern ,   als  wie  bereits  in  4) 

angenommen  c  <  -7-.     Der  Umstand ,   dass  das  Massentheilchen  sich  mit 

Aether  überladet,  ist  für  die  Schwerewirküng  ohne  Einfluss.  Zwei  solche 
Dynamiden  wirken  anf  einander  nur  insofern ,  als  die  geringe  Schwere  es 
erheischt,  kommen  sie  aber  zu  einander  in  eine  solche  Nähe,  dass  ihre  eigen- 
thümliche innere  Structur  in  Betracht  gezogen  werden  muss,  so  kann  die 
gegenseitige  Einwirkung  nicht  mehr  in  allen  Stellungen  die  gleiche  sein,  sie 
mnss  nach  der  einen  einen  grösseren  und  darum  auch,  nach  der  andern  einen 
kleineren  Werth  haben,  als  dieses  bei  der  nach  allen  Bichtungen  indifferen- 
ten Vertheilung  der  Fall  wäre.  Bei  Letzterer  findet  weder  Anziehung  noch 
Abstossung  statt  (wenn  man  von  der  Schwerewirkung  absieht),  nnd  es  muss 
daher  eine  oder  mehrere  Stellungen  geben,  in  denen  wir  Anziehung  haben. 
Diese  Stellungen  können  nur  unter  den  oben  erwähnten  J9- Stellungen  z^ 
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suchen  sein,  und  es  mnss  daher  eine  der  erwähnten  Krjstallformen  zum 
Vorschein  kommen.  In  jeder  dieser  Formen  hat  der  Aether  eine  in  Bezie- 
hung auf  die  krjstallographischen  Axen  gleichmässige  Vertheilung,  der 
Krjstall  wird  daher  das  Licht  jedenfalls  einfach  hrechen. 

Entstellung  von  Erystallen  des  liezagonalen  Systeme«. 

Verhält  sich  die  träge  Substanz  des  Masseutheilchens  zu  der  des  im 
vorigen  Falle  angenommenen  wie  2  zu  3,  so  dass  also 

amj  =  2ö|x, 
so  werden  sich  primär  2  Aetherkugeln  an  dasselbe  anlagern,  die  sich  an  der 
Massenkugel  diametral  gegenüber  stehen.  Sucht  man  die  Wirkung  des  so 
entstandenen  Molectiles  auf  ein  Aethertheilchen,  das  in  einer  Geraden  ist» 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  Massenkugel  geht  und  auf  der  Verbindungs- 
linie der  2  Aethermittelpunkte  senkrecht  steht,  so  ergiebt  sich 

Da  hier  Anziehung  vorhanden  ist,  lagert  sich  ein  drittes  Aethertheil- 
cben  an,  und  alle  3  stellen  sich  so,  dass  ihre  Mittelpunkte  die  Ecke  eines 
gleichseitigen  Dreieckes  bilden ,  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der 
Massenkugel  geht.  Ein  viertes  Aethertheilchen  wird  nicht  aufgenommen, 
denn  wie  sich  ans  Gleichung  5}  leicht  ableiten  lässt,  erhält  man 

Nun  folgen  sich  mutaiis  mulandis  dieselben  Vorgänge ,  wie  bei  dem  Te- 
traeder. Zuerst  setzen  sich  in  einer  von  dem  äusseren  Aetherdrucke  ab- 
hängigen Distanz  senkrecht  oberhalb  und  unterhalb  2  Molecüle  an,  die  ge- 
gen das  untere  um  60°  gedreht  sind.  In  der  Ebene  der  Aetherkugeln  des 
mittleren  Molecüles  lagern  sich  weitere  an^  deren  Ebene  in  Folge  der  Ein- 
wirkung des  oberen  und  des  unteren  mit  der  des  mittleren  zusammenfällt. 
Die  gegenseitige  Stellung  der  in  der  mittleren  Ebene  befindlichen  Molecüle 
kann  bei  dem  Maximum  der  Attraction  nur  eine  der  folgenden  sein: 

C  Beiderseits  sind  sich  die  Ecke  zugewandt. 

Ci  Die  Ecke  sind  sich  abgewandt. 

C^  Die  Ecke  haben  gleiche  Richtung.. 
In  jedem  dieser  Fälle  entsteht  durch  Grnppirung  einer  grossen  Anzahl 
von  Theilchen  eine  hoxagonale  Pyramide  (die  Figuren  4,  5  und  6  der  Taf.  II 
geben  Abbildungen  dieser  Formen,  senkrecht  auf  die  krystallographische 
Hauptaxe  genommen).  Die  Hauptblätter durchgänge  sind  senkrecht  auf  der 
Hauptaxe,  weitere  sind  senkrecht  auf  den  Nebenaxen.  Es  ergiebt  sich  hier- 
bei von  selbst  die  Nothwendigkeit  des  Gesetzes  der  Axenveränderung,  der 
Längenverschiedenheit  ungleichnamiger  Axen  u.  s.  w.  Nimmt  man  auch 
hier  statt  der  blossen  Molecüle  das  Zusammenwirken  der  Dynamiden  an,  so 
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ergiebt  sich  auch  die  Nothwendigkeit ,  dass  ein  solcher  Krjstall  das  Lichjt 
doppelt  brechen  muss. 

Wärme  -  ErBcheiBungen. 

Es  worde  oben  der  Ausspruch  Redte nbacher's  erwähnt,  dass  die 
speeifische  Wärme  einer  Dynamide  von  der  Menge  des  sie  constituirenden 
Aethers  ahhängt.  'Ist  dieses  der  Fall ,  so  muss  ein  Körper,  der  Aether  ab- 
giebt,  auch  eine  geringere  speeifische  Wärme  bekommen.  Wenn  so  die 
Abgabe  von  Wärme  mit  der  von  Aether  verbunden  ist,  so  muss  es  zulässig 
sein,  anzunehmen,  dass  auch  hei  andern  Wärme -Entwickelungen  eine  Ab- 
gabe von  Aether  vorkommen  könne.  Eine  solche  Aetherabgabe  scheint 
mir  auch  einzutreten,  wenn  eine  Gasart  comprimirt  wird ;  die  dabei  stattfin- 
dende Wärmeentwickelung  hängt  in  diesem  Falle  von  der  Menge  des  ab- 
gesonderten Aethers  ab.  Ich  mache  hier,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  einer 
Ketzerei  beschuldigt  zu  werden,  auf  den  bekannten  Versuch  Joule's  auf- 
merksam, der  als  Beweis  für  den  Satz  gilt,  dass  die  speeifische  Wärme  der 
Gase  sich  nicht  mit  dem  Drucke  ändert.  Joule  hat  in  einem  und  demsel- 
ben Calorimeter  2  Behälter  von  gleichem  Volumen,  in  deren  einem  sich 
Luft  von  z.  B.  2  Atmosphären  Druck  befindet,  während  der  andere  luftleer 
ist.  Setzt  man  die  beiden  Behälter  plötzlich  in  Verbindung,  so  entsteht 
keine  Temperaturänderung,  und  man  erhält  Luft  von  dem  Volumen  2  und 
dem  Drucke  1  Atmosphäre.  Ich  unterscheide  nun  zwischen  leerem  Räume 
in  chemischem  und  leerem  Räume  in  physikalischem  Sinne.  Gesetzt,  man 
habe  einen  Glasballon  vollständig  luftleer  gemacht,  so  ist  dieser  Ballon  leer 
in  chemischem  Sinne,  er  ist  es  so  lange,  als  der  Aether  nicht  im  Verzeich- 
nisse der  chemischen  Elemente  vorkommt,  und  wenigstens  ich  habe  ihn  bisher 
in  keinem  Lehrbuche  der  Chemie  gefunden.  Der  Ballon  ist  jedoch  im  phy- 
sikalischen Sinne  nicht  leer,  sondern  er  enthält  Aether.  Dass  der  Aether 
vorhanden  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  man  den  Ballon  nicht  so  aus- 
pumpen kann,  dass  er  undurchsichtig  wird.  Ist  Aether  vorhanden,  so  muss 
er  auch  eine  Temperatur  haben,  wenigstens  nimmt  man  eine  solche  vpn  dem 
Aether  des  allgemeinen  Raumes  an,  denn  wir  haben  sogar  Bestimmungen 
derselben.  Die  Temperatur  des  im  Ballon  befindlichen  Aethers  ist  wohl 
keine  andere,  als  die  des  Calorimeters,  wenn  der  evacuirte  Ballon  der  luft- 
leere Behälter  im  Joul ersehen  Versuche  ist,  und  befindet  sich  der  mit 
Luft  gefüllte  Behälter  in  dem  nämlichen  Calorimeter,  wie  der  Versuch  die- 
ses voraussetzt ,  so  haben  comprimirte  Luft  und  Aether  die  gleiche  Wärme. 
Der  Versuch  reducirt  sich  sonach  darauf,  dass  2  Flüssigkeiten  von  gleicher 
Temperatur  mit  einander  gemischt  werden,  und  dass  sie  nach  der  Mischung 
die  nämliche  Wärme  haben,  wie  vor  derselben,  was  hier  am  Ende  zu  er- 
warten stand.  Es  kann  hier  nur  das  nach  meineip  Dafürhalten  äusserst 
wenig  begründete  Bedenken  entgegengestellt  werden,  dass  das  durch 
Mischung  von  gleichen  Raumtheilen  Aether  und  von  Luft  von  2  Atmosphären^ 

Digitized  by  v  _C 


J 


192  Entwurf  einer  Molecolarphysik* 

entstandene  Prodact  etwas  anderes  sei,  als  die  gewöhnliche  atmosphärische 
Lnft.  Nach  Reis  (Wesen  der  Wärme,  2.  Anfl.  37)  sieht  man,  wenn  man 
ein  Thermometer  in  der  Glocke  der  Luftpumpe  angebracht  hat,  das  Thermo- 
meter bei  jedem  Kolbenhub  sinken,  und  sich  dann  wieder  heben.  Zeigt 
hier  das  Sinken  des  Thermometers  ein  Sinken  der  Lufbwärme  an ,  so  fi-agt 
sich,  ob  die  so  entschwundene  Wärme  durch  die  Arbeit  der  Loft  entschwun- 
den sei  oder  nicht.  Gewiss  ist  das  Erstere  nicht  der  Fall,  denn  die  Luft 
hat  den  Kolben  nicht  gehoben,  sie  hat  gar  keine  Arbeit  geleistet,  und  die 
Temperaturerniedrigung  ist  nur  dadurch  entstanden,  dass  die  Lnft,  wenn 
sie  sich  ausdehnt,  auch  ohne  Arbeit  eu  leisten,  yermöge  der  geringeren 
Dichtigkeit  kälter  wird,  und  sich  wieder  erwärmt,  wenn  von  aussen  Aether 
nachgedrungen  ist.  Dünne  Luft  ist  dichte  Luft  +  Aether  in 
einem  grösseren  Gefässe. 

Man  nimmt  gewöhnlich  an ,  die  älteren  Versuche  über  die  specifische 
Wärme  der  Gase  seien  unrichtig ,  wenn  sie  für  verschiedene  Dichtigkeiten 
verschiedene  Werthe  der  specifischen  Wärme  ergeben.  Es  dürfte  dieses 
doch  nicht  ganz  der  Fall  sein.  Clement  und  Desormes  (Baumgart- 
ner,  Die  Naturlehre  nach  ihrem  gegenwärtigen  Znstande  mitKücksicht  auf 
mathematische  Begründung,  Wien  1845,  S.  728)  haben  bei  atmosphärischer 
Luft  nachstehende  Resultate  erhalten : 

Druck  Belative  Wärme  also  specifische  Wärme. 

0V58  liOOO  1,000 

0,379  0,693  1,386 

0,189  0,540  2,166 

0,095  0,368  2,936. 

Die  Drucke  verhalten  sich  also  zu  einander,  wie  1 :  ^  :  ^  '•  ^>  die  ent- 
sprechenden specifischen  Wärmen,  wie  IfiOOj/l :  0,980^ :  1,083 j/4 :  IfiZSj/s. 
Man  könnte  aus  diesen  Beziehungen  versucht  sein,  anzunehmen,  dass  die 
specifische  Wärme  der  atmosphärischen  Luft  wächst,  wie  die 
Quadratwurzel  des  Druckes  abnimmt.  Ich  weiss  sehr  wohl,  dass 
manche  Bestimmungen  von  Clement  und  Desormes,  wie  z.  B.  das  Ver- 
hältniss  der  specifischen  Wärme  eines  Gases  bei  constantem  Druck  zu  der 
specifischen  Wärme  bei  constantem  Volumen  später  corrigirt  worden  sind ; 
aber  die  hier  gefundenen  Ungenauigkeiten  der  Versuche  stehen  in  keinem 
Verhältnisse  zu  der  UArichtigkeit ,  die  man  voraussetzen  müsste,  wenn  in 
der  That  die  specifische  Wärme  der  Gase  für  jeden  Druck  die  gleiche  wäre. 
Nimmt  man  auch  an,  dass  bei  der  Compression  eines  Gases  Aether  abge- 
schieden werde,  so  folgt  darum  noch  nicht,  dass  diese  Abscheidung  auch 
eintrete,  wenn  das  Gas  erhitzt  wird  und  sich  dann  ausdehnt;  es  entsteht  da- 
her keine  Collision  mit  dem  Satze  von  dem  Arbeitsaequivalente  der  Wärme, 
der  auf  letztere  Erscheinung  sich  gründet. 

Man  nimmt  gewöhnlich  an,  dass  die  Temperatur  der  Körper,  wenigstens 
der  festen  und  der  tropfbar  flüssigen,  durch  Schwingungen  ihrer  kleinsten 
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Tbeilchen  verursacbt  werden.  Bei  diesen  Oscillationen  findet  der  Vorgang 
statt,  dass  ein  Theilchen  sich  mit  wechselnder  Geschwindigkeit  aus  der 
Gleichgewichtslage  entfernt,  endlich  stehen  bleibt,  umkehrt  n.  s.  w.  Dabei 
wird  die  gegenseitige  Entfernung  zweier  l'heilchen  fortwährend  geändert, 
und  es  bleibt  die  Frage  zu  beantworten ,  ob  darum  auch  die  gegenseitige 
Einwirkung  der  Theilchen  verschiedene  Werthe  bekomme.  Auf  diesen 
Umstand  hat  bereits  Fick  (Po gg.  Ann.  XCI,  S.  287)  aufmerksam  gemacht. 
Nennt  man  den  gegenseitigen  Abstand  zweier  Theilchen  B  und  setzt  man 
das  eine  als  ruhend ,  während  das  andere  innerhalb  der  Entfernung  R  +  r 
hin  und  her  geht ,  so  ist,  wenn  man  der  gewöhnlichen  Annahme  von  der 
Bewegung  schwingender  Körper  folgt  und  voraussetzt,  dass  die  Wirkung 
abnimmt,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst,  dass  ferner  die 
Scfawingungsrichtung  in  die  Verbindungslinie  der  beiden  Theilchen  fallt,  die 
Wirkung  während  der  ganzen  Schwingung 

wenn  /  die  seit  dem  Beginne  der  Bewegung  verflossene,  T  die  zu  einer  gan- 
zen Schwingung  nothwendige  Zeit  bedeutet.  Das  Integral  ist  zwischen  den 
den  extremen  Stellungen  entsprechenden  Werthen  von  /  zu  nehmen,  &fifi  hat 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher. 

Für  den  Fall ,  dass  die  Scbwingungsrichtung  senkrecht  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Theilchen  steht,  erhält  man  als  Componirende  in 
der  Richtung  dieser  Verbindungslinie 

Nimmt  man  an,  das  zweite  Theilchen  schwinge  ebenfalls,  se!  aber  riick- 

sichtlich  der  Phase  am  die  Zeit  Jt=s — —^  hinter  dem  ersten  znrttck,  wobei 

Jt  als  sehr  klein  gesetzt  wird,  was  der  Wahrheit  wohl  am  nächsten  kommt, 
80  gehen  die  Gleichungen  9)  und  10)  ttber  in 

11)  fF^ibnnC-  ^* 


W,=^2b(,(if. 


Rdt 
12) 


[*+''(-f-""[^'— ])T 


Rdt 
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Durch  Integration  ergiebt  sich: 

\  2  o  10  ß 

14)  FF,  =  «.uurfÄ-»  —  -Ä-V //<•+- Ä-V^<*-i^Ä-8r«^<«+.,A 
\  4  Ö4  256  •   / 

Bedenkt  man  nun,   dass  die  Wirkung  zweier  Theilchen  itn  Zustande 

der  Euhe  für  dieselbe  Zeit  T  den  Werth       \^     hat,  so  ergiebt  sich,  wenn 

nran  mit  7  dividirt  und  so  die  Wirkung  für  die  Zeiteinheit  bekommt,  dass 
im  ersten  Falle  die  Aenderung  der  Wirkung,  die  durch  die  Oscillation  her- 
vorgerufen wird, 

im  zweiten 

^'^V       4  ^64  256  ^      / 

betragt.  Die  Theilcken  stossen  sich  im  ersten  Falle  mehr  ab,  im  zweiten 
weniger,  und  darum  muss  im  ersten  eine  Ausdehnung  stattfinden,  im  zwei- 
ten eine  Zusammenziehung, 

Man  nimmt  als  Regel  an,  dass  die  Schwingungen  so  vertheilt  sind,  da&s 
nach  je  3  senkrecht  aufeinander  stehenden  Richtungen  gleich  viele  Schwin- 
gungen vorkommen,  und  wenn  man  daher  den  Gesammteffect  haben  will,  so 
hat  man 


/3r«^(«   ,   Xhr^A^   .    35r«^<«  .        \ 
J^     +128     Ä«     '^'"J 


—  b 


,32 

zu  nehmen.  Es  muss  daher  eine  Ausdehnung  erfolgen.  Sind  um  das 
schwingende  Theilchen  herum  andere  in  je  gleichen  Abständen  aber  in 
verschiedenen  Richtungen  befindlich,  so  muss,  da  alle  Scbwingungsrich- 
tuugen  gleichmässig  vertreten  sind,  eine  allseitig  gleichmässige  Ausdehnung 
erfolgen ;  sind  die  Entfernungen  in  Folge  ungleicbmässiger  Vertheilung  in 
den  verschiedenen  Richtungen  wechselnd,  wie  dieses  z.  B.  bei  den  einaxigen 
und  zweiaxigen  Krystallen  der  Fall  ist,  so  muss  es  auch  die  Ausdehnung 
sein.  Sie  ist  grösser,  wenn  R  (in  der  Richtung  der  kleineren  Axe)  klei- 
ner ist,  was  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt. 

Selbstverständlich  werden  bei  den  Schwingungen  eines  Theilchens 
nicht  blos  die  nächstliegenden,  sondern  auch  die  ferner  gelegenen  afficirt. 
Hat  man  z.  B.  3  Theilchen  in  einer  Reihe  hinter  einander  je  durch  den 
Zwischenraum  B  getrennt,  und  beginnt  das  erste  zu  oscilliren,  so  gilt  für 
das  zweite  das,  was  oben  gesagt  wurde,  bei  dem  dritteiv-kann  aber  die 
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Schwingnng  des  ersten  noch  recht  gut  ihren  Einflnss  äussern,  und  es  wird 
dann  2it  statt  Ji  gesetzt,  wie  auch  Ji  den  doppelten  Werth  erhttlt.  Die 
GesammtansdehnuDg  ist  von  der  Summe  aller  dieser  Wirkungen  abhängig* 

Elektriaohe,  magnetische  und  cliemische  Erscheinungen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Zusammenhang  meiner  Sätze  mit  den  noch 
übrigen  physikalischen  DiseipUnen,  den  Lehren  der  Elektricität,  des  Magne- 
tismus und  der  Chemie  nachzuweisen ;  ich  will  mich  jedoch  damit  begnügen, 
zu  zeigen,  dass  meine  Sätze  mit  diesen  wenigstens  nicht  im  Widerspruch 
stehen.  Was  zunächst  die  Elektricität  und  den  Magnetismus  anbelangt,  so 
sind  die  Fundaroentalsätze  derselben  keine  anderen  als  die  von  mir  ange- 
gebenen I)  und  II),  es  existirt  also  hier  principielle  Uebereinsdmmungi  und 
es  kann  daher  nicht  schwierig  sein,  die  Verbindung  herzustellen. 

In  Beziehung  auf  die  chemischen  Verhältnisse  reicht  die  blosse  An- 
nahme zweier  sich  entgegengesetzten  Sto£fe  nicht  aus,  um  die  Theorie  den 
Erscheinungen  anpassen  zu  können.  Durch  Zugrundelegung  der  Schwere 
im  Verein  mit  der  Trägheit  kann  man  sich  eine  Welt  construiren,  in  welcher 
einzelne  Haufen  von  materieller  Substanz,  zu  Kugeln  geballt  einander  um- 
kreisen, man  kann  die  Bewegungen  der  Gestirne  daraus  ableiten.  Durch 
Annahme  von  Anziehungen  und  Abstossungen  der  Atome,  je  nachdem  die- 
selben ungleichartig  oder  gleichartig  sind,  erhält  m^n,  wie  ich  oben  gezeigt 
babe,  die  Porosität  der  Körper,  man  kann  Krjstalle  bekommen,  aber  noch 
nicht  die  Welt,  wie  sie  sich  um  uns  her  zeigt,  denn  man  erhält  noch  keine 
Verschiedenheit  der  Körper.  Jiierzu  ist  eine  neue  Voraussetzung  nöthig, 
und  als  solche  halte  ich  für  die  einfachste  die,  dass  die  Atome  als  verschie- 
den gross  vorausgesetzt  werden.  Dadurch,  dass  man  das  einemal  die  Grösse 
des  Massentheilchens  gleich  3,  das  anderemal  gleich  2  setzt,  erhält  man, 
wie  ich  oben  gezeigt  habe,  im  ersten  Falle  tesserale,  im  zweiten  hexagonale 
Krystalle,  man  erhält  also  eine  Mannigfaltigkeit  der  Körper,  die  auf  eine 
Verschiedenheit  der  Atomgewichte  zurückführt.  Es  fHllt  mir  na- 
türlich nicht  ein ,  ebenso  viele  verschiedene  Körper  als  in  der  Natur  ge- 
geben vorauszusetzen,  als  das  bei  den  sogenannten  chemischen  Elementen 
geschieht,  denn  ich  glaube,  dass  man  mit  einigen  wenigen  Combinationen 
ausreichen  kann,  allein  einige  und  wenn  am  Ende  nur  zwei  wird  man  doch 
voraussetzen  müssen. 

Jeder  Körper  zerfällt  in  Molecüle,  die,  aus  Aether-  und  Massenatomen 
zusammengesetzt  sind,  für  sich  durch  Hüllen  von  Aether  zu  Djnamiden 
werden,  und,  so  lange  sie  so  eingehüllt  sind,  wenig  oder  gar  nicht  auf  ein- 
ander wirken.  Verbinden  sich  mehrere  Molecüle  mit  einander,  so  werden 
die  Aetherhüllen,  wenigstens  zumTheile,  abgeschieden,  und  dieser  Vorgang 
giebt  sich  durch  Freiwerden  von  Wärme  zu  erkennen.  Bei  der  darauf  fol- 
genden Trennung  wird  der  Aether  wieder  aufgenommen.  Ehe  dieses  ge- 
schieht, muss  die  gegenseitige  Einwirkung  verschiedenartiger  Molecüle  eine 
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unmittelbarere  sein  und  lefchter  eine  neue  Verbindnng'eintreten.  {Status  nas- 
cendi  der  Chemiker.)  Man  unterscheidet  in  der  Chemie  einen  gewissen 
Gegensatz  der  einzelnen  Körper,  wie  etwa  +  und  — ,  und  dieser  Umstand 
lässt  sich  durch  2  verschiedene  Verhältnisse  erklären,  ohne  dass  man  nöthig 
hätte,  zu  einer  weiteren  Verschiedenheit  der  Materie  seine  Zuflucht  zu 
nehmen. 

1)  Wenn  die  Kugeln  der  Massentheilchen  verschieden  gross  sind,  und 
sich  um  die  eine  derselben  2,  3  oder  mehr  Aethertheilchen  lagern,  so  ist  sehr 
leicht  denkbar,  dass  in  andern  Fällen  das  Entgegengesetzte  stattfinde. 
Mau  hat  dann  positive  und  negative  Elemente ,  indem  bei  dem  einen  der 
Kern  von  einer  Massenkugel,  bei  dem  andern  von  einer  Aetherkugel  gebil- 
det wird.  Diese  Elemente  können  sieh  mit  einander  verbinden,  und  die  Ver- 
bindungen erster  Ordnung  können  zu  solchen  höherer  Ordnungen  zusam- 
mentreten. 

2)  Bei  der  Ableitung  der  tesseralen  Krystalle  bin  ich  von  der  An- 
nahme ausgegangen,  dass  am  =:3frfi,  bei  den  hexagonalen,  dass  am  =  2/^ft 
sei.  Die  Erfüllung  dieser  Gleichungen  ist  nicht  strenge  nothwendig,  d.  h. 
am  muss  nicht  genau -=  36^4,  beziehungsweise  =  26 fi  sein.  Denkt  man 
sich,  dass  am  von  dem  ursprünglichen  26|bi,  allmälig  wachse,  so  wird  bis  zu 
einer  gewissen  Grenze  die  Zahl  der  aufgenommenen  Aethertheilchen  nur  3 
betragen  und  dann  auf  4  steigen.  Diese  Letzteren  bleiben  wieder, 
bis  bei  einem  Werthe  von  am  zwischen  Zb^  und  ^h^  5  Aethertheilchen  auf- 
genommen werden  können.  Ist  am^Zbyiy  so  muss  dieser  Umstand  auf  die 
Vertheilung  des  Aethers  in  der  Umhüllung  seinen  Einflnss  haben.  Es  wird 
zwar  die  allgemeine  Form  der  Djnamide  bleiben,  aber  die  Entfernung  der 
einzelnen  Schichten  von  einander  muss  eine  andere  sein,  als  wenn  am  =  36u 
wäre,  und  der  entgegengesetzte  Fall  wird  eintreten,  wenn  am  >>  36|li,  Es 
bietet  sich  also  hier  ein  Gegensatz  der  chemischen  Elemente  (denn  als 
solche  sind  die  bisher  betrachteten  Dynamiden  zu  nehmen),  dessen  Noth- 
wendigkeit  sich  der  einfachsten  Ueberlegung  kund  giebt,  während  die  Auf- 
gabe, die  Orte  zu  bestimmen,  welche  die  einzelnen  Aethertheilchen  einer 
vollständigen  Djnamide  einnehmen,  eine  sehr  schwierige,  wenn  nicht  zur 
Zeit  unlösliche  ist.  Sind  mehrere  Dynamiden  in  grösserer  Entfernung  von 
einander,  so  ist  ihre  gegenseitige  Wirkung  auf  die  geringe  Schwere  redu- 
cirt.  Drückt  man  sie  zusammen,  so  wird  ein  Theil  der  Aetherhülle  abge- 
schieden, wie  sich  aus  dem  Entweichen  von  Wärme  ergiebt,  und  ausserdem 
muss  eine  Verdichtung  des  Restes  der  Aetherhülle  stattfinden,  denn  die 
ganze  Hülle  ist  nichts,  als  das  Product  des  äusseren  Druckes,  sie  muss  also 
bei  wechselndem  Drucke  dichter  werden. 

Es  giebt  hier  zwei  verschiedene  Wege,  denen  man  folgen  kann.  Mau 
kann  voraussetzen ,  dass  die  einzelnen  Dynamiden  ursprünglich  weit  von 
einander  entfernt  und  durch  freien  Aether  von  einander  getrennt  gewesen 
seien.     In  diesem  Falle  ist  das ,  was   abgeschieden   wird ,  /^^^je^i]^  in- 
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termolecalare  Aether  (von  dem  allerdings  angenomtnen  werden  mnss,  dass 
er  auch  durch  die  Wandnngen  des  Gefässes  dringen  kann,  welcher  Annahme 
jedoch  bei  der  Porosität  des  Letzteren  kein  erhebliches  Bedenken  im  Wege 
steht)  und  die  Dynamiden  bleiben  ganz.  Setzt  man  Letztere  als  bewegt 
voraus,  so  schliesst  sich  die  Erscheinung  unmittelbar  an  die  Krönig- Glau- 
sins'sche  Gastheorie  an.  Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  man  annimmt,  dio 
Djnamiden  seien  a  priori  nahe  an  einander  gewesen.  Jetzt  ist  der  abge- 
schiedene Aether  von  den  Hüllen  genommen,  der  Rest  der  Hüllen  ist  com- 
primirt,  und  das  Widerstands  vermögen  derselben  muss  auch  bei  wachsender 
Compression  zunehmen.  Zuletzt  kommt  die  innere  eigenthtimliche  Structur 
der  Dynamide  zum  Vorschein,  und  jetzt  muss  der  Widerstand,  der  einer 
weiteren  Compression  entgegengesetzt  wird ,  ein  anderes  Gesetz  befolgen, 
als  vorher  der  Fall  war,  als  sich  die  Gestalt  der  Hüllen  noch  der  der  Kugel- 
schale näherte.  Das  Abscheiden  der  äusseren  Hüllen  und  mithin  das  Her- 
vortreten der  inneren  charakteristischen  kann  sogar  soweit  gehen,  dass  Co- 
häsionserscheinungen  wahrgenommen  werden,  und  das  Gas  ist  dann  con- 
densirt. 

Bringt  man  verschiedenartige  Dynamiden  zusammen^  so  erfolgt  analog 
dem  Vorhergehenden  nur  schwierig  eine  Verbindung,  so  lange  die  Dyna- 
miden vollständig  sind ,  wie  man  sehr  leicht  an  der  atmosphärischen  Luft 
beobachten  kann,  die  bekanntlich  ein  Gemenge  von  SanerstoflT  und  Stick- 
stoff ist,  die  sich  verbinden  können,  wenn  die  Hüllen  abgestreift  sind. 

Kommen  verschiedenartige  Dynamiden  neben  einander  vor^  von  denen 
wir  annehmen  wollen,  dass  die  äusseren  Hüllen  entfernt  sind,  so  müssen 
auch  hier  wieder  Stellungen  eintreten,  in  denen  das  Maximum  der  Attrac- 
tion  stattfindet.  Nimmt  man  zunächst  ein  Atom  A  und  mehrere  Atome  B 
an,  so  wirkt  das  A  auf  die  B  und  diese  wirken  unter  einander.  Es  kann 
nun  im  Zustande  des  Maximums  der  Attraction  die  Anziehung  von  A  auf 
ein  B  grösser  oder  kleiner  sein  als  die,  welche  das  günstigst  gestellte  B  auf 
Letzteres,  ausübt.  Im  ersten  Falle  entsteht  die  chemische  Verbindung  A  B, 
im  Letzteren  findet  die  Cohäsionserscheinung  BB  statt,  z.  B.  Bildung  eines 
Niederschlages.*)  Wie  oben  das  Elementartetraeder  sich  mit  mehreren 
anderen  verbinden  konnte ,  so  ist  es  auch  möglich ,  dass  das  A  mehrere  B 
aufnimmt,  wenn  man  die  chemische  Verbindung  eintreten  lässt,  und  die 
kleinen  angefügten  Tetraeder  durch  Atome  von  B  ersetzt.  Die  Atome  von 
B  werden  sich  möglichst  von  einander  entfernen,  denn  sie  stehen  zu  einan- 
der nicht  im  Maximum  der  Anziehung  (so  wenig  als  oben  die  Tetraeder) 
und  es  kann  nun  wieder  zur  Krystallisation  kommen ,  die  genau  den  oben 
angegebenen  Normen  folgt,   wenn  man  dort  das  Massentheilchen  des  Ele- 


*)  Die  Bildang  eines  Niederschlages  in  einer  Flüssigkeit  tritt  ein,  wenn  die 
Coh'Asion  {B B)  der  sich  absondernden  Theilchen  grösser  ist  als  ihre  Affinität  (^Z?) 
zu  den  Theilchen  der  Flüssigkeit.   Im  umgekehrten  Falle  erhält  man  eine  Auflösung,  p 
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mentartetra^ders  darch  ein  Atom  A ,  die  vier  Aethertheilcben  durch  Atome 
B  ersetzt  denkt.  Besteht  eine  chemische  Verbindang  aus  1  Atom  Ä  und 
4  Atomen  B  ^  so  ist  die  Form  des  Molecüles  die  eines  Tetraeders,  und  das, 
was  oben  mit  r  bezeichnet  wurde,  ist  jetzt  die  Entfernung  des  Mittelpunktes 
des  Kernes -.<  von  einem  ^-Mittelpunkte,  während  Ä  nunmehr  die  Ent- 
fernung der  Kerne  Ä  zweier  verschiedener  Molecüle  bezeichneti     Gewöhn- 

lieh  scheint  —  nicht   den  Werth  5   zu  erreichen,    da  selbst  die  kleinsten 
r 

Krystalle  öfterer  Octaeder  sind,  als  Tetraeder,  während  bei  höherem  Werthe 
von  —  das  Umgekehrte  stattfinden  muss. 

Die  gegenseitige  Einwirkung  der  Dynamiden  ist  um  so  grösser,  je  voll- 
ständiger die  Aetherhülle  von  ihnen  abgestreift  ist,  denn  das  Charakte- 
ristische ihrer  Construction  kommt  auf  diese  Weise  am  besten  zur  Geltung. 
Je  mehr  die  Dynamiden  von  der  äusseren  Hülle  verlieren,  um  so  inniger 
muss  ihre  Verbindung  sein,  und  wenn  die  bei  einer  chemischen  Verbindung 
frei  werdende  Wärme  als  von  der  Menge  des  abgeschiedenen  Aethers  ab- 
hängig betrachtet  wird,  so  muss  auch  die  Wärme,  die  bei  einer  che- 
mischen Verbindung  frei  wird,  ein  Maass  für  die  Grösse  der 
chemisch  en  Verwandtschaft  abgeben.  Wenn  2  Dynamiden  in  ein- 
ander eindringen,  so  muss,  wenn  man  sie  als  ursprünglich  in  Kugelform  ge- 
geben denkt,  eine  Linse  von  Aether  frei  werden. 

Ich  habe  das  Vorstehende  angeführt,  um  zu  zeigen,  dass  meine  Sätze 
den  Ergebnissen  der  chemischen  Untersuchungen  ganz  leicht  angefügt  wer- 
den können.  Fasst  man  die  ganze  Theorie  zusammen,  so  ergiebt  sich  in 
Kürze  Nachstehendes. 

Die  Massentheilchen,  welche  den  Aethertheilcben  an  materieller  träger 
Substanz  weitaus  überlegen  sein  können ,  ziehen  eine  beschränkte  Anzahl 
der  Letzteren  an,  und  diese  lagern  sich  in  der  Weise  um  das  Massentheil- 
chen herum,  dass  ihre  gegenseitige  Abstossung  ein  Minimum  wird«  Die 
so  entstandene  Gruppe  wirkt  auf  die  Aethertheilcben  des  allgemeinen  Rau- 
mes aber  wegen  ihrer  Construction  in  verschiedenen  Kichtungen  verschie- 
den. Die  Folge  davon  ist  eine  entsprechende  Vertheilung  des  Aethers 
rings  herum.  Der  Gruppe  zunächst  ist  die  Aethervertheilnng  eine  ausge- 
sprochen tetraedrische  u.  s,  w.,  bei  grösserer  Entfernung  verliert  sich  dieses 
allmälig  und  verschwindet  endjich.  Das  Ganze,  das  so  entsteht,  der  Mas- 
senkern und  die  Aetherhülle  bis  zu  derjenigen  Grenze,  wo  die  vertheilende 
Wirkung  des  Kernes  verschwindet,  ist  eine  Dynamide,  deren  Grenze  jedoch 
nie  scharf  zu  bestimmen  sein  wird.  Jede  Dynamide  enthält  so  viel  Aether, 
als  der  gleiche  Kaum  bei  Abwesenheit  des  Massentbeilchens  freien  Aether 
enthalten  würde,  und  dazu  noch  so  viele  gebundene  Aethertheilclien ,  als 
zur  Neutralisation    des  Kernes    nöthig    sind.      Die  Aethertheilcben   der 
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Xossercn  Parthien   der  Hülle  lassen  sieb  sehr  leicht  abstreifen,  doch  gelingt 
dieses  um  so  weniger,  je  näher  man  an  den  Kern  selbst  kommt. 

Verschiedenheit  der  in  einer  Massenkugel  vereinigten  materiellen  Sub- 
stanz bedingt  eine  Verschiedenheit  in  der  ganzen  Constrnction  einer  Dyna- 
mide  und  mit  dieser  auch  eine  chemische  Verschiedenheit.  Kommen 
mehrere  vollstündige  Djnamiden  zusammen,  so  ist  ihre  gegenseitige  Ein- 
wirkung, von  der  geringen  Schwerewirknng  abgesehen,  =  0.  Nähert  man 
sie  einander,  so  stossen  sie  sich  ab  (Gasform).  Wird  die  äussere  Aether- 
hüUe  abgeschieden,  so  kommt  eine  andere  Wirkung  zum  Vorschein,  die 
auf  der  besonderen  Art  der  Grttppirung  der  in  der  Nähe  des  Kernes  befind- 
lichen Aetherthe liehen  beruht.  Ist  die  Abstossung  der  Djnamiden  in  der 
einen  oder  andern  Stellung  kleiner,  als  der  von  dem  Dynamidenvolum  ab- 
hängige Druck  des  äusseren  Aethers,  so  erfolgt  im  allgemeinen  eine  Cohä- 
sionserscheinnng,  Krystallisation  dann,  wenn  die  Gestalt  derDynamiden  den 
Aufbau  eines  regelmässigen  Körpers  gestattet.  Ist  die  Härte  gering,  so 
wird  der  Körper  zur  Flüssigkeit,  denn  die  gegenseitige  Einwirkung  der 
Molecüle  ist  nach  allen  Richtungen  nahezu  gleich;  er  wird  fest,  wenn  die 
Härte  grösser  ist,  als  die  Schwerewirkung  gegen  die  Erde. 

Wenn  die  Schwerewirkung  der  Djnamiden  gegen  einander  auch  nur 
sehr  gering  ist,  so  kann  sie  doch  bei  der  sehr  geringen  Moleculardistanz 
dne  etwas  grössere  Stärke  erlangen,  und  bei  solchen  Flüssigkeiten,  die  sehr 
leicht  beweglich  sind ,  deren  Atome  also  nach  allen  Richtungen  in  nahe 
gleicher  Weise  wirken,  ist  es  denkbarf  dass  ihre  Cohäsion  von  der  Schwere- 
wirknng abhängig  ist.  Specifisch  schwerere  Flüssigkeiten  würden  demnach 
eine  grössere  Cohäsion  besitzen,  als  leichtere.  Nach  den  von  Müller  in 
seinem  Lehrbnche  der  Physik  (VI.  Aufl.  I,  130)  angegebenen  Resultaten 
für  Quecksilber*),  Wasser,  Terpentinöl  und  Alkohol  ist  dieses  auch  der 
Fall ;  doch  giebt  es  sicherlich  auch  Ausnahmen ,  da  andere  Ursachen  auch 
Boeb  denkbar  sind.  Wird  ein  Krystall  gross,  so  ist  auch  hier  eine  Schwere- 
wirknng zu  erwarten,  und  es  werden  dann  Abstumpfungen  u.  s.  w.  eintre- 
ten, die  ja  alle  auf  eine  Annäherung  der  Krystallform  an  die  Kugel  hinaus- 
lanfen.  Hier  hat  übrigens  auch  die  Schwerewirkung  der  Erde  ihren  Ein- 
flnas.  Lässt  mau  einen  Alaunkrystall  wachsen,  so  werden  seine  Horizontal- 
diniensionen  grösser,  als  die  verticale.  Ist  die  Menge  der  eine  Massenku- 
gel bildenden  materiellen  Substanz  bei  allen  Dynamiden  die  gleiche,  so 
entsteht  ^n  homogener  Körper,  im  entgegengesetzten  Falle  bekommt  man 
eine  chemische  Verbindang. 


*)  Die  Adhäsion  zwischen  Wasser  und  Quecksilber  ist  grösser,  a's  die  Cohäsion 
des  Wassers,  kleiner  als  die  des  Quecksilbers,  da  Letzteres  von  Wasser  benetzt  wird, 
die  beiden  Flüssigkeiten '  sich  jedoch  nicht  mischen. 
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Es  sei  mir  nun  gestattet;  einige  der  hauptsächlichsten  Bedenken  gegen 
meine  Sätze  zn  besprechen. 

Es  gilt  allgemein  der  Satz,  dass  die  Molecularkräfte  mit  wachsender 
Entfernung  so  rasch  abnehmen,  dass  sie  durch  die  Formel  a**,  in  welcher  r 
die  Entfernung  bedeutet,  ausgedrückt  werden  könne.  Diese  Annahme  grün- 
det sich  jedoch  nicht  auf  irgend  ein  anderweitiges  Gesetz,  sondern  ist  eben 
eine  Hypothese,  welche  sich  auf  die  Erfahrung  stützt,  dass  man  bei  mess- 
barer Entfernung  der  Molecule  von  deren  gegenseitiger  Einwirkung  nichts 
mehr  wahrzunehmen  im  Stande  ist.  Dieser  Erfahrung  schliessen  sich  jedoch 
auch  meine  Sätze  an  (vergl.  Gleichung  8),  wenigstens  ist  zwischen  einer 
Wirkung,  die  wie  die  Schwere  mit  der  zweiten  Potenz  der  Entfernung  ab- 
nimmt, und  einer  solchen,  bei  der  wenigstens  die  fünfte  Potenz  eintritt,  ein 
grosser  Unterschied.  Abgesehen  davon,  dass  die  Kräfte,  welche  abnehmen, 
wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst,  auf  denen  auch  meine  Sätze  be- 
rulieu,  jedenfalls  die  grössere  innere  Wahrscheinlichkeit  haben,  ergiebt  sich 
aus  der  jetzigen  Kenntniss  der  Molecularerscheinungen  nicht,  dass  dieselben 
unmöglich  aus  der  Differenz  verschiedener  Kräfte  herzuleiten  seien,  wie  die- 
ses nach  meiner  Theorie  der  Fall  ist. 

Redtenbacher  kommt  in  seinem  „Djnamidensystem*'  (pag*  ^) 
auf  den  Schluss,  dass  die  Abstossung  zweier  Aetheratome  nur  der  ersten 
Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional,  und  dass  die  Abstossung 
der  Aethertheilchen  im  Vergleich  zur  Anziehung  der  Aetheratome  unter 
einander  und  zur  Anziehung  der  Kö^er-  und  Aetheratome  sehr  gross  sei. 
In  solcher  Weise  construirte  Dynamiden  werden  sich  bei  grösserer  Ent- 
fernung mit  einer  Kraft  abstossen,  die  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  der 
Entfernung  steht,  und  da  die  Weltkörper  als  Haufen  von  Dynamiden  zu 
betrachten  sind ,  müssten  auch  die  Gestirne  sich  abstossen ,  statt  sich  anzu- 
ziehen. Bei  aller  Verehrung,  die  ich  für  den  grossen  Mathematiker  habe, 
glaube  ich  daher  doch  eine  andere  Wirkung  des  Aethers  annehmen  eu 
müssen. 

Der  Satz ,  dass  die  Massenelemente  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von 
Aetherkugeln  aufnehmen  können ,  ja  dass  möglicherweise  eine  Aetherkugel 
sich  mit  mehreren  Massenkugeln  zu  verbinden  vermöge,  widerspricht  der 
jetzt  allgemein  herrschenden  Ansicht,  welcher  zufolge  die  Aethertheilchen 
Atmosphären  um  die  schweren  Atome  bilden,  und  im  Vergleiche  zu  diesen 
verschwindend  klein  sind.  Die  Redtenbac herrschen  Dynamiden  werden 
zwar  unter  den  eben  angeführten  Bedingungen  ebenfalls  nicht  sehr  viele 
Aetherkugeln  enthalten  können,  es  ist  aber  nicht  gestattet,  die  eine  Conse- 
quenz  eines  Satzes  zurückzuweisen,  die  andere  anzunehmen,  und  ich  muss 
mich  daher  um  andere  Vertheidigungsmittel  umsehen. 

Als  Leeuveühoek  die  Atome  suchte,  entdeckte  er  bekanntlich  die 
Infusorien,  und  man  sah  sich  in  Folge  dessen  genöthigt,  die  Atome  als  viel 
kleiner  vorauszusetzen,   als  es  vorher  geschehen  war,  ohne  dass  darum  die 
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Physik  einen  erheblichen  Schaden  genommen  hätte.  Man  hätte  also  jetzt 
nnr  die  Massenatome  kleiner  oder  die  Aetherkugeln  grösser  zu  denken ,  als 
dieses  gewöhnlich  geschieht.  Dieses  ist  jedoch  nicht  ohne  alle  Inconvenien- 
len,  denn  manche  Erscheinungen,  wie  die  des  Lichtes  nnd  Schalles,  weisen 
darauf  hin,  dass  zwischen  den  Oscillationen  und  darum  auch  zwischen  den 
Grössen  der  Massen-  und  Aethertheilchen  ein  bedeutender  Unterschied  sei. 

Es  gehört  bekanntlich  eine  gewisse  Menge  von  Kraft  dazu,  um  einem 
trägen  Körper  eine  Bewegung  zu  geben.  Nimmt  bei  der  Einwirkung  glei* 
eher  Kraft  die  Menge  der  materiellen  Substanz  zu ,  so  *  vermindert  sich  be- 
kanntlich die  Geschwindigkeit  derselben.  Dieser  Satz  ist  vollständig  un- 
abhängig  von  dem  Umstände,  ob  und  in  Reichem  Grade  die  materielle  Sub- 
stanz die  Fähigkeit  hat,  von  irgend  einem  andern  Körper  angezogen  oder 
abgestoi^sen  zu  werden,  wie  z.  B.  zwei  elektrische  Körper  ohne  merkbare 
Aendernng  ihrer  trägen  Substanz  in  der  verschiedensten  Weise  auf  einan- 
der wirken  können.  Es  ist  daher  ganz  gnt  denkbar,  dass  eine  grössere 
Menge  Massensubstanz  nöthig  ist,  um  die  Wirkung  einer  kleinen  Menge  von 
Aethersubstanz  zu  paralysiren.  Nimmt  man  an,  die  Massenkugel  enthalte 
eine  viel  grössere  Menge  von  träger  Substanz,  als  die  Aethertheil- 
chen, die  auf  die  Einheit  der  materiellen  Substanz  treffende  Wirkung 
nach  aussen  sei  aber  um  ebenso  viel  kleiner,  so  geräth  mau  mit  den  übrigen 
Erscheinungen  in  keinerlei  Conflict,  und  genau  betrachtet,  ist  die  gegen- 
wärtig herrschende  Ansicht  über  das  Yerhältniss  der  Kräfte  keine  andere. 
Wenn  daher  oben  gesetzt  wurde  um  =:  36fi,  so  kann  m  im  Vergleiche  zu  f& 
doch  ungemein  gross  sein. 

Meine  Annahme,  dass  alle  gleichartige  materielle  Substanz  sich  ab- 
stosse,  dass  es  also  keine  „schweren"  Atome  gebe,  steht  mit  allem,  was 
man  in  den  Büchern  über  Physik  liest,  zu  sehr  im  Widerspruche,  als  dass 
ich  es  umgehen  könnte,  diesen  Punkt  noch  einer  näheren  Betrachtung  zu 
unterziehen. 

Als  Newton  seine  Gravitationslehre  veröffentlichte,  war  das,  was  man 
heate  Aether  nennt,  unbekannt  oder  vielleicht  besser  gesagt,  von  Newton 
nicht  anerkannt.  Für  ihn  existirte  also  in  der  Schöpfung  nur  das,  was  nach 
Ausschluss  unseres  Aethers  an  materieller  Substanz  noch  vorhanden  ist,  und 
er  leitete  aus  den  Beobachtungen  das  Gesetz  ab ,  das  wir  als  das  Schwere- 
gesetz kennen.  Für  Newton  existirte  nur  eine  Art  von  materieller  Sub- 
stanz ,  er  musste  ihr  also  eiiie  anziehende  Wirkung  zuschreiben.  Für  die 
Jetztwelt  hat  sich  die  Sache  insofern  geändert,  als  wir  mit  2  verschiedenen 
Stoffen  zu  thun  haben,  von  denen  der  eine  notorisch  dem  Schweregesetze 
nicht  gehorcht.  Der  New  tonische  Satz,  dass  alle  Materie  sich  anziehe, 
ist  längst  nicht  mehr  richtig,  denn  sonst  liesse  sich  der  Aether  im  freien 
Weltenraume  nicht  annehmen. 

Bei  der  Annahme  des  Aethers,  den  wir  nun  doch  nicht  entbehren  kön- 
nen, wenn  wir  nicht  die  ganze  Lichttheorie  über  den  Haufen  werfen  wollen,^ 
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führt  das  Newton*8c1ie  Gesetz  in  der  Art,  wie  es  sich  in  den  Btlchem  all- 
gemein ausgesprochen  findet,  jedenfalls  auf  Inconsequensen,  denn  wenn  man 
sagt,  dass  alle  Materie  sich  anziehe,  so  ist  das  nicht  richtig,  wenn  man  aber 
nur  das  als  Materie  gelten  lassen  will,  was  sich  anzieht,  oder  wenn  man  an« 
nimmt,  dass  die  Anziehung  sich  auf  die  wägbaren  Körper  beschränke,  so 
gelangt  man  zu  dem  schönsten  eirculus  vUiosuSy  den  man  sich  denken  kann. 

Es  bleibt  mir  nun  übrig,  zu  zeigen,  dass  meine  Annähme  sich  den 
Beobachtungen  so  anschliesst,  wie  es  in  der  That  nothwendig  ist«  Die 
astronomischen  Rechnungen  stehen  zu  fest,  als  dass  sich  hieran  etwas  mark« 
ten  Hesse,  und  jede  neue  Annahme  muss  sich  Unbedingt  an  sie  ansohliessen. 

Eine  Dynamide  besteht  aus  ej/iem  Kerne  Ton  mit  Aether  verbundener 
Massensnbstanz  und  einer  Hülle  von  Aether.  Die  gesammte  Aethermenge 
theilt  sich  in  2  Theile,  von  denen  der  eine  zur  Sättigung  der  Massensnb- 
stanz verwendet  ist,  während  der  andere  sich  durch  die  Art  der  Stellungen, 
die  die  einzelnen  Kugeln  einnehmen,  von  dem  allgemeinen  Aether  unter- 
scheidet. Dieser  zweite  Theil  des  Dynamidenäthers  nimmt  irgend  einen 
Raum  ein,  und  dieser  ist  entweder  grösser,  gleich  oder  kleiner,  als  derjenige, 
den  die  gleiche  Anzahl  von  Aetherkugeln  im  allgemeinen  Räume  einnimmt. 
Im  ersten  Falle  kann  man  den  Dynamidenraum  als  zum  Theile  leer  von 
Aether,  zum  Theile  so  dicht  damit  besetzt  betrachten,  als  dieses  aussen  der 
Fall  ist,  und  nach  IV)  folgt  eine  Aetheran Ziehung,  es  bildet  sich  nm  die 
Dynamide  herum  eine  Aetherhülle,  die  etwas  dichter  ist,  als  der  äussere 
Aether,  und  die  man  nun  als  ebenfalls  noch  zur  Dynamide  gehörend  betrach- 
ten kann.  Endlich  muss  es  einmal  zu  einer  Grenze  kommen,  wo  in  der 
Dynamide  so  viele  (ynneutralisirte)  Aethertheilchen  sind,  als  in  einem  glei- 
chen Volumen  des  freien  Raumes. 

Nach  IV)  kann  dieser  Dynamidenäther  nach  aussen  keine  Wirkung 
auf  eine  grössere  Entfernung  ausüben,  denn  er  ist  gerade  so  dicht,  als  der 
Aether  an  irgend  einer  Stelle  des  allgemeinen  Raumes,  und  die  besondere 
Art  der  Vertheilung  übt  in  die  Ferne  keinen  Einflnss«  Ist  ursprünglich  das 
Volumen  der  Dynamide  im  Verhältniss  zu  der  in  ihr  enthaltenen  Aether- 
menge zu  klein,  60  geschieht  das  Umgekehrte  ,  und  auch  jetzt  muss  man 
endlich  zum  gleichen  Resultate  gelangen.  Der  zur  Sättigung  der  Massen- 
kugel verwendete  Theil  des  Aethers,  der  ausser  dem  eben  betrachteten;  der 
Hülle,  noch  in  der  Dynamide  ist,  kann  auf  ein  fernes  Aethertheilchen  keinen 
Einfluss  ausüben,  weil  seine  Wirkung  durch  die  entgegengesetzte  des  MaS' 
sentheilchens  aufgehoben  wird  (l  und  2).  Die  Dynamide  hat  also  auf  ein 
fernes  Aethertheilchen  keine  Wirkung  und  ebenso  wenig  kann  dieses  bei 
einem  Haufen  von  Dynaraiden,  einem  Körper,  der  Fall  sein. 

Untersucht  man  die  Wirkung  zweier  Körper,  so  hat  man  die  Wirkung 
der  Massentheilchen ,  der  zu  deren  Sättigung  nothwendigen  Aetherkugeln 
nnd  des  Aethers  der  Hüllen.  Was  zunächst  den  Letzteren  anbelangt,  so 
bleibt  er  für  die  Ferne  ohne  Wirkung,  wie  sich  leicht  aus  FV)  ergiebt,  da  die 
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Yersohtedenbeit  der  Hüllen  im  Ganzen  von  dem  Aether  im  freien  Ranrne 
nicht  durch  andere  Dichtigkeit,  sondern  nur  durch  eine  andere  Anordnung 
der  einzelnen  Theilchen  hervorgerufen  ist,  Letztere  aber  der  grösseren  Ent« 
femung  wegen  ohne  Einflnss  bleibt.  Es  sind  also  nur  noch  die  Wirkungen 
übrig,  die  von  den  Massentheilchen  und  den  sie  neutralisirenden  Aether- 

theilchen  ausgeübt  werden.     Setzt  man  in  Gleichung  4)  c  =  -r-  ,  so  verhal- 

b 

ten  sich  die  Körper  gegen  einander  indifferent;  es  sind  aber  die  Constanten 

a,  b  und  c  von  einander  ganz  unabhängig,  und  setzt  man  c  um  eine  gans 

kleine  Grösse  kleiner  als  -r- ,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Körper  sich  mit  einer 

Kraft  anziehen,  die  mit  dem  Prodncte  der  Massen  wächst,  mit  dem  Quadrate 
der  Entfernungen  abnimmt  und  im  Verhältniss  zu  den  Molecularwirkungen 
sehr  klein  ist. 

Soweit  die  Bedürfnisse  der  Astronomie  gehen,  glaube  ich  durch  meine 
Annahme  ausreichen  zu  können.  Bezüglich  der  Schwere  irdischer  Körper 
haben  wir  zunächst  den  Dynamidenhaufen  Erde,  dessen  Wirkung  so  be- 
trachtet werden  kann,  als  sei  ihre  Gesammtmasse  in  deren  Mittelpunkt  ver- 
einigt. Betrachtet  man  das  Fallen  eines  irdischen  Körpers,  so  kann  man 
denselben  wieder  als  einen  Djnamidenhaufen  betrachten.  Hier  ist  es 
denkbar,  dass  die  so  eben  besprochene  Hüllenausgleichung  nicht  ganz  ein- 
getreten ist;  aber  nach  Satz  III)  ist  dieses  auch  gar  nicht  noth wendig,  denn 
man  braucht  die  Correction  der  Dynamidenhülle  nur  bei  einem  der  zwei 
sich  anziehenden  Körper.  Wenn  auch  Wasser  und  Eis  bezüglich  ihrer  Zu- 
sammensetzung «ich  dadurch  unterscheiden,  dass  Ersteres  mehr  Aether  hat, 
so  müssen  sie  nach  III)  bei  gleicher  Masse  doch  gleich  schwer  sein. 

Anders  ist  es  mit  den  BesseFschen  Pendel  versuchen.  Gesetzt,  wir 
haben  eine  Linse  von  Eis,  eine  andere  von  Wasser,  so  ist  in  Letzterem  bei 
gleicher  Sehwerewirkung  eine  grössere  träge  Masse,  und  es  wäre  also  zu 
erwarten,  dass  das  Wasserpendel  langsamer  schwingt.  Da  die  Beöbachtun* 
gen  für  alle  Körper  gleiche  Schwingungszeiten  geben,  so  kann  Ueberein* 
Stimmung  meiner  Theorie  mit  der  Beobachtung  nur  durch  die  Annahme  er- 
aielt  werden ,  dass  die  träge  Masse  der  Aethertheilchen  gegen  die  der  Mas- 
sentheilchen verschwindend  klein  sei.  Diese  Annahme  gilt  übrigens  auch 
jetzt  allgemein,  denn  man  mag  den  Aethertheilchen  irgend  eine  Wirkung 
anschreiben,  man  wird  stets  hier  einen  Stein  des  Anstosses  finden.  Nimmt 
man  an,  die  Wirkung  der  Aethertheilchen  nehme  mit  einer  hohen  Putena 
der  Entfernung  ab,  so  muss  man  die  gleiche  Annahme  machen  wie  ich, 
denn  der  Satz,  dass  die  Aethermenge  eines  Körpers  stets  der  Masse  propor- 
tional sei,  dürfte  auf  andere  Schwierigkeiten  stossen,  und  nimmt  man  an, 
die  Aethertheilchen  stossen  sich  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Ent- 
fernung ab,  so  hat  man  dieselbe  Schwierigkeit  und  noch  die  daz]^ 
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gegenseitige  Wirkung  von  Erde  und  Aether  ein  ganz  anderes  Gesetz  be- 
folgt,  und  dass  dann  diese  bei  der  Dauer  der  Schwingnngszeit  mitwirkt. 

Der  schwache  Punkt  meiner  Theorie  liegt  in  der  Beantwortung  folgen- 
der Frage.  Ist  es  möglich,  dass  durch  dieselbe  der  grosse  Unterschied 
zwischen  der  Cohäsion  und  der  Härte  des  im  freien  Kaume  vertheilten 
Aethers  und  der  der  festen  Körper  abgeleitet  werden  kann?  Die  Beant- 
wortung beruht  auf  der  zur  Zeit  unmöglichen  Bestimmung  der  Verhältnisse, 
die  bei  der  Vertheilung  des  Aethers  in  den  Djnamiden  stattfinden.  Wenn 
übrigens  die  Aufgabe  sich  für  jetzt  nicht  strenge  lösen  lässt,  so  ist  es  doch 
nicht  schwer,  nachzuweisen,  dass  sowohl  die  Cohäsion  der  Körper  über- 
haupt, als  auch  die  Härte  der  Krjstalle  insbesondere  grösser  sein  müsse, 
als  beide  Eigenschaften  des  allgemeinen  Aethers,  und  was  sich  nicht 
nachweisen  lässt,  ist  nicht  die  Existenz  der  beiden  Eigen- 
schaften, sondern  nur  der  Orad  derselben. 

Ich  muss  hier  darauf  aufmerksam  machen ,  dass  nach  Gleichung  8)  die 
Cohäsion  eines  Tetraeders  mit  (nahe)  der  5.  Potenz  der  wachsenden  Entfer- 
nung abnimmt  (oder  umgekehrt  wächst),  und  dass  es  mit  der  Härte  nahe  ebenso 
sei,  wenn  man  als  Härte  den  Widerstand  bezeichnet,  den  die  Molecüle  einer 
Drehung  aus  der  Stellung  der  grössten  Wirkung  entgegensetzen,  denn  man 
braucht  nur  diese  Wirkung  zu  vergleichen,  wie  sie  sich  für  die  einzelnen 
Stellungen  entziffert.  Ein  Elementartetra^der  stösat  ein  Aethertheilchen  in 
der  Stellung  A  weniger  ab,  als  dieses  ein  Aethertheilch^  an  seinem  Platze 
thun  würde,  und  die  Folge  davon  ist,  dass  Aethertheilchen  und  Tetraeder 
eine  geringere  Entfernung  von  einander  haben,  als  die  gewöhnliche  Aether- 
distanz.  Ersetzt  man  das  Aethertheilchen  durch  ein  anderes  Elementar- 
tetra^der,  das  die  Wirkung  B^  hat,  so  ist  die  Abstossung  noch*  geringer,  und 
es  muss  nun  eine  erneute  Annäherung  erfolgen.  Will  man  die  zwei  Tetra- 
eder auf  Aetberdistanz  von  einander  entfernen ,  so  muss  jedenfalls  eine 
Kraft  daran  gewendet  werden,  welche  dem  Unterschiede  der  Wirkungen  in' 
den  beiden  Entfernungen  gleich  ist.  Ebenso  muss  ein  grösserer  Widerstand 
stattfinden,  wenn  man  die  Elementartetraeder  ans  ihrer  ^^'^^^^l^^S  heraus- 
drehen will,  als  der  Widerstand  ist,  der  bei  der  gewöhnlichen  Aetherdistanz 
stattfindet. 

Nach  Satz  IV)  ist  die  Wirkung,  die  durch  einen  ätherleeren  Raum  auf 
irgend  ein  beliebiges  Aethertheilchen  ausgeübt  wird,  gerade  so,  als  sei  der 
Raum  von  einer  anziehenden  Substanz  erfüllt,  und  je  grösser  dieser  Raum 
ist,  um  so  bedeutender  wird  die  Anziehung.  Wäre  ein  gegebener  Raum 
zwar  von  Aether  besetzt,  dieser  aber  weniger  dicht,  als  der  übrige  allge- 
meine Aether,  so  kann  man  annehmen,  dieser  Raum  sei  zum  Theile  leer,  und 
es  bleibt  also  noch  immer  eine  Anziehung. 

Das  Elementartetra^der  enthält  4  Aethertheilchen,  von  denen  8  durch 
das  Massentheil  eben  neutralisirt  sind ,  und  es  bleibt  also  noch  ein  freies 
Thcilcheu  übrig.     Wir  kennen  die  Vertheilung  des  Aethers  «ffi^  allgemeinen 


Von  Prof.  Dr.  Wittweb.  205 

Raame  allerdings  nicht,  wenn  aber  vorausgesetzt  wird ,  die  Aetheratome 
seien  Kugeln ,  so  ist  nicht  wohl  eine  andere  Vertheilung  möglich ,  als  die, 
dass  rings  um  jedes  Theilchen  in  gleicher  Entfernung  zwölf  andere  liegen, 
und  denkt  man  um  den  Mittelpunkt  des  inneren  Theilchens  eine  Kugel- 
fläche gezogen,  so  schneidet  diese  die  Mittelpunkte  von  12  Aetheratomen. 
Nehmen  wir  zunächst  an ,  bei  einer  Verbindung  von  Elementar  tetrafedern, 
sei  die  Entfernung  der  jeweilig  einander  zunächtsliegenden  gleich  der 
Aetherdistanz,  und  ziehen  wir  um  den  Mittelpunkt  des  inneren  Elementar- 
tetra^ders  die  Kugelfläche ,  so  ergiebt  sich,  dass  nicht  12,  sondern  nur 
4  Aethertheilchen  von  derselben  berührt  werden.  In  dem  gleichen  Volum 
sind  also  weniger  Theilchen ,  als  im  allgemeinen  Räume,  es  ist  dasselbe  als 
zum  Theile  leer  zu  betrachten ,  und  es  muss  in  Folge  des  dadurch  vergrös- 
serten  Aetherdruckes  wieder  eine  Vergrösserung  vun  Cohäsion  und  Härte 
zum  Vorschein  kommen.  Würde  die  Entfernung  der  Elementartetraeder 
so  klein  werden ,  dass  eine  ebenso  grosse  Dichtigkeit  der  freien  Aether- 
theilchen erzielt  würde,  h\s  sie  im  allgemeinen  Räume  ist,  so  müssten  Co* 
bäsion  und  Härte  bei  ihrer  im  Verhältnisse  zur  Entfernung  raschen  Zunahme 
ausserordentlich  wachsen.  Hätte  man  in  der  i?)- Stellung  ein  Octa^der,  so 
würden  sich  um  ein  mittleres  Tetraeder  6  andere  herumlegen,  man  hätte 
also  auch  hier  einen  ätherverdünnten  Raum.  Bildet  sich  ein  Würfel,  so 
hat  man  zunächst  um  ein  inneres  Tetraeder  8  andere  herum ,  die  einen 
kleinen  Würfel  bilden,  aber  in  einem  grösseren  W^f^'^l  wechseln  diese 
kleinen  erfüllten  mit  ebenso  vielen  leeren  ab. 

Einem  ähnlichen  Verhalten  begegnet  man  bei  den  Djnamiden.  Ist 
z.  B.  die  Anlage  einer  solchen  eine  tetra^drische ,  so  entsteht  jedenfalls  ein 
Umhüllungstetraeder,  das  einen  grosseren  Raum  einnimmt,  als  ebenso  viele 
Aethertheilchen  im  allgemeinen  Räume.  Um  dieses  Umhüllungstetraeder 
kommt  wieder  eine  Gruppe  von  Aetherkugeln ,  auf  deren  Vertheilung  die 
inneren  Tetraeder  von  Einfluss  sind.  Nach  und  nach  wird  die  Zahl  der 
eine  Hülle  bildenden  Aetherkugeln  grösser  und  endlich  so  gross,  als  sie 
wäre,  wenn  man  statt  des  Kernes  ein  Aethertheilchen  nehmen  würde.  Wenn 
auch  die  Distanzen  der  einzelnen  Theilchen  etwas  kleiner  sind,  so  muss 
doch  jedenfalls  bis  in  einige  Entfernung  vom  Kerne  das  von  dem  Ganzen 
eingenommene  Volumen  grösser  sein,  als  es  bei  gleicher  Zahl  von  Aether- 
kugeln im  freien  Räume  wäre,  und  nach  IV}  müssen  2  solche  Systeme  sich 
anziehen ,  ohne  dass  darum  auch  eine  merkliche  Verschiedenheit  in  den 
gegenseitigen  Stellungen  vorhanden  wäre;  wir  haben  also  eine  tropfbare 
Flüssigkeit,  während  bei  noch  weiterer  Abscheidung  von  Aether  die  cha- 
rakteristische Constitution  der  Dynamiden  zum  Vorschein  kommt,  und  ein 
fester  Körper  entsteht. 

Es  ergiebt  sich  aus  diesen  Betrachtungen,  dass  die  Cohäsion  und  auch 
die  Härte  der  Körper  grösser  sein  müssen,  als  die  des  freien  Aethers;  es 
wird  dieses  schon  durch  die  Molecüle  bedingt,  wenn  man  sie  ohn^Aetkeif-p 
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hüllen  betrachtet,  und  dann  haben  die  AetherhüUen  noch  die  gleiche  Wir« 
kung.     Wie  weit  geht  aber  dieses? 

Einen  Beweis  dafür,  dass  bei  der  engeren  Ornppirung  der  Atome  nicht 
allemal  neben  der  Abnahme  des  umhüllenden  Aethers  auch  eine  ent- 
sprechende Yolumabnahme  stattfinden  müsse,  kann  man  bei  dem  Ver- 
halten des  Wassers  finden,  denn  bei  dem  Uebergunge  desselben  in  Eis 
geht  Aether  fort,  und  doch  hat  das  Eis  ein  grösseres  Volumen,  als  das 
Wasser,  ans  dem  es  hervorging. 

Nimmt  man  eine  beschränkte  Anzahl  von  Aetherkugeln  an,  die 
ein  Wassertheilchen  umgeben,  so  wird  der  Aether  dem  Wasserkerne 
zunächst  weniger  dicht  sein ,  als  in  grösserer  Enfernung ,  was  der  gegen- 
wartig allgemein  herrschenden  Annahme  geradezu  widerspricht.  Man 
könnte  hier  eine  Disharmonie  mit  dem  umstände  finden,  dass  das  Licht  in 
den  Körpern  stärker  gebrochen  wird ,  als  im  allgemeinen  Kaume«  Nach 
meinem  Dafürhalten  ist  hier  weniger  die  Zahl  der  iu  einem  gegebenen 
Volum  vorhandenen  Aethertheilchen  zu  berücksichtigen,  als  der  Widerstand, 
den  die  Aetherkugeln  einer  Kraft  leisten,  welche  sie  aus  ihrer  Lage  bringen 
will;  dieser  Widerstand  fällt  aber,  wenn  auch  die  Zahl  der  Theilchen  ge^ 
ringer  ist,  jedenfalls  weit  bedeutender  aus  in  der  Nähe  der  Massentheilchen, 
als  fern  davon. 

Es  bliebe  nun  noch  übrig,  die  Einwürfe  zu  besprechen,  die  von  Seiten 
der  Chemie  erhoben  werden  könntej:i ,  da  die  chemischen  Formeln  für  die 
Körper,  welche  eine  bestimmte  Krjstallform  haben,  nicht  auch  gleichmässige 
Zusammensetzung  haben.  So  haben  nicht  alle  in  Hexagonalpyramiden 
krjstaliisirenden  Körper  die  Formel  A  +  9B.  Ich  halte  diese  Einwürfe 
fttr  nicht  sehr  ins  Gewicht  fallend  >  da  man  von  keinem  Körper  die  Znsam- 
mensetzung mit  Gewissheit  kennt,  wie  man  sich  leicht  aus  den  Streitigkeiten 
überzeugen  kann,  die  man  in  den  Büchern  über  Zusammensetzung,  Molecu- 
largewicht,  Atomgewicht  u.  s.  w.  findet. 

Die  Vertheilung  der  Aetherkugeln  in  einer  Dynamide  oder  gar  in  einer 
Verbindung  mehrerer  derselben  auf  mathematischem  Wege  zu  erhalten,  ist 
nach  meinem  Dafürhalten  zur  Zeit,  wenn  nicht  unmöglich,  doch  jedenfalls 
sehr  schwierig,  und  es  dürfte  daher  gerathen  sein ,  sie  an  der  Hand  der  Er^ 
fahrung  zu  suchen.  Als  hierzu  geeignet,  glaube  ich  auf  eine  Norm  aufr 
merksnm  machen  zu  müssen ,  welcher  die  bei  chemischen  Processen  sich 
entwickelnde  Wärme  gehorcht,  wenn  ein  Atom  eines  Körpers  sich  mit  mehr 
reren  Atomen  eines  andern  verbindet. 

Verbindet  sich  1  Atom  A  mit  einem  Atom  B^  so  ist  der  Vorgang  ganz 
dem  analog,  wenn  2  Kugeln  sich  schneiden  und  die  abgesonderten  Theile 
geben  die  frei  werdende  Wärme.  Tritt  noch  ein  zweites  Atom  von  B 
hinzu,  so  wird  nicht  die  gleiche  Quantität  von  Aether  frei,  denn  das  eine  B 
wirkt  dem  andern,  vermöge  seiner  Stellung,  entgegen  u.  s.  w.  Bezeichnet 
man  bei  der  Einheit  der  Entfernung  die  Einwirkung  von  A  auf  B  mit  a,  die 
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▼OD  B  auf  J?  mit  9,  Dimrot  man  ferner  an,  dieEinwirkung  sei  dem  Quadrate 
der  Entfernang  umgekehrt  proportional;  so  erhält  man  hei  der  Verbindung 

>4  +  jP  die  Wirkung  «,  bei  A-^^B  bekommt  man  2a  H ,    bei     A  -{-  Z  B 

4 

3a  +  9?  n.  6.  w.    Ich  habe  bereits  früher  in  einer  kleinen  Schrift ,, Versuch 

einer  Statik  der  chemischen  Verbindungen*^  gezeigt,   dass,  wenn  man  bei 

den   Yerschiedenen   Combinationen   zweier  Substanzen*)  die  Temperatnr- 

zunahme  mit  dem  Quadrate  ans  dem  Producte  der  Masse  und  der  (nach 

der  Schröder- Wöstin'schen  Formel  berechneten)  specifischen  Wärme 

der  Verbindung  multiplicirt  und  die  so  erhaltene  Grösse  als   Wirkung  a, 

2a  +  T )  90  +  9  n*  8.  w.  setzt,  und  daraus  a  und  9  berechnet,  fttr  die  ver- 

4 

schiedenen  Verbindungen  von  A  und  B  stets  dieselben  Werthe  zum  Vor- 
schein kommen.  Bezeichnet  man  daher  mit  a  und  ß  die  dem  a  und  q>  zu- 
kommenden Coefficienten ,  mit  t  die  Temperaturzunahme,  mit  s  und  m  die 
specifische  Wärme  und  die  Masse  der  Verbindung,  so  gilt  allgemein 
aa  +  ßq>^;=itm*^  oder  wenn  man  im  Versuche  Wärmeeinheiten  bestimmt 
hat,  aa  -{-  ßgi  =  fvmSf  wenn  tv  die  Zahl  der  beobachteten  Wärmeeinheiten 
angiebt. . 

Ein  zweites  Hilfsmittel  könnte  in  der  specifischen  Wärme  der  Atome 
liegen,  wenn  man  von  dem  Be dt enbache raschen  Satze  ausgeht,  dass  die 
specifische  Wärme  eines  Stoffes  die  Anzahl  der  Aetheratome  sei,  welche  in 
der  Gewichtseinheit  des  Stoffes  enthalten  ist.  Nimmt  eine  Massenkugel 
4  Aetheratome  auf,  so  bildet  sich  ein  kleines  Tetraeder ,  es  entsteht  ein 
kleines  OctaSder  oder  ein  Würfel,  wenn  die  Massenkugel  0,  beziehuags- 
weise  8  Aetherkugeln  aufnehmen  kann.  Die  so  entstandene  Gestalt  nähert 
sieh  derjenigen  der  Kugel  um  so  mehr,  je  mehr  Atome  zu  ihrer  Bildung 
beitragen,  und  es  müssen  daher  weniger  Aetheratome  der  Hülle  nöthig 
sein,  um  die  Kugelgestalt  der  Djnamide  vollständig  zu  machen,  als  dieses 
bei  dem  Tetraeder  der  Fall  ist.  Je  grösser  also  die  Massenkugel  ist,  um 
ao  weniger  Aether  wird  in  der  Hülle  sein.  Das  Dulong'sche  Gesetz  giebt 
an,  dass  Atomgewicht  und  Aether,  d.  i.  specifische  Wärme,  zu  einander  im 
umgekehrten  Verhältnisse  stehen ^  oder  wenigstens,  dass  dieses  bei  rielen 
Körpern  der  Fall  ist. 

Ein  drittes  Mittel  liegt  in  der  specifischen  Wärme  der  Luftarten,  wenn 
man  meine  oben  ausgesprochene  Ketzerei,  dass  die  specifische  Wärme  einer 
Luft  mit  deren  Dichtigkeit  veränderlich  sei,  hingehen  lässt. 

•)  Z.  B.  SOi  und  HO,  KO  und  A^O^,  KO  und  POj. 
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Wenn  man  den  Druck  eines  Körper  mit  p ,  sein  specifisches  Volumen 
(Volumen  der  Gewichtseinheit)  mit  y  und  seine  Temperatur  mit  t  bezeich- 
net, so  besteht  zwischen  diesen  drei  Grössen  eine  Abhängigkeit,  welche  im 
Allgemeinen  durch  die  zwei  Gleichungen 

•1)  P=i>(^)0;     »  =  »(iF,0 

angedrückt  werden  kann,  x  bezeichnet  dabei  eine  vorläufig  noch  willkür- 
liche Veränderliche ,  die  späteren  Bestimmungen  vorbehalten  bleibt.  Die 
beiden  Gleichungen  l)  werden  wir  in  der  Folge,  der  Kürze  halber,  die  „Zu- 
standsgleichungen^*  des  Körpers  nennen. 

Bezeichnet  man  ferner  die  specifische  Wärme  eines  Körpers  bei  con- 
stantem  Drucke  mit  c,  die  bei  constantem  Volumen  mit  Cj  und  die  bei  con- 
stanter  Temperatur  (d.  h.  die  Wärmemenge,  welche  nothwendig  ist,  um  das 
Volumen  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  bei  constanter  Temperatur  um 
die  Einheit  des  Volumens  zu  vergrössern)  mit  Cf ,  so  ergeben  die  Untersu- 
chungen der  mechanischen  Wärmetheorie  folgende  zwei  Relationen: 
.  .  .dp         fdvdp      dvdp\ 

^  didx      dxdt~dx^     \dxdi       dtdxj' 

mit  d  partielle  Differentiale  bezeichnet.     —  ist  das  sogenannte  mechanische 

Aequivalent  der  Wärme,  nach  Joule  im  Mittel  gleich  424  Kilograrommeter. 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  beruhen  allein   auf  dem  Grundprincip   der 

mechanischen  Wärmetheorie:     In  allen  Fällen,  wo   d^^^>^ärme 
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Arbeit  entsteht,  wird  eine,  der  erzeugten  Arbeit  proportio- 
nale Menge  Wärme  verbraucht  und  umgekehrt  kann  durch 
den  Aufwand  einer  ebenso  grossen  Arbeit  dieselbe  Wärme- 
menge wieder  erzeugt  werden.  Ich  ^abe  ihre  Ableitung  in  meinem 
letzten  Aufsatze*}  in  gedrängter  Kürze  bereits  gegeben. 

Wendet  man  die  Sätze,  welche  sich  allein  aus  jenem  Grundprincip  der 
mechanischen  Wärmetheorie  ergeben,  auf  den  Erfahrungssatz  an,  dass  nie- 
mals von  sich  selbst  Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper 
tibergeht,  so  erhält  man  die  Gleichnng: 


4)  c,^^  =  Ai«+t)[-^--£), 


unter  a  den  reciproken  Werth  des  Ausdehnnngscoefficienten  eines  Gases 
verstanden,  welches  das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  erfüllt**), 
und  dessen  Wärmecap'acitäten  bei  constantem  Druck  und  constantem  Vo- 
lumen constante  Grössen  sind.  Wir  werden  in  der  Folge  ein  solches  Gas 
ein  „vollkommenes*^  nennen.  Einer  der  ersten  Sätze ,  die  wir  nnten 
nachweisen  werden,  wird  uns  lehren,  dass  die  Ausdehnnngscoefficienten 
aller  vollkommenen  Gase  gleich  gross  siiid. 

Die  Ableitung  der  Gleichung  4)  würde  mich  auch  hier,  wie  in  meinem 
letzten  Aufsätze,  zu  weit  von  meinem  eigentlichen  Ziele  abführen.  Ich 
begnüge  mich  daher  wiederum,  anzudeuten,  dass  sie  für  a?  ==  t;  in  die  be- 
kannte, im  Wesentlichen  schon  von  Carnot  aufgestellte 

übergeht. 

Die  drei  Gleichungen  2)  bis  4)  reichen  zwar  nicht  vollständig  aus,  um 
die  drei  Grössen  c,  c,  und  c^  mittelst  der  Znstandsgleichungen  1)  als  Func- 
tionen der  Veränderlichen  x  und  t  zu  bestimmen;  es  gehen  in  die  Rechnung 
willkürliclie  Functionen  einer  der  Veränderlichen,  ^,  mit  ein,  die  durch  jene 
drei  Gleichungen  nicht  näher  bestimmt  werden  können.  Aber  die  Glei- 
chungen 2)  bis  4)  zeigen  doch,  dass  zwischen  den  drei  Wärmecapacitäten 
und  den  Zustandsgieichungen  eines  Körpers  ein  inniger  Zusammenhang 
besteht.  Die  Aufdeckung  dieses  Zusammenhanges  ist  besonders  für  Gase 
interessant,  da  für  dieselben  die  in  den  Gleichungen  1)  bis  4)  vorkommenden 


*)  Siehe  diese  Zeitochrift  Bd.  X,  S.  100.  . 
**)  Unter  dem  Ausdrucke  „ein  Gas  erfülle  das  Mariotte-Ga j-L,ni98ac*sche 
Gesetz"  (abgekürzt  M.  -G.- Gesetz)  verstehen  wir  hier  und  in  der  Folge' immer  mir, 
dass  die  Zustandsgleicbnng  dieses  Gases  pü  =  R(a^i)  sei,  unter  R  eine,  Ton  der  Na- 
tur  des  Gaaes  abhängige  Constante  und  unter  a  den  reciproken  Werth  von  dessen  Aus- 
dehnnngscoefficienten verstanden.  Dass  dieser  An.sdehnnngscoefficient  für  alle  Gase 
gleich  gross  ist,  soll  hier  nicht  vorausgesetzt  werden,  wie  es  denn  ja  auch  bekanntlich 
strenge  nicht  der  Fall  ist.  C^  r\r\n]r> 

ZdUchrifl  f.  Mallumalik  a.  Physik.  XI.  3.  Digitizi^by  ^^OOgle 
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Grössen  nnd  BeziebuDgen  zwar  auch  nicht  vollständig,  aber  doch  besser 
bekannt  sind,  als  für  feste  und  flüssige  Körper. 

Es  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Untersuchungen ,  diesen  Zusam- 
menhang im  Wesentlichen  zu  entwickeln.  Wir  werden  dabei  auch  die  von 
Herrn  Clausius*)  zuerst  aufgestellte  Annahme,  dass  ein  permanentes 
Gas,  wenn  es  sich  bei  constanter  Temperatur  ausdehnt,  nur  so  viel  Wärme 
verschluckt ,  als  zu  der  dabei  gethanen  äusseren  Arbeit  verbraucht  wird, 
oder  dass  die  innere  Arbeit  des  Gases  gleich  Null  sei,  im  Auge  haben«  Wir 
werden  nachweisen,  in  wie  fern  die  in  diesen  Worten  ausgesprochene 
Eigenschaft  eines  Gases  von  seinen  übrigen  Eigenschaften  abhängt  und 
umgekehrt,  wie  sie  diese  andern  Eigenschaften  des  Gases,  seine  Wärme- 
capacität  und  seine  Zustandsgleichuogen,  bedingt. 

Joule  und  Thomson**)  haben  durch  den  Versuch  gezeigt,  dass  für 
die  von  ihnen  untersuchten  permanenten  Gase  atmosphärische  Luft  und 
Wasserstoff  jene  Annahme  Ol  aus  ius'  so  ni^he  richtig,  ist,  dass  die  Ab- 
weichungen in  den  meisten  Rechnungen  vernachlässigt  werden  können.  Für 
das  nicht  permanente  Gas  dagegen,  welches  sie  auch  untersuchten,  die 
Kohlensäure,  fanden  sie  grössere  Abweichungen.  Herr  Clausius***) 
schliesst  daraus ,  dass  seine  Annahme  wahrscheinlich  für  jedes  Gas  in  eben 
dem  Grade  genau  sei,  als  in  welchem  das  Mariotte- Gay-Lussac*sche 
Gesetz  auf  dasselbe  Anwendung  findet.  Wir  werden  unten  sehen,  in  wie 
weit  dieser  Schluss  durch  die  Sätze  der  mechanischen  Wärmetheorie  selbst 
gerechtfertigt  wird. 

Die  Bedingung,  dass  die  innere  Arbeit  eines  Gases,  das  sich  bei  con- 
stanter Temperatur  ausdehnt,  gleich  Null  ist,  lässt  sich  analytisch  so  aus- 
drücken, dass  für  ef/  =  0  auch  dti=:0  wird,  unter  u  die  Wirkungsfunction 
der  Gewichtseinheit  des  Gases  verstanden.     Nun  ist****) 

du  =  ic,  —  Ap)^£dx  +  (c,  +  {c,-^Ap)^^yL 

Jene  Bedingung  erfordert  also,  dass 

5)  (c.-^p)|^=0 

ist,  und  diese  Gleichung  ist  somit  der  analytische  Ausdruck  der  von  Herrn 
Clausius  aufgestellten  Annahme. 

Es  ist  zu  den  folgenden  Untersuchungen  nicht  nöthig,  die  Gleichungen 
l)  bis  5)  in  der  allgemeinen  Form  anzuwenden,  in  welcher  wir  sie  eben  auf- 
gestellt haben ;  aber  wir  werden  sie  in  zwei  verschiedenen  Gestalten  ge- 


.    *)  Pogßendorff's  Annalen  Bd.  79,  S.  392  und  Bd.  97,  8.  443. 
**)  PML  Trawtact.  ofihe  H.  Soc.  of  London  FoL  CXLUl,  Patt,  lll,  p.  357  und  Fol, 
CXLIF,  Part.  11,  p.  321 . 

**•)  Poggendorff's  Annalen  Bd.  97,  S,  443. 
****)  Vergl.  diese  Zeitschrift  Bd.  X,  S.  112.  ^ 
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brauchen,  diö  man  erhält,  wenn  man  in  denselben  einmal  xsv,  das  andere 
niftl  x=p  setzt. 

Wenn  man  x=sv  setzt,  so  fallen  die  beiden  Zustandsgleichnngen  in  die 
eine 

Ifl)  P=p(v,l) 

zusammen,  und  die  Gleichungen  2)  bis  5)  gehen  tlber  in  die  folgenden: 

«  \  /  \^P  ^P 

6a)  c,  —  Ap=0. 

Wenn  man  für  x  durchweg  p  setzt,   so  fallen  die  beiden  Zustandsglei- 
chnngen in  die  einzige 

\b)  r  =  p(p,0 

znsammeii  und  die  Formeln  2)  bis  5}  nehmen  folgende  Gestalt  an : 

dv 


2  b) 


dc^dv      de^dv dc^  dv 

^  -^  'didi~dfdi~dp~    dl' 

L 
Von  den  vollkonunenen  Gasen. 

Unter  einem  vollkommenen  Gase  verstehen  wir,  wie  oben  bereits  er- 
wähnt, ein  solches,  dessen  Wärmecapacitäten  bei  constantem  Drnck  und 
constantem  Volumen  constante  Grössen  sind,  und  welches  das  Mariotte- 
Oaj-Lussac'sche  Gesetz  erfüllt,  dessen  Zustand sgleichung  also  ist: 

6)  pt;  =  Ä(a  +  0, 

unter  R  eine  von  der  Natur  des  Gases  abhängige  Constante  und  nnter  a 
den  reciproken  Werth  des  Ausdehnungscoefficienten  dieses  Gases  ver- 
standen. 

Für  ein  solches  Gas  folgt  aus  den  Gleichungen  2  a)  und  6) 

7)  c^  =  (c  —  Ci)~-. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  c,  in  3a)  ein  und  berück  sich  tigt^abei  die 
Gleichung  0)  und  die  Bedingung,  dass  c  und  Cf  constante  Grössen  sind,  so 
folgt 

^^  C  ^  q  =  ^Ä,  Digiti||d^y  Google 
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and  dies  mit  7)  verglichen  giebt 

9)  Cg  =  j4p. 

Daraas  folgt  weiter,  im  Vergleich  mit  der  Bedingangsgleichang  5a): 

Satz  1.   Bei  den  vollkommenen  Oasen  ist  die  innere 
Arbeit  gleich  Null. 

Um  den  andern  fttr  vollkommene  Oase  geltenden  and  schon  oben,  bei 
Gelegenheit  der  Oleichung  4)  erwähnten  Satz,  da^s  die  Ansdehnungscoeffi* 
cienten  derselben  die  nämliche  Grösse  haben,  nachzuweisen,  müssen  wir 
aasser  dem  Hauptprincip  der  mechanischen  Wärmetheorie  auch  noch  den- 
selben Erfahrangssatz  zu  Hilfe  nehmen ,  der  znr  Entwickelung  der  Olei- 
chung 4)  dient,  den  Satz  nämlich,  dass  niemals  von  selbst  Wärme  aus  einem 
kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann;  ja  dieser  Beweis  ist 
im  Orunde  nur  der  erste  Theil  der  Ableitung  der  Gleichung  4).  In  Bezug 
auf  die  übrigen  in  dem  folgenden  Beweise  vorausgesetzten,  bekannten 
Sätze  von  den  vollkommenen  Oasen  füge  ich  nur  noch  hinzu  ^  dass  sie  sich 
allein  schon  aus  dem  Grundprincipe  der  mechanischen  Wärmetheorie  und 
der  obigen  Definition  der  vollkommenen  Oase  ergeben,  ohne  dass  es  nöthig 
wäre,  noch  einen  weiteren  Hilfssatz  oder  gar  schon  die  Carno tische  Glei- 
chung 4)  zu  ihrer  Entwickelung  anzuwenden. 

Es  seien  mit  IC  und  JK"  ^wei  Körper  bezeichnet,  von  denen  der  erstere, 
als  der  wärmere,  die  Temperatur  f ,  der  letztere  die  Temperatur  /"  habe. 
Diese  Körper  sollen  ihre  Temperatur  unverändert  beibehalten ,  auch  wenn 
ihnen  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  wird,  was  unschwer  zu  verwirk- 
lichen ist.  Wir  denken  uns  ferner  die  Gewichtseinheit  eines  vollkommenen 
Gases,  dessen  Zustandsgieichung  die  6),  dessen  Ausdehnungscoefficieut  also 

—  ist.     Dieses  Gas  habe  ursprünglich  die  nämliche  Temperatur  t  wie  der 

Körper  if,  ferner  den  Druck  p  und  das  specifische  Volumen  v;  wir  lassen 
es  zunächst  bei  der  constanten  Temperatur  /  sich  ausdehnen ,  bis  sein  Vo- 
lumen eine  bestimmte,  aber  willkürliche  Grösse  v  annimmt.  Die  dazu  er- 
forderliche Wärme  nehme  es  von  dem  Körper  IC  auf,  mit  dem  wir  es  in  Be* 
rührung  gesetzt  denken.  Der  dem  Volumen  v  entsprechende  Druck  des 
Gases  wird  dann: 

10)  p  = -, . 

und  die  Wärme,  welche  es  bei  diesem  Vorgange  von  dem  Körper  AT  aufneh- 
men musste,  ist  bekanntlich 

11)  fi^i  =  ^Ä(a  +  0^f, 
sowie  die  von  ihm  geleistete  Arbeit: 

12)  A^=B{a  +  t)L-. 

V 

Nun  denken  wir  uns  das  Gas  ausser  Berührung  mit  dem. Körper  fC  ge- 
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bracht  und  seine  Temperatur,  ebne  dass  ihm  Wärme  zugeführt  oder  entzo- 
gen würde  (wir  sagen  in  der  Folge  kurz:  „bei  constanter  Wfirme"),  auf  <", 
die  des  Körpers  K'\  erniedrigt.  Dann  findet  sieb  der,  dieser  Temperatur 
entsprechende  Druck  p'  desselben  aus  der  bekannten  Gleichung 

mit  k  das  Verbältniss  —  der  beiden  specifischen  Wärmen  bei  constantem 

Drucke  und  constantem  Volumen  bezeichnet.  Ersetzt  man  in  dieser  Glei- 
chung p'  durch  seinen  Werth  aus  10),  so  folgt 

Das  der  Temperatur  i'  entsprechende  Volumen  des  Gases  ist: 

Die  Wärme,  welche  ihm  zugeführt  wurde,  ist  der  Bedingung  gemäss : 

15)  ^,  =  0 
und  die  von  dem  Gase  geleistete  Arbeit : 

16)  A^  =  ^c^{i-{'). 

Wir  nehmen  nun  wieder  dasselbe  Gas  in  seinem  ursprünglichen  Zu- 
stande p,  9,  i  und  lassen  es  sogleich  bei  constanter  Wärme  sich  ausdehnen, 
bis  seine  Te^aperatur  auf  C  herabgesunken  ist«  Dann  berechnet  sich  sein 
Druck  ans  der  Formel : 


jfc-i 


und  sein  Volumen  aus : 

Die  ihm  zugeftthrte  oder  entzogene  Wärme  ist  der  Bedingung  gemäss: 

19)  ft  =  0, 
und  die  von  ihm  geleistete  Arbeit: 

20)  A^=^c,(i^C). 

Nun  setzen  wir  das  Gas  in  Berührung  mit  dem  gleichwarmen  Körper 
K'^  und  lassen  es  bei  constanter  Temperatur  bis  zum  Volumen  v\  demsel- 
ben, wie  durch  die  Gleichung  14)  gegebenen,  ausdehnen,  so  dass  au^b  sein 
Druck  der  in  Gleichung  13)  berechnete  wird ,  und  das  Gas  also  aus  dem 
nämlichen  Anfangszustande  durch  die  beiden  letzten  Processe  if  denselben 
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Endzustaud  p\  v\  {'  übergefabrt  ist,  wie  darch  die  beiden  ersten.   Bei  dem 
letzten  Vorgänge  uiusste  das  Gas  die  Wftrme 

von  dem  Körper  Af''  aufnehmen;   dnrch  die  Gleichungen  14)  und  18)  geht 
der  letztere  Ausdruck  über  in : 

21)  y,=^Ä(«+Oi7, 

nnd  die  dabei  von  dem  Gase  geleistete  Arbeit  ist  entsprechend: 
22)  ^^  =  Ä(a+0^-- 

Beide  Wege,  aufweichen  wir  soeben  das  Gas  ans  dem  Anfaogszustande 
p,  »,  /  in  den p\  v\  C  übergeführt  haben,  können  offenbar  auch  umgekehrt 
nnd  dadurch  das  Gas  wieder  aus  dem  Zustande p'\  v\  C  in  den  ursprüng- 
lichen p,  f|  /  zurückgeführt  werden.  Aber  auf  diesem  umgekehrten  Wege 
werden  dann  die  Wärmemengext  ^,  und  q^  von  dem  Gase  an  den  Körper  K 
resp.  K'*  abgegeben,  anstatt  von  demselben  aufgenommen,  wie  imgleichen 
die  Arbeitsgrössen  A^^  A^^  A^^  A^  von  dem  Gase  absorbirt,  anstatt  geleistet 
werden. 

Da  ferner  die  beiden  directen ,  oben  beschriebenen  Processe  in  dem- 
selben Zustande  p^',  v'',  ^'  des  Gases  endigen,  so  können  sie  offenbar  in 
solcher  Weise  zu  einem  Processe  verbunden  werden,  dass  man  den  einen 
directen  den  andern  umgekehrten  anschliesst  und  dadurch  das  Gas  in  seinen 
ursprünglichen  Zustand  wieder  zurückbringt.  Einen  solchen  Doppelprocess 
beisst  man  einen  Kreisprocess,  nnd  wir  können  solcher  Kreisprocesse  offen- 
bar zwei  erhalten,  je  nachdem  wir  den  einen  oder  den  andern  der  obigen 
beiden  directen  Processe  zuerst  vornehmen.  Bei  dem  einen  dieser  Kreis- 
processe, den  wir  den  directen  nennen  wollen,  durchläuft  das  Gas  der  Reihe 
nach  die  Zustände  p^v,t—p\v\<  —  p\  v\  f  —  p\  v'\  C  —  p,  r,  /• 
Es  leistet  die  Arbeitsgrössen  ^^j  und  A^  nnd  absorbirt  die  A^  und  A^  Dabei 
nimmt  es  von  dem  Körper  IC  die  Wärme  gi  auf  und  giebt  die  Wärme  ^4  an 
den  Körper  IC"  ab.  —  Bei  dem  umgekehrten  Kreisprocesse  durchläuft  das 
Gas  der  Keihe  nach  die  Zustände  PjV^t  —  p'",  v'\  C  —  p",  v\ {'  —  p\  v\  i 
—  p,  9,  /.  Es  leistet  dabei  die  Arbeitsgrössen  A^  und  A^  und  absorbirt  die 
Ax  und  i4, ;  zugleich  nimmt  es  die  Wäime  q^  von  dem  Körper  K"  auf  nnd 
giebt  die  Wärme  q^  an  den  Körper  K  ab. 

Am  Ende  jedes  dieser  Kreisprocesse  ist  das  Gas  vollständig  wieder  in 
seinen  urspünglichen  Zustand  zurückgekehrt;  und  es  mnss  daher  die  ge- 
sammte  ihm  zugeführte  oder  entzogene  Wärme  der  geleisteten  oder  absor- 
birten  äusseren  Arbeit  proportional  sein.  Ferner  nimmt  bei  jedem  dieser 
Processe  das  Gas  keine  Wärme  auf,  ausser  die,  welche  es  von  den  Körpern 
ifund  K"  empfängt,  sowie  es  auch  keine  Wärme  abgiebt  als  an  die  Kör- 
per K  oder  K'\     Diese  Processe  sind  also  im  hohen  Grade. geeignet >  den 
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schon  öfters  aDgeftthrten  Erfahrangsatz  sar  Anwendung  zu  bringen,  was 
denn  nun  auch  geschehen  soll. 

Bei  dem  directen  Kreisprocesse  wird  die  Wärme  ^j  dem  Körper  K  ent- 
zogeri  und  dagegen  die  Wärme  q^  dem  Körper  K"  mitgetheilt.  Es  ist,  wie 
ans  Gleichnngen  11)  nnd  21)  zn  sehen,  wenn  wie  voransgesetzt  i  >(\  auch 
^,  ^  q^.     Das  Gas  hat  also  die  Wärme : 

23)  W^q,-q^=AR{l-(')l^ 

behalten.  Dafür  hat  es  aber  auch  die  Arbeit  A^  +  A^  geleistet  und  nur  die 
A^  +  A^  absorbirt,  so  dass  noch 

24)  F=  A^  +  A^—A^—A^  =  R{t  —  r)L^ 

als  geleistete  Arbeit  bleibt.  Bei  dem  umgekehrten  Processe  dagegen  wird 
die  Wärme  y.j  dem  KörperJS!"*  entzogen  und  ^i ,  welches  grösser  als  q^  ist, 
an  if  abgegeben;  es  wird  folglich  die  Wärme  Widern  Gase  'entzogen,  wofür 
es  die  Arbeit  /* absorbirt.  Natürlich  ist,  dem  Hauptprincip  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  gemäss: 

25)  W=AF. 

Vergleicht  man  die  Wärmemengen  q^  und  q^  einzeln  mit  der  Arbeit  /*,  so 
ergiebt  sich : 

26)  gl  =     ^_f*    ^y 

A{a  +  r)„ 

Die  Arbeit  F  hängt  nach  Gleichung  24)  von  dem  Volumen  v  ab ,  das  wir 
oben  noch  willkürlich  gelassen  haben.  Wir  können  daher  mit  irgend  einem 
andern  vollkommenen  Gase  zwischen  denselben  Körpern  K  und  AT"  einen 
ganz  ähnlichen  Kreispro.cess  so  ausführen,  dass  die  nämliche  Arbeit  /'ge- 
leistet oder  absorbirt  wird.  Dabei  unterscheiden  sich  dann  die  (bei  dem 
directen  Kreisprocess)  den  Körpern  K  und  K"  entzogenen  und  resp.  mit- 
getheilten  Wärmemengen  q^  und  q^  von  denen  oben  für  das  erste  Gas  G 
in  Gleichungen  26)  und  37)  erhaltenen  q^  und  q^  nur  durch  den  etwa  ver- 
schiedenen Werth  des  Ausdehnungscoefficienten  — ;  bezeichnen  wir  daher 

den  reciproken  Werth  das  Ausdehnungscoefficienten  des  zweites  Gases  G^ 
mit  a\  so  ist: 

26a)  q^  =     ^ ^/    ^» 

Gesetzt  nun,  es  wäre  a  ^  a,  so  wäre. auch  q^  ^  ^'i,  etwa 

g/  =  gl  +  5,  Digjti.ed  by  Google 
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wo  8  eine  positive  Grösse  bezeichnet.     Dann  wäre  aber  auch  g^  >  q^  und 
zwar,  da  qi  —  q^  sowohl,  als  auch  y/  —  q^  gleich  AF  ist,  auch 

Dies  Torausgesetzt,  führen  wir  dann  mit  dem  Gase  G  zwischen  den 
Körpern  AT  und  -fiT"  den  directen  Kreisprocess  aus ,  so  wird  dadurch  die 
Wärme  qi  dem  Körper  JSC  entzogen,  die  Wärme  q^  dem  Körper  Ä""  mitge- 
tbeilt  und  die  Arbeit  jP  geleistet.  Diese  Arbeit  ^  benutzen  wir  nun,  um 
mit  dem  Gase  G'  den  umgekehrten  Kreisprocess  auszuführen  und  dadurch 
die  Wärme  q^  =  ^^^  +  ö  dem  Körper  Ä"'  zu  entziehen  und  die  Wärme 
q^  =  ^'i  +  ^  dem  Körper  IC  mitzutheilen«  Am  Ende  beider  Processe  wären 
folglich  beide  Gase  in  ihren  ursprünglichen  Zustand  zurückgekehrt;  auch 
hätten  wir  weder  Arbeit  gewonnen  noch  verloren.  Ohne  irgend  etwas  zu 
ändern,  hätten  wir  also  die  Wärme  8  aus  dem  Körper  AT"  in  den  Körper  K 
übergeführt.  Dies  ist  aber  nach  dem  Erfahrungssatze,  dass  niemals  von 
selbst  Wärme  aas  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen 
kann,  nicht  möglich,     a  kann  folglich  nicht  grösser  als  a  sein. 

Gana  ebenso  lässt  sich  beweisen ,  dass  a  nicht  kleiner  als  a  sein  kann. 
Es  ist  also  nothwendig 

a  =  a, 
Satz  2«     Alle  vollkommenen  Gase  haben   den  näm- 
lichen Ausdehnungscoef  fielen  ten.*) 

Wir  werden  in  der  Folge  immer  nur  den  reciproken  Werth  des  Aus- 
dehnungscoefficienten  vollkommener  Gase  mit  a  bezeichnen. 


*)  Die  gegenwärtige  Arbeit  war  scbon  geraume  Zeit  fertig,  als  der  Aufsatz: 
„Ueber  das  gegenseitige  Verhältniss  des  Gay -Lnssa ersehen  Gesetzes  za  dem  Ma- 
riotte^sehen  und  dem  Mayer'schen  Gesetze ^*  von  L'.  Cohen  Stuart  in  Poggen- 
dorff  *s  Annalen,  Juniheft  1863,  erschien,  in  welchem  dieser  Herr  die  Gleichheit  des 
Ausdehnungscoefffcienten  aller  der  Gase  nachweist,  welche  das  Majer'sche  (innere 
Arbeit  gleich  Null)  und  Mario  tte^sche  Gesetz  erfüllen,  und  welche  zum  Messen  der 
Temperatur  gebraucht  werden,  d.  h.  bei  welchem  das  Volumen  unter  constantem  Druck 
der  Temperatur  proportional  wächst.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  cons tauten  Wärme- 
capacitäten  bei  constantem  Druck  und  Volumen,  welche  ich  habe,  bei  Herrn  Stuart 
durch  die  der  Erfüllung  des  May  er*schen  Gesetzes  ersetzt,  und  in  derThat  lässt  sich 
leicht  zeigen ,  dass  beide  Bedingungen  für  einander  sabstituirt  werden  können.  — 
Aber  Herr  Stuart  benutzt  zur  Ableitung  seines  Satzes  die  beiden  Hauptsätze  der 
mechanischen  Wärmetheorie,  während  ich  zur  Ableitung  des  meinigen  nur  den  ersten 
und  den  Satz  zu  Hilfe  nehme,  dass  niemals  von  selbst  Wärme  aus  einem  kälteren  in 
einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann.  Nun  ist  freilich  dieser  letztere  Satz  zur  Ab- 
leitung des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmotheorie  aus  dem  ersten  aus- 
reichend, aber  die  W^ege,  auf  denen  dies  bisher  geschehen  ist,  waren  der  Art,  dass  ich 
den  Wunsch  nach  einem  strengeren  Beweise  des  zweiten  Hauptsatzes  nicht  unter- 
drücken konnte.  Dies  führte  mich  darauf,  zuerst  den  obigen  Satz  für  vollkommene 
Gase  auf  dem  oben  gezeigten  Wege  nachzuweisen  und  raiitclst  desselben  dann  erst 
auf  die  unten  im  Text  angedeutete  Weise  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen 

Wärmetheurie  zu  entwickeln.  C^  r^r^rAr> 
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Dieselbe  Scfalnssfolgerang,  welche  wir  soeben  für  8wei  vollkommene 
Gase  darcbgeführt  haben,  kann  ganz  ebenso  auf  ein  vollkommene^  Gas  und 
einen  beliebigen  andern  Körper  angewendet  «werden ,  nachdem  man  diesen 
Körper  einen  ähnlichen  Kreisprocess,  wie  das  Gas,  hat  durchlaufen  lassen. 
Man  erhält  auf  diesem  Wege  den  für  beliebige  Körper,  also  auch  für  belie- 
bige Gase,  giltigen  Satz  4),  4  a)  oder  46). 

IL 
Von  den  Oasen,  welche  das  Mariotte-Oay-Lnssac'sche  Gesetz 

erfttllen. 

Wir  haben  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  den  einen,  wo  der  Aus* 
dehnungscoeMcient  des  Gases,  welches  das  M.-G.-Gesetz  erfüllt,  gleich  dem 
der  vollkommenen  Gase,  den  andern,  wo  das  nicht  der  Fall  ist.  Der  Kürze 
Laiber  werden  wir  sagen,  das  Gas  erfülle  im  ersten  Falle  das  engere,  im 
zweiten  Falle  das  weitere  M.-G.- Gesetz.  Machen  wir  also  zuerst  die 
Voraussetzung: 

a)  Das  Gas  erfülle  das  engere  M.^G.-Gesetz, 
seine  Zustandsgi eichung  sei  also : 

28)  pv  =  R{a  +  t). 

Dann  folgt  aus  Gleichung  4  a): 

AR{a  +  i) 

und  diese  mit  der  Bedingung  5a)  zusammengehalten,  ergiebtden 

Satz 3.  Bei  Gasen,  welche  das  engere  M.-G.-Gesetz 
erfüllen,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constanter 
Temperatur  gleich  dem  Pro.duct  aus  dem  reciproken 
Werthe  des  mechanischen  AequivalentsderWärme  in 
den  jeweilig  stattfindenden  Druck;  die  innere  Arbeit 
solcher  Gase  ist  gleich  Null. 
Setzt  man  den  Werth  von  c^  aus  der  Gleichung  20)  in  die  Gleichung 
3a),  so  folgt: 

Satz 4.   Bei  Gasen,  welche  das  engere  M.-G.-Gesetz 

befolgen,  istdiespecifischeWärme  bei  constantemVo- 

lumen  von  dem  speci fischen  Volumen  unabhängig;  sie 

kann  blos  Function  der  Temperatur  sein. 

Setzt  man  den  Werth  von  c^  aus  der  Gleichung  29)   in   die  Gleichung 

2a)  ein,  so  erhält  man: 

31)  C  —  Ci=:  AB. 

Satz  5.  Bei  Gasen,  welche  das  engere  M.-G. -Ge- 
setz erfüllen,  ist  die  Differenz  der  specifischen 
Wärmen   bei  constautem    Druck  und  bei   coi 
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Volamenderconstanten,  von  der  Natur  des  Gas  es  ab- 
hängigen Grösse  AB  gleich. 
Aas  diesem  und  dem  vosigen  Satze  folgt  aber  wieder : 

Satz  6.     Bei  Gasen,  welche  das  engere  M.-G.-Ge- 
setz  befolgen,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constan- 
tem   Drucke  unabhängig  vom  specifischen  Volumen, 
blos  eine  Function  der  Temperatur. 
Wir  machen  nun  die  zweite  Voraussetzung: 

b)  Das  Gas  erfülle  nur  das  weitere  M.-G.-Gesetfis, 
seine  Zustandsgleichuug  sei  also: 

32)  pv=zB{a+i), 

mit  a  den  reciproken  Werth  seines,  von  dem  der  vollkommenen  Gase  ver- 
schiedenen Ausdehnungscoefficienten  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  4a)  folgt  zunächst  wieder: 

33)  c^=Jp-^,~^, 

und  dies  mit  der  Bedingung  5a)  verglichen,  ergiebt: 

Satz  7.     Bei  Gasen,   welche  nur  das  weitere  M.*G.- 

Gesetz  befolgen,  ist  C2  =  ^p    ,        und  die  innere  Arbeit 

im  Allgemeinen  nicht  gleich  Null. 
Setzt  man   den  Werth  von  c^  aus  der  Gleichung  33)   in  die  Gleichung 
3a),  so   folgt  nach  leichter  Reduction  unter  Benutzung  der  Znstandsglei* 
vhung  32) : 

34)  1^=0. 

Satz  8.     Bei  Gasen,   welche  das  weitere  M.-G.-Ge- 

setz  erfüllen,  ist   die  specifische  Wärme  bei  constan- 

tem  Volumen  vom  specifischen  Volumen  unabhängig, 

blos  Function  der  Temperatur.     (Vergl.  Satz  4.) 

Durch  Substitution  des.Werthes  von  c,   aus   der  Gleichung  33)  in   dia 

2a)  erhält  man: 

35)  c  —  c,  =  ^  Ä  V^^ ,      (Satz  9.) 

was  leicht  in  Worten  auszusprechen  ist.*) 

Vergleicht  man  diese  endlich  noch  mit  dem  Satze  8),  so  folgt : 

Satz  10.  Bei  Gasen,  welche  das  weitere  M.-G.-Ge- 
setz  erfüllen,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constan- 
tem  Drucke  vom  specifischen  Volumen  unabhängig, 
blos  Function  der  Temperatur.     (Vergl.  Satz  0.) 

*)  Die  Gleichung  31)  (S.  217),  welche  häufig  zur  Berechnung  des  Werthes  von  A 
angewandt  wird,  ist  also  nur  für  solche  Gase  giltig,  welche  das  enger  e  M.-G.-Gesetz 
erfüllen. 
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Wie  oben  bereitB  erwiihnt,  haben  Thomaen  und  Jonle  für  die  per- 
manenten Gase  Wasserstoff  und  atmosphärische  Luft  nachgewiesen,  dass 
ihre  innere  Arbeit  sehr  nahezu  gleich  Null  ist.  In  dem  folgenden  Abschnitt 
soll  untersncht  werden,  welche  andere  Eigenschaften  aus  der  folgen,  dass 
die  innere  Arbeit  eines  Gases  vollständig  Null  ist. 

III. 
Oase,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null  ist. 

Der  analytische  Ausdruck  für  die  Bedingung,   dass  die  innere  Arbeit 
eines  Gases,  dessen  Zustandsgieichung  wir  in  der  Form  der  Gleichung  lä) 
Yoraussetsen,  gleich  Null  ist,  ist  nach  Gleichung  5a): 
36)  e,  =  Jp. 

Hieraus  folgt  sofort  der  Sats . 

Satz  11.  Bei  Gasen,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null 
ist,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constanter  Tempe- 
ratur gleich  dem  Product  aus  dem  reciproken  Werth 
des  mechanischen  Aeqnivalents  der  Wärme  in  dem  je- 
weilig stattfindenden  Druck. 
Benutzt  man  die  Gleichung  ao)  in  der  3a),  so  folgt: 

^  ov 

Satz  12.   Bei  Gasen,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null 

ist,  ist  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 

unabhängig  vom  specifischen  Volumen,  blos  Function 

der  Temperatur. 

Setzt  man  ferner  den  Werth  von  c^  aus  der  Gleichung  30)  in  die  4  a) 

ein,  so  erhält  man : 

37a)  p=(a-fO^. 

Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist  die  Zustandsgieichung  des 
Gases.     Dieso  wird  daher,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

38)  p  =  (a+09W. 

mit9;(t7)  eine  willkürliche  Function  der  Veränderlichen  t;  allein  bezeichnet. 
Satz  13.     Gase,    deren    innere    Arbeit   gleich  Null 
ist,  müssen  das  durch  die  Gleichung:  p={a+t)q){v)  aus- 
gedrückte Gesetz  erfüllen. 
Das  engere  M.  •  G.  -  Gesetz   ist  von  diesem  letzteren  nur  ein  specieller 

Fall  für  (p(v)  =  —.     Im  Vergleich  mit  dem  Satze  3)  ergiebt  sich  also: 

Satz  14.  Gase,  welche  das  engere  M.-G.-Gesetz  er- 
füllen, haben  die  innere  Arbeit  gleich  Null,  aber 
Gase,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null  ist,  brauchen 
nicht    das    engere    M.-G.-Gesetz,    sondern    f^A/4(5?p 
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'durch  die  G\eichnng p  =  {a-\-t)(p{v)  ausgedrückte  zu  er- 
füllen. 

Setzt  man  die  Werthe  für  ^  und  ^  aus  der  Zustandegleichung  38) 

in  die  Gleichung  2a)  und  benutzt  zugleich  die  Gleichung  36),  so  erhält  man: 

39)  c-c.  =  -^''W* 


m 


Satz  15.     Bei   Gasen,    deren   innere   Arbeit   gleich 
Null   ist,  ist   die  Differenz   der  specifischen  Wärmen 
c  —  C|  von  der  Temperatur  unabhängig,  blos  Function 
des  speci fischen  Volumens  r. 
Dies  zusammengehalten  mit  dem  Satze  12.  ergiebt: 

Satz  10.     Bei   Gasen,   deren   innere   Arbeit   gleich 
Null   ist,   ist   die  specifische  Wärme   bei   constantem 
Druck  gleich  der  algebraischen  Summe  zweier  Glie- 
der, vondenen  das  eine  blosFunction  des  speci  fischen 
Volumens,   das  andere  blos  Function  der  Temperatur 
ist. 
Wenn  wir,  anstatt  wie  oben  v  und  ^,  p  und  i  als  unabhängige  Veränder- 
liche genommen  und  daher  die  Gleichungen  \b)  bis  56)  zu  Grunde  gelegt 
hätten,   so  würde  auch  hier  die  Gleichung  bb)  als  analytischen  Ausdruck 
für  die  Bedingung,  dass  die  innere  Arbeit  des  Gases  Null  sein  soll,^  im  All- 
gemeinen 

c,  =  Ap 
ergeben  haben  (vergl.  Satz  11).     Aus  der  Gleichung  36)  wäre  dann: 

also  ein  Resultat ,  tibereinstimmend  mit  dem  Satze  12) ,  gefolgt.  Aber  jene 
Bedingung  in  der  Gleichung  46)  benutzt,  hätte  man  keine  so  leicht  integrir- 
bare  Gleichung  als  Zustandsgieichung  des  Gases  erhalten.  Uebrigens  er- 
sieht man  jetzt  aus  Gleichung  38),  dass  diese  Znstandsgleichung  die  Form: 


"""^  '=^(Ä) 


annehmen  muss. 

Anmerkung.  Die  in  der  Gleichung  56)  enthaltene  Bedingung  für 
das  Verschwinden  der  inneren  Arbeit  irgend  eines  Körpers,  dessen  Zustands- 
gieichung in  der  Form  v=iv{pyi)  vorausgesetzt  wird,  wird  auch  noch  durch 

dp 

befriedigt.  Dies  würde  erfordern,  dass  das  Volumen  des  Körpers  vom 
Drucke  unabhängig,  dass  also  der  Körper  durch  äusseren  Druck  absolut  un- 
zusammendrückbar  wäre.     Einen  solchen  Körper  kenneiOmfr^lprdings 
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Dicht;  aber  gewisse  feste,  und  namentlich  die  flüssigen  Körper  erfüllen  jene 

Bedingung  wenigstens  nahezu.     £s  folgt  daraus : 

Bei  flüssigen  und  festen  Körperji  ist,  soweit  man 
sie  als  absolut  unzusammendrückbar  yoranssetzen 
kann,  die  innere  Arbeit  immer  gleich  Null.  Ist  bei 
solchen  Körpern  überdies  die  specifische  Wärme  bei 
constantem  Drucke  blos  Function  der  Temperatur*), 
so  ist  ihre  Zustandsgieichung:  ü  =  m(a  +  r)+n,  m  und  n 
absolute  Constante  bedeutend   [siehe  unten  die  Gleichung  43)  in 

'  Verbindung  mit  der  Bedingung  —  =  0\,  d.  h.  sie  dehnen  sich 

proportional  der  Temperatur  aus. 

Bei  seinen  Untersuchungen  über  die  specifische  Wärme  der  Gase  kam 
Regnault  zu  folgenden  Eesultaten**):  ,;Die  specifische  Wärme  (bei 
constantem  Drucke)  der  atmosphärischen  Luft  ändert  sich ,  entgegen  den 
Versuchen  von  Gay-Lussac,  nicht  merklich  mit  der  Temperatur.  Ver- 
suche mit  einigen  anderen  permanenten  Gasen  führten  zu  demselben 
Schluss.'*  —  »Bei  den  Versuchen  über  die  atmosphärische  Luft,  bei  denen 
der  Druck  von  1  bis  10  Atmosphären  schwankte,  fand  ich  keinen  merklichen 
Unterschied  zwischen  den  Wärmemengen,  die  eine  selbe  Gasmasse  abgiebt, 
wenn  sie  um  eine  selbe  Anzahl  von  Graden  erkaltet.  Also  würde,  im  Wi- 
derspruche mit  den  Versuchen  von  de  la  Roche  und  B^rard,  die  für 
Druckschwankungen  von  1  bis  blps  1,3  Atmosphären  einen  sehr  merklichen 
Unterschied  angaben ,  die  specifische  Wärme  einer  selben  Gasmasse  unab- 
hängig sein  von  der  Dichtigkeit.  Versuche  mit  anderen  permanenten  Ga- 
sen haben  mich  zu  analogen  Schlüssen  geführt.  Ich  gebe  jedoch  dieses 
Gesetz  mit  einigem  Vorbehalte.  Ich  konnte  noch  nicht  entscheiden,  ob 'die 
Wärmecapaciät  unter  verschiedenem  Druck  absolut  constant  sei,  oder  einer 
sehr  geringen  Veränderung  unterliege  etc. " 

Die  folgenden  Abschnitte  haben  den  Zweck,  die  Consequenzen  aus  die- 
sen, von  Regnault  gefundenen  Eigenschaften  der  permanenten  Gase  zu 
ziehen.     Wir  untersuchen  dcmgemäss  zuerst: 

IV. 
Oase»  bei  denen  die  specifiBche  Wärme  bei  constantem  Drucke  unabhängig 

vom  Drucke  ist 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  ist  es  vorzuziehen ,  p  und  /  als  un- 
abhängige Veränderliche  zu  betrachten  und  folglich  die  Zustandsgieichung 
des  Gases  in  der  Form  16)  vorauszusetzen  und  die  Gleichungen  2b)  bis  56) 
zu  benutzen. 


*)  Wie  es  Regnault  für  Wasser  in  der  That  nachgewiesen. 
«)  Poggendorff.  Annalen  Bd.  89,  8.  346.  oigi.izsdbyGoOgle 
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Aus  den  Gleichungen  26)  und  46)  folgt: 


c^=c+  ^(ö  +  O 


m' 


dp 


de 


und  literaus,  weil  — -  =  0, 
dp 


40) 


dp 


'dt       d'v 


\dt)  d*v 

dv_'dpdt      /dvy'd^ 

_  dp  \dp) 


Ana  der  Gleicbnng  46)  allein  folgt; 


41) 


42) 


|?  =  --|^  +  ^(-+') 


dp 


|5=_.(,+o 


dl 

dv\*dp  dt' 


d*v 


1  d'v 


_Q 


dp     ^ 


dp  dt 


dv 
dt 


d^v 


dv         /dv\^dp*    ' 
dp         \dp) 
dCi    dc^    dc^ 


Setzt  man  diese  Werthe  für  ^,  -— ^,  ^  in  die  Gleichung  36)  ein,  so  er- 
hält map  das  sehr  einfache  Kesultat: 

oder,  Toransgesetzt,  dass  a-^t  nicht  gleich  Null, 
43«)  3ir  =  0, 

woraus: 

43)  t'  =  (fl  +  0<P(P)+^(rf. 

unter  9>(p)  und  tf;(p)  Functionen  vonp  alliein  verstanden. 

Satz  17.   Gase,  für  welche  c  unabhängig  vom  Drucke 
ist,  müssen  das  in  der  Gleichung: 

v  =  {a  +  t)<p{p)  +  ^{p) 
ausgesprochene  Gesetz  erfüllen. 
Man  sieht,  das  M.-G.- Gesetz  (das  engere  sowohl,  wie  das  weitere)  ist 
ein  specieller  Fall  von  dem  in  der  Gleichung  43)  enthaltenen.  Ueberdies 
zeigt  die  Gleichung  43) ,  dass  sich  die  in  Rede  stehenden  Gase  unter  con- 
stautem  Druck  proportional  der  Temperatur  ausdehnen.  Ihr  Ausdehnungs- 
coefficient  bei  constantem  Drucke  ist  also  für  jeden  bestimmten  Druck  con- 
stant,  im  Allgemeinen  aber  von  diesem  Drucke  abhängig;  sein  reciproker 
Werth  ist:  ,  .'^{p) 


vipY 
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Aus  der  Zustandsgieichung  43)  ergeben  sich  nun  umgekehrt  die  Wärme- 
capacitäten.  Aus  der  Gleichung  46)  folgt: 

A{a  +  t)(p 


44) 


^  dp        dp 


Die  Gleichung  36)  ergiebt  ferner  nach  einiger  Rednction: 
oder: 


'dp        dp 
woraus : 

45")  _        ^(«  +  <)q>'  .,. 

<-')^  +  ^* 

mit  /*(/)   eine  willkürliche  Function  von   t  allein  bezeichnet.     Mittelst  der 
Gleichung  44)  kann  dieser  Werth  von  C|  einfacher  geschrieben  werden: 

45«)  c,:=  —  c^(p{p)+f((). 

Aus  der  Gleichung  26)  folgt  nun: 

c  =  c,  +  <?,9(p), 
oder  nach  Gleichung  45a): 

46)  c  =  AO, 

also,  wie  ursprünglich  vorausgesetzt,  c  blos  Function  von  /. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  folgende  Umkehrnng  des  Satzes  17): 

Satz  17a.    Bei  Gasen,  welche  das  in  der  Gleichung: 

»  =  (a  +  0<3P(A')  +  *(p) 
ausgesprochene  Gesetz  erfüllen,  haben   die  specifi- 
sehen  Wärmen   bei   constanter  Temperatur  und   con- 
stantem  Druck  die  in  den  Gleichungen  44)  und  45)  ent- 
haltenen Werthe;  die  specifische  Wärme  bei  constan- 
tem  Drucke  ist  unabhängig  vom  Drucke,  b losFunction 
der  Temperatur. 
Wenn  die   innere  Arbeit  der  in  Bede  stehenden  Gase  Null  sein  sollte, 
so  mUsste  die  Gleichung  56)  befriedigt  werden,  also  im  Allgemeinen  C2  =  Ap 
sein.     Dies  ist,  wie  Gleichung  44)  zeigt,  nicht  der  Fall: 

Satz  18.  Bei-  Gasen,  für  welche  die  specnfische 
Wärme  bei  eonstantem  Drucke  unabhängig  vom  Drucke, 
blos  Function  der  Temperatur  ist,  ist  die  innere  Ar- 
beit  im  Allgemeinen  nicht  gleich  Null. 
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Wir  gehen  nnn  über  zur  näheren  Untersuchung  der 

V. 
OasO;  Kai  denen  die  speciflsche  Wärme  bei  constantem  Dracke  unabhängig 

Yon  der  Temperatur  ist» 
und  setzen  dabei  ihre  Zustandsgieichung  wieder  in   der  Form  16),   i^lso  p 
und  i  als  unabhängige  Veränderliche  voraus. 
Aus  der  Gleichung  2b)  folgt  wieder: 

dv 

und  daher,  weil  c  von  der  Temperatur  unabhängig: 
Aus  der  Gleichung  Zb)  folgt  aber: 

^  dp     dt  dp     dp  dt'^    dt' 

Wendet  man  den  bekannten  DifFerentialsatz : 

d_dc^  _   d^dc^ 
dp  dt    ~  dt  dp 
auf  die  letzten  beiden  Gleichungen  an,  so  erhält  man  nach  einiger  Re* 
duction: 

.  yp   _d*c^dv  ,  Jc^    d^v    ^      d^ 

^^  ~''^dpd(^~dTdp^^dt  dpdt'^'^dr 

In  diese  Gleichung  ist  nun  c,  aus  der  Gleichung  46)  einzusetzen.  Nach 
etwas  weitläufiger  aber  nicht  schwieriger  Rechnung  erhält  man  dadurch  die 
einfache  Gleichung: 

Dies  ist  die  Differentialgleichung,  aus  welcher  die  Zustandsgleichnng  unse- 
res Gases  gefunden  werden  kann;  sie  schreibt  sich  auch  in  der  Form: 

,4[(«+')S]=o. 

woraus  folgt,  unter  v{p)  eine  Function  von  p  allein  verstanden: 

(«+0|7  =  «'(p)- 

Hieraus  ergiebt  sich  wieder 

|^=v(p)Z(«  +  0+')'(l'), 

mit  9>(/>)  wieder  eine  Function  von  p  allein,  mit  L  die  natürlichen  Logarith- 
men bezeichnet.     Aus  der  letzten  Gleichung  endlich  folgt: 

51)  v  =  {ai't)L{a  +  t),v{p)  +  {a  +  t)q^{p)  +  ^{p\ 

unter  ^'(/?)  wieder  eine  Function  von  p  allein  verstanden. 

Satz  20.     Gase,  für  welche   die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Drucke  unabhängig  von  derTempe- 
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ratur,   blos   Function    des   Druckes    ist,    müssen   das 
Gesetz: 

v  =  {a  +  t)L{a  +  t).v{p)  +  (a  +  t)g>{p)  +  ^{p) 
erfüllen. 

Man  siebt,  das  M.  •  G.  -  und  das  in  der  Gleichung  43)  des  vorigen  Ab- 
schnittes ausgesprochene  Gesetz  sind  specielle  Ffille  des  Letzeren. 

Unter  Zugrundelegung  der  Zustandsgieichung  51)  können  nun  rück- 
wärts die  WKrmecapacitäten  berechnet  werden,  wobei  sich  zugleich  ergiebt, 
ob  der  letzte  Satz  auch  umgekehrt  werden  kann. 

Nach  den  Gleichungen  46)  und  51)  ist: 

Aus   dieser  und  der  Gleichung  36)    folgt  nach,  etwas  weitläufiger  Um- 
formung : 


woraus  wiederum : 

unter   N  eine  Function  von  /  allein  verslanden.     Die  letztere  Gleichung 
schreibt  sich  mittelst  der  52)  einfacher  auch  so : 

63«)         c,=--Jfv(p)dp-^c^[v{p)L{a+t)  +  v(p)+g>{p)]  +  N. 
Aus  dieser  letzteren  und  der  Gleichung  2b)  folgt  endlich: 

54)  c  =  —Ajv{p)dp  +  N. 

Damit  also  c  blos  Function  von  p  wird,  muss  N  eine  absolute  Constante 
sein.  Hieraus  folgt,  dass  sich  der  Satz  20)  nicht  ohne  weiteres  umkehren 
lässt.     Seine  Umkehrung  lautet  vielmehr  so : 

Satz  21.  Bei  Gasen,  welchedas  in  der  Gleichung  51) 
ausgesprochene  Gesetz  erfüllen,  haben  die  specifi- 
schenWärmen  bei  constanter  Temperatur  und  bei  con- 
stantem  Volumen  die  in  den  Gleichungen  52)  und  53) 
enthaltenen  Werthe,  und  wenn  in  dem  letzteren  Aus- 
druck N  nicht,  wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  sein 
könnte,  noch  Function  der  Temperatur  allein,  son- 
dern eine  absolute  Constante  ist,  so  ist  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Drucke  von  der  Temperatur 
unabhängig  und  bekommt  den  in  Gleichung  54)  enthal- 
tenen Werth.  DigitizedbyGoOQle 
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Wie  schon  erwähnt,  ist  das  in  Gleichung  43)  ausgesprochene  Gesetz 
ein  specieller  Fall  von  dem  in  Gleichung  51)  enthaltenen  für  y(p)=0. 
In  der  That  gehen  für  diesen  Fall  die  Gleichungen  52),  53)  und  54)  in  die 
44),  45)  und  46)  über.     Es  folgt  daraus: 

Satz  22.      Bei    Gasen,   für   welche   die    specifische 
4  Wärme  c  unabhängig  vom  Drucke.ist,  ist  diese  speci- 

fische Wärme  zugleich  unabhängig  von  der  Tempera- 
tur, also  absolut  coustant,  wenn  indem  aus  ihrer  Zu- 
standsgleichung 

v  =  {a  +  t)(pip)  +ilf{p) 
folgenden  Ausdruck  für  r, 


<"+')S+g 


+f 


/*als  absolute  Constante  genommen  werden  kann.    Um- 
gekehrt aber,   bei  Gasen,   für  welche  die   specifische 
'  Wärme  c  unabhängig  von  der  Temperatur  ist,  braucht 

diese   specifische  Wärme  nicht  auch  unabhängig  vom 
Drucke  zu  sein. 
Es  fragt  sich  zunächst,  ob  die  Bedingung,  dass  c  absolut  constant  sein 
soll ,   nicht  eine  nähere  Bestimmung   der  Gleichung  43)   zuiässt.     Dies   ist 
aber,  wie  man  leicht  sieht,  nicht  der  Fall.     Wir  müssen  uns  daher  auf  fol- 
genden Satz  beschränken : 

Satz  23.  Gase,  für  welche  die  specifische  Wärme  c 
absolut  constantist,  müssen  das  Gesetz 

v  =  {a  +  l)(pip')  +  iij{p) 
erfüllen,   aber  umgekehrt,   bei  Gasen,  welche  dieses 
Gesetz  erfüllen,   ist  die  specifische  Wärme  c  nur  dann 
absolut  constant,  wenn  in  dem  aus  jenem  Gesetze  fol- 
genden Ausdruck  für  c^ 

^^A(a  +  i)q>(py 

dp      dp 
/*eine  absolute  Constante  ist. 
Die  Vergleichung  des  Werthes  von    c^  in  Gleichung  52)  mit  der  Be- 
dingung 56)  ergiebt: 

Satz  24.  Bei  Gasen,  deren  specifische  Wärme  bei 
constantem  Drucke  von  der  Temperatur  unabhängig 
ist,  ist  im  Allgemeinen  die  innere  Arbeit  nicht  gleich 
Null. 
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Der  Satz  16*  sagt,  dasB  bei  Gasen,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null  ist, 
die  specifische  Wärme  bei  constantem  Dmcke  im  Allgemeinen  noch  Func- 
tion von  V  und  ^  also  aucb,  wenn  wir  p  und  t  als  unabhängige  Veränderliche 
nehmen,  noch  Function  von  p  und  t  ist.  Andererseits  lehren  die  Sätze  18. 
und  24.,  dass  weder  bei  Gasen,  deren  specifische  Wärme  c  unabhängig  .vom 
Drucke ,  noch  bei  Gasen ,  deren  specifische  Wärme  c  unabhängig  von  der 
Temperatur  ist,  die  innere  Arbeit  gleich  Null  zu  sein  braucht.  Es  mag  da- 
her Interesse  gewähren, 

VI. 

Oase,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null,  und  deren  specifische  Wärme  bei 

constantem  Drucke  entweder  unabhängig  vom  Drucke  oder  unabhängig 

Yon  der  Temperatur  ist, 

einer  näheren  Betrachtung  zu  unterwerfen ,  wobei  wir  wieder  p  und  i  als 

unabhängige  Veränderliche  nehmen  werden. 

a)     Wenn  bei  einem  Gase  die  innere  Arbeit  gleich  Null  sein  soll,  so 

muss  nach  Abschnitt  III.  seine  Zustandsgieichung  die  Form  38  a)  (S.  220), 

und  wenn  die  specifische  Wärme  c  vom  Drucke  unabhängig  sein   soll ,  so 

muss  diese  Zustandsgieichung  nach  Abschnitt  IV.   die  Forni  der  Gleichung 

43)  annehmen.     Beide  Formen  vereinigen  sich  in  der  einen : 

m(a  +  i) 
55)  v=     >     '    ^+w, 

wo  tn  und  n  absolute  Constanten  bezeichnen.  Um  diese  Gleichung  näher 
zu  begründen,  kann  man  unter  anderen  folgenden  Weg  einschlagen:  Wenn 
man  unter  Zugrundelegung  der  Form  38a)  für  v  den  2.  Differentialquotien- 

ten  ^-«  herstellt,  so  muss  derselbe  nach  Gleichung  43a)  Null  sein:  man  er- 

jn 

hält  also, kürzer  mit  x  bezeichnend ,  folgende  Gleichung  zur  Bestim- 
mung von  Fl 

d^F       p*  dF     2p    _ 

djr«-(a+0*      rfa?(«+0'~ 

oder: 

d'F  .     dF      ^ 
a;  — -  +  2  — -  =  0. 
dx^         d  X 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  mit  m  und  n  Constante  bezeichnet,  wie 

leicht  zu  sehen : 

«^       ^  . 

X 

so  dass,  nach  Gleichung  38a): 

m{a  +  l) 

t;  =  — ^^ -f  n 

P 
übereinstimmend  mit  der  Gleichung  55)  wird.  C^OOoIp 
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Satz25.  Oase,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null,  und 
deren  specifische  Wärme  c  unabhängig  Yom  Drucke, 
blos  Function  der  Temperatur  ist,  müssen  das  Gesetz: 

r=— ^ tJ^n 

P 
erfüllen. 

Man  sieht,  das  engere  M.- 6. -Gesetz  ist  ein  specieller  Fall  von  jenem. 

Benutzt  man  nun  umgekehrt  die  Gleichung  55)  in  den  Gleichungen  46) 
und  36)  so  erhält  man,  wie  natürlich,  dieselben  Eesultate,  wie  in  den  Sätzen 
11.  und  12.  wieder.  Die  Gleichung  2  b)  giebt  das  bemerkenswerthe  Re- 
sultat : 

56)  c  —  Ct=Am. 

Satz  26.  Bei  Gasen,  deren  innere  Arbeit  gleich 
Null,  und  deren  specifischeWärmec  unabhängig  vom 
Drucke,  blos  Function  der  Temperatur  ist,  welche 
also  das  in  Gleichung  55)  enthaltene  Gesetz  erfüllen, 
ist  die  Differenz  der  specifischen  Wärme  c  und  Cj 
gleich  einer  absoluten  Constanten  (vergl.  Satz  5). 
Aus  diesem  und  dem  1*2.  Satze  ergiebt  sich  aber  jetzt  die  Umkehrnng 
des  25»«" : 

Satz  27.     Bei  Gasen,  welche  das  Gesetz: 

v= T-  n 

P 
erfüllen,  ist  die  innere  Arbeit  gleich  Null  und  die  spe- 
cifischeWärmec unabhängig  vom  Drucke,  blos  Func- 
tion der  Temperatur. 

h)  Wenn  bei  einem  Gase,  ausser  dass  die  specifische  Wärme  c  von  der 
Temperatur  unabhängig  ist,  auch  noch  die  innere  Arbeit  gleich  Null  sein 
soll,  so  muss  seine  Zustandsgieichung  die  Formen  38a)  und  51)  in  sich  ver- 
einigen.    Dies  thut  aber  wieder  die  Gleichung: 

m(a  +  i)  , 

57)  t;=     ^         "^  +  w. 

P 

Zur  näheren  Begründung  dieser  Gleichung  kann  man  folgenden  Weg 
einschlagen. 

Die  Bedingung  c,  ==:  ^^p  in  die  Gleichungen  46),  36)  und  26)  eingeführt, 
giebt  die  Gleichungen: 


dv 
60)  c—Cj^  =  Ap-^, 
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Ao8  der  letzten  folgt,  unter  Berücksichtigung,  dass  c  von  i  unabhängig  sein 
soll: 

und  hieraas  wieder  in  Sttcksicht  auf  Gleichung  69): 

oder: 

Bezeichnet  man  hierin  —-^  kürzer  mit  y,  so  erhält  man  die  einfachere  Dif- 
a  r 

ferentialgleichung : 


deren  Integral,  wie  leicht  zu  sehen : 

^~  p  ~df 

ist,  unter  qp'(0  eine  willkürliche  Function  blos  Yon  /  verstanden.   Aus  dieser 
letzteren  Gleichung  folgt  nun  leicht: 

62)  v==^  +  ^a  +  t)^{p)+r(p), 

WO  9>(/)  eine  willkürliche  Function  blos  von  /  und  ^(p)  und  f{p)  willkür- 
liche Functionen  blos  von  p  bezeichnen. 

Benutzt  man  nun  diese  letzte  Gleichung  in  der  Formel  58) ,  so   erhält 
man  folgende  Bestimmungsgleichung  für  9,  ^  und  f: 

,-'f  +  (»+')i'||+''^'=-<"+oi^-C.+0*(p). 

Hieraus  folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  einmal: 

also: 

wo  n  eine  absolute  Constante  bedeutet;  ferner: 


also: 


m 


unter  m'  wieder  eine  absolute  Constante  verstanden,  endlich : 

«*«••  y  =  m"(a  +  0,  oigitized  by  GoOgle 
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mit  m"  eine  dritte  absolute  Constante  bezeichnet.     Setzt  man  diese  Wertho 
in  die  Gleichung  62),  so  folgt : 

P  P 

oder  kürzer: 

»  = -h  w, 

P 
übereinstimmend  mit  Gleichung  57). 

Bemerkt  man ,  dass  die  Form  der  Gleichung  57)  keine  andere  als  die 
der  Gleichung  55)  ist,  und  berücksichtigt  man  den  Satz  27,  so  folgt  aus  dem 
Vorhergehenden: 

Satz 28.  Gase,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null,  und 
deren  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  nn- 
abhängig  von  der  Temperatur  ist,  erfüllen  das  Gesetz: 

und   ihre  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke 
ist  auch  unabhängig  vom  Drucke,  also    absolut  con- 
stant.   Ebenso  ist  ihre  specifische  Wärme  bei  constan- 
tem Volumen  absolut  constant  (vergl.  Satz  26). 
Da  ferner  c^  aus  den  Gleichungen  26)  bis  46)  nur  bis  auf  eine  willkür- 
liche Function  von  i  bestimmt  werden  kann,  und  da  c  aus  der  Gleichung  26) 
nur  mittelst  c^  zu  finden  ist,  so  kann  auch  im  gegenwärtigen  Falle,  so  wenig 
wie  in  Abschnitt  V. ,  aus  irgend  einer  Form  der  Zustandsgieichung  auf  die 
Unabhängigkeit  des  c  von  der  Temperatur  geschlossen  werden ,  ohne  eine 
Nebenbedingung  für  c^  aufzustellen.    Wir  können  daher  nur  den  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Satz  29.  Gase,  deren  innere  Arbeit  gleich  Null, 
und  deren  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke 
unabhängig  vom  Drucke  ist,  erfüllen  das  Gesetz: 

P 

und  jene  specifische  Wärme  ist  zugleiph  auch  unab- 
hängig von  der  Temperatur,  also  absolut  constant, 
wenn  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 
nicht  blos  unabhängig  vom  Drucke  (Satz  12),  sondern 
auch  unabhängig  von  der  Temperatur,  also  absolut 
constant  ist.  .  * 


Wie  oben  schon  erwähnt,  hat  sich  aus  den  Versuchen  EegnaulVs  er- 
geben, dass  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  für|atmosphärische 
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Luft  and   einige   andere  Oase  unabhängig  von  der  Temperatur  und   wahr- 

•  scheinlich  auch  unabhängig  von  dem  Drucke,  also  absolut  constant  ist.    Die 

Versuche,  welche  Gaj-Lussac  und  Welt  er  zur  Bestimmung  des  Ver- 

hältnisses  —  =  Ar  der  specifischen  Wärmen   bei   constantem  Drucke   und 

constantem  Volumen  mit  atmosphärischer  Luft  angestellt  haben,  ergaben 
ferner,  dass  k  für  sehr  verschiedene  Drückungen  nahezu  constant  war,  und 
da  bei  jenen  Versuchen  auch  die  Temperatur  des  Gases  bedeutende  Aen- 
dernngen  erleidet,  so  darf  daraus  auch  wohl  auf  die  Unabhängigkeit  des  k 
von  der  Temperatur  geschlossen  werden.  Neuere  Untersuchungen,  von 
Cazin*)  angestellt,  haben  zwar  eine,  wenn  auch  nicht  sehr  bedeutende 
Aendemng  von  k  mit  dem  Drucke  und  der  Temperatur  ergeben;  ich  halte 
es  aber  nichts  desto  weniger  für  interessant  genug,  die  Consequenzen  zu 
verfolgen,  welche  sich  daraus  ergeben,  dass  man  c  und  k  und  folglich  auch 
c, ,  bei  einem  Gase  als  constant  voraussetzt. 

Aber  schon  ein  flüchtiger  Ueberblick  der  Gleichungen  2h)  bis  46)  lässt 
erkennen,  dass  es  nur  möglich  ist,  die  Unabhängigkeit  der  Differenz  c — c^ 
von  der  Temperatur,  nicht  aber  die  von  c  und  c^  einzeln,  in  sie  einzuführen. 
Wir  untersuchen  daher  noch: 

\IL 

Oase,  bei  denen  die  ipeoübBohen  Wärmen  c  und  c^  einzeln  vom  Drucke 

und  die  Difforenz  c — Cj  von  der  Temperatur  unabliftngig  sind. 

Weil  C|  von  p  unabhängig  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  36): 

dt  'dp      dpdJ~        dt' 
Dies  geht  durch  Einsetzung  des  Werthes  von  Cf  aus  der  Gleichung  46) 
liberin:  d_v  fi\^ 

a^        dvdpdt^Xdv)  dp*~^' 
dp  \p/ 

oder  auch  in: 

^^  afW/       dpdtdtdp'*'dpAdt)~^' 

Da  ferner  auch  c  von  p  unabhängig  sein  soll,  so  folgt  aus  36): 

ac,ar  8*p 

^~dpdt  ■^"''•äTyi' 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  46)  für  c,: 
jdvK*  dv 

ldj\d^_    dJ   d*v   _ 
\dvj  dp*~^  dvdpdt~    ' 
^dp'  dp 


*)  Annales  de  chinde  et  de  physique,  Nov.  1862.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOqIc 
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oder ,  da  -r-  nicht  Null  werden  kann : 
dt 

d*v    dv  d^v   dv 

Da  endlich  c — c,  von  der  Temperatur  unabhängig  ist,  so  folgt  aus  der 
Gleichung  2b)  noch: 

dc^dv  d*v 

oder  wiederum  mit  Benutzung  der  Gleichung  46)  für  c,: 

Die.  Zostandsgleichnng  o  =  v  (p,  0  anseres  Gases  hat  also  die  drei 
Gleichungen  63)  bis  65)  zu  erfüllen.     Ans  der  63)  und  64)  folgt  einfacher: 

oder,  da  ^—  im  Allgemeinen  nicht  Null  sein  kann: 
dp 

66)  ^  =  0, 

worans : 

67)  «'  =  («+<)yrp)  +  *(p), 

nnter  tp  und  ^  Functionen  Ton  p  allein  verstanden. 

Benutzt  man  die  Gleichung  66)  in  der  65),  so  folgt  einfacher: 

'  dv    ,  ,  ..  s'p     ^ 

An  der  Stelle  der  Gleichungen  63)  bis  65)  können  also  die  drei  Glei- 
chungen 64) ,  66)  oder  67) ,  und  68)  zur  Bestimmnng  der  Zustandsgieichung 
gebraucht  werden.  Wenn  man  die  ans  67)  folgenden  Differentialquotienten 
von  V  in  die  Gleichungen  64)  und  68)  einsetzt,  so  kommt: 

dp 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dass  ^  unabhängig  von  p,  also  gleich 
einer  absoluten  Constanten  k  sein  muss.  Benutzt  man  dies  in  Gleichung  60), 
so  kommt : 

eine  totale  Differentialgleichung  der  2.  Ordnung,  aus  welcher  <p  bestimmt 
werden  muss.  Um  dieselbe  zu  integriren,  übertragen  wir  die  Abhängigkeit 
von  9  auf  j^  und  erhalten  dadurch : 

"^dip^  dq>~    '  Digitizedby  Google 


Von  J.  Bausghinger.  233 


Setzen  wir  hierin  --—  =  y ,   so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  der 
1.  Ordnung: 

73)  2y  +  /-^  =  0. 

Der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung  ist  — ,  und  mit  seiner  Hilfe  er- 

hh\i  man  als  Integral  derselben : 

74)  qf^y  =  r, 

mit  r  eine  Constante  bezeichnet.     Für  y  seinen  Werth  ——  gesetzt,  wird  die 

dtp 

letzte  Gleichung: 

aus  welcher  nun  leicht  folgt: 


tdp 


p  = h  w, 

unter  n  eine  Constante  yerstanden.     Umgekehrt  ist  also ,  wenn  die  Vorzei- 
chen in  die  Constanten  genommen  werden : 

75)*  9)  =  — -. — , 

und  daher  die  Znstandsgleichung  67)  unseres  Gases : 

76)  ,=  !!(« +  0  +  ;t. 

p  +  n       - 

Berechnen  wir  nun  umgekehrt  mittelst  derselben  die  specifischen  Wärmen 
Cy  Ci  und  Cj,  so  folgt  zunächst  aus  der  Gleichung  46): 

77)  c^=Aip  +  n). 
Die  Gleichung  26)  ergiebt: 

78)  c  —  c^:=Ar, 

also  c — Cj,  wie  yorausgesetzt,  constant.  Endlich  folgt  aus  der  Gleichung  3  6): 

dp 
also  Ci  und  nach  Gleichung  78)  auch  c  unabhängig  von  p ,  wie  yoraus- 
gesetzt : 

Satz  30.  Gase,  bei  welchen  die  specifischen  Wär- 
men c  und  C|  einzeln  vomDrucke  und  die  Differenz 
e — Ci  von  der  Temperatur  unabhängig  sind,  müssen 
das  in  der  Gleichung: 

P+n 
ausgesprochene  Gesetz  erfüllen,  und  umgekehrt,   bei 
Gasen,  welche  dieses  Gesetz   erfüllen,   ist   c,"^8owie  Cj 
vom  Drucke  und  c— ^Cj  von  der  Temperatur  unabhängig^ 
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Das  engere  M.- 6. -Gesetz  ist  ein  specieller  Fall  des  obigen  für  n  und 
A:  =  0;  in  den  Sätzen  4.  bis  6.  ergab  sich  schon,  dass  bei  Gasen,  welche  das 
engere  M.-6.-6esetz  erfüllen,  die  specifiscben  Wärmen  c  und  C|  blos  Func- 
tionen von  t  und  die  Differenz  derselben  constant  sein  müssen.  Wir  sehen 
jetzt;  dass  umgekehrt  zur  Erfüllung  dieser  Bedingungen,  die  Gase  nur  das 
allgemeine  Gesetz 

p  +  n 
zu  erfüllen  brauchen. 

Aus  der  Gleichung  77)  ist  ersichtlich,  dass  bei  den  in  diesem  Abschnitt 
betrachteten  Gasen,  so  lange  n  nicht  =  0  ist,  die  innere  Arbeit  nicht  ver-. 
schwindet. 

Satz  31.  Bei  Gasen,  für  welche  die  specifiscben 
Wärmen  cund  c^  einzeln  TomDruekeund  die  Differenz 
c — c,  von  der  Temperatur  unabhängig  sind,  welche 
also  das  Gesetz: 

p  +  n 
befolgen,  ist  im  Allgemeinen,  so  lange  n  nicht  Null  ist, 
die  innere  Arbeit  nicht  gleich  Null. 
Für  n=iO  geht  das  in  der  Gleichung  76)  enthaltene  Gesetz  in  das  in  der 
Gleichung  57)  des  vorigen  Abschnittes  ausgesprochene  über. 

Fürth,  im  Februar  1865. 
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Harib,  Sohn  des  Zeid,  und  Oarib,  Sohn  des  Said« 

Zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  im  X.  Jahrhundert. 

Von 

M.  Steinschneider. 


1. 

Zu  den  intereMantesten  Beilagen ,  dnrcb  welche  Libri*8  Geschichte 
der  mathematischen  Wissenschften  in  Italien  auch  für  Männer  ausserhalb 
des  speciellen  Faches  sehr  nützlich  geworden,  gehört  die  Note  XIX  des 
ersten  Bandes  (p.  303 — 464),  der  sogenannten  Liber  anae,  d.  h.  ein  Kalender 
mit  altem  astronomischem,  meteorologischem  und  agronomischem  Zubehör. 
Das  Schriftchen  beginnt:  Harib  ftlii  Zeid  episcopi:  quem  composuü  Mustansir 
imperalori,  Isle  liber  positus  est  etc,  Vermathlich  ist  das  Wort  Liber  oder 
ein  gleichbedentendes  yor  Harib  weggeblieben,  weil  der  Abschreiber  es  mit 
Farbe  oder  Miniatnr  nachtragen  wollte ,  wie  man  dergleichen  bekanntlich 
nicht  blos  in  Handschriften,  sondern  auch  in  Alteren  Drucken  antrifft.  Die 
Bedeutung  dieses  Umstandes  wird  sich  weiter  nnten  ergeben.  Ueber  den 
Verfasser  und  seine  Zeit  war  Libri  auf  unrichtige  Vermuthungen  gerathen; 
aber  schon  in  den  Verbesserungen,  T.  II,  p.521,  theilte  er  die  Ansicht  Bei- 
naad*s  mit,  dass  das  Werk  im  Jahre  901  von  einem  spanischen  Christen 
yerfasst,  und  dem  Hakem,  Khalifen  von  Cordova,  gewidmet  sei.  T.  IV, 
p.  401  wies  LibTi  auf  eine  Stelle  bei  Gayangos  I,  108  hin,  auf  welche  ich 
zurückkomme.  Die  mannigfache  Bedeutung  dieses  Schriftchens  für  Cultur- 
nnd  Literaturgeschichte  ergab  sich  aus  den  daran  geknüpften  Bemerkungen 
von  Reinau  d,  in  der  Einleitung  zur  französischen  Uebersetzung  des  Abul- 
feda  (1848)  -p.  XC  und  Memoire  . . .  sur  finde  (1840)  p.  359,  wie  auch  von 
8  e d  i  1 1 0 1 ,  Materiaux  p.  441.  Wir  erfahren  durch  K  e  i  n  a u  d ,  wie  sich  diese 
sogenannte  Bauernkalenderliteratnr  in  Verbindung  mit  den  sogenannten 
28  Mondstationen  bei  den  Arabern  unter  indischem  Einfluss  ausgebildet 
habe;   so  dass  der  Almanach  des  Harib  als  das  älteste  Document  für  4ili 
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Herrschaft  dieser  Ideen  in^Spanien  gelten  kann.  Der  Ursprang  der  Mond- 
stationen ward  in  den  letzten  Jahren  Gegenstand  einer  sehr  lebhaften 
Controverse  zwischen  dem  verstorbenen  Bio t,  Sedillot,  Max  Müller 
nnd  A.  Weber  (nnd  ganz  kürzlich  auch  Whitney  in  Amerika').  Die 
betreffende  Literatur  ist  verzeichnet  znAnfang  meiner  Abhandl.  in  der  Zeitschr. 
d. Deutsch. Morgenl.  Gesellschaft  Bd. XVIII  (1864),  S.  118-.201:  „lieber  die 
Mondstationen  und  das  Buch  Arcandam'^  Neben  der  Erörterung  ara- 
bischer, in  lateinischen  und  hebräischen  Bearbeitungen  erhaltener  Quellen 
über  den  Gegenstand ,  welche  für  die  Ursprun^^sfrage  von  Bedeutung  sind, 
war  es  mir  auch  darum  zu  thun,  nachzuweisen,  welche  Rolle  die  Mondsta- 
tionen ,  mit  ihrer  bisher  unbeachteten  EintUeilung  in  trockene  und  feuchte, 
in  dor  Astrologie  und  Meteorologie,  u.  A.  auch  in  einer  Art  von  Loosbüchem 
des  Mittelalters  spielen.  Es  handelte  sich  also  auch  darum ,  wann  nnd 
durch  wen  die  indisch- arabischen  Vorstellungen  im  Abendlande  geläufig 
wurden,  und  daher  um  den  lateinischen  Uebersetzer  des  Kalenders 
von  Harib,  eine  Frage ;  die  von  den  genannten  Gelehrten  gar  nicht  in  Be- 
tracht gezogen  war.  Dass  das  Buch  schon  im  Jahre  061  aus  dem 
Arabischen  übersetzt  worden  sei,  schien  mir  von  vornherein  kaum  glaub- 
lich ,  weil  zu  jener  Zeit  überhaupt  schwerlich  irgend  eine  wissenschaftliche 
Schrift  in  Spanien  ans  dem  Arabischen  übersetzt  worden.  Dies  führte  mich 
gelegentlich  (S.  126)  auf  die  von  M.  Büdinger  in  Bezug  aufGerbert*» 
(starb  1063)  angebliche  Reise  nach  Spanien  hervorgebobenen  Stellen,  in 
welchen  von  Uebersetznngen  aus  dem  Arabischen  die  Rede  zu  sein  scheint; 
es  sind  diese:  ein  von  einem  gewissen  Lupitus  in  Barzellona  übersetztes 
Buch  über  Astronomie  oder  Astrologie,  und  ein  Werk  über  Multiplication 
und  Division  des  Weisen  Josef,  des  Spaniers,  lieber  Lupitus  nnd  sein 
Werk  wäre  irgend  eine  nähere  Auskunft  oder  weitere  Nachweisnng  sehr 
wünschenswerth,  da  es  mir  noch  sehr  fraglich  ist,  ob  es  sich  um  eine  directe 
Uebersetzung  aus  dem  Arabischen  handle.  Was  Josef  betrifft,  so  hat  Bü- 
dinger geglaubt,  an  einen  arabischen,  bei  Middeldorpf  erwähnten  Autor  den- 
ken zu  dürfen,  über  welchen  ich  hier  gelegentlich  Einiges  berichtige,  nach- 
dem mir  Middeldorpf 's  Abhandlung  selbst  (J)e  insiiiulis  liier,  in  Hispania^  quae 
Arabes  eic.  4.  Goeii.  1810)  zugänglich  geworden,  die  aber  fast  nur  auf  Citaten 
aus  Casiri  beruht.  Middeldorpf  nennt  p.  38  unter  den  Mathematikern  sa 
Toledo :  Josef  ben  Omar  „  Algiaheri "  (sie)  genannt  Ihn  Abi  Thalta,  welcher 
,per  30  annos  totum  se  dedit  (/)  confeclioni  labularum  aslronomicarutn*  Decessü 
Eg.  435,  Chr,  1043  (so  richtig).  In  dem  Auszuge  aus  Ihn  Baschkowal  bei 
Casiri  II,  148  heisst  der  Name  Algiaheni,  ..  qui  praeter  litera$  humaniores 
Jurisque  periiiam  j  Astrorum  cognitione  maxitne  claruil,  . .  relicHs  egregiis  lihriSy 


1)  Siehe  Joum.  ofthe R.  asiat.  Soc.  1865 voL  1,  T,  II, p. 381  ff.,  dagegen  Weber'» 
AbhRndlung  im  letzten  Hefte  der  Indischen  Studien.  Die  Controverse  ist  noch  kei- 
neswegs geschlossen,  und  ich  selbst  habe  die  Absicht,  in  der  D.  M.  Zeitschrift  auf  den 
Gegenstand  zurückzukommen.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOglc 
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Tabulas  Astr.  compJeclenUbus  notns  ohservaUonibus  iUustratas,  quas  ipse  XXX 
annorum  spatio  accuratissime  feceraU  Unter  dem  Jahre  1043  erscheint  dieser 
Josef  bei  Sedillot  {ProlSg.  des  lables  astr.  dOloug-  Beg,  Inirod.  p.  CLIII^  No.  66, 
Tergl.  p.  LXXVIII— IX  Ibn  Abi  Thalta);  der  mit  arabischen  Lettern  (nach 
welcher  Quelle?)  umschriebene  Name  lautet  hier  al-Dschijani  oder  al-  Dschaj- 
Jani,  wenn  man  ihn  als  Patronymium  von  Jaen  ableitet  (siehe  Lobb  el- 
Lobab  ed.  Veth  p.  73),  was  wohl  sehr  nahe  liegt;  nach  Jaen  sind  die  im 
Jahre  940  von  Abu  Muad  (oder  Moads)  verfassten,  wahrscheinlich  von  Ge- 
rard ans  Cremona  tibersetzten  y,Tabulae  Jähen ^^  genannt,  von  welchen  ich 
in  meinem  2.  Briefe  an  Boncoropagni  handle.  Hammer  (Litgesch.  d.  Ara- 
ber, VI,  428,  No.  5026)  nennt  Josef  „Dschehini**,  was  er  auch  mit  arabi* 
sehen  Lettern  umschreibt,  und  bemerkt  in  der  Anmerkung:  „^icht  Dscha- 
jari  (!),  wie  in  Sedillot's  Prolegomenen.^^  „Thalka*^  bei  Hammer  ist  wohl 
nur  Druckfehler.  Die  Form  Dschehini  ist  hier  sicherlich  unmotivirt  und 
mir  tlberhanpt  zweifelhaft.  In  der  hebräischen  Bearbeitung  eines  Commen- 
tars  über  das  Buch  Jezira^  über  dessen  arabischen  Verfasser  die  ersten 
Autoritäten  noch  streitig  sind ,  der  aber  jedenfalls  im  X.  Jahrhundert  in 
KairoM*an  lebte  und  auch  Schriften  über  Mathematik  verfasste,')  wird  ein 
„Omar  (?)  ben  Dschihani"  erwähnt,  wenn  die  Lesart  im  Literaturblatt 
des  Orient  184&,  S.  563  richtig  ist;  in  einer  andern  Abschrift  aus  derselben 
(Münchener)  Handschrift  fand  ich  Dschihath  (Thaw  für  Nun  Jod),  und 
möchte  fast  vermuthen,  dass  er  der  im  IX.  Jahrhundert  im  Osten  lebende 
Omar  genannt  el-Dscha^hitz  sei.')  lieber  Josef  ist  mir  keine  weitere 
Quelle  bekannt,  und  bedarf  Büdinger^s  Hypothese  wohl  nunmehr  keiner 
Widerlegung,  nachdem  das  Datum  073  des  Briefes  von  Gerbert  schon  von 
Cantor  geltend  gemacht  worden,  wie  ich  ans  Martin  {Les  signes  numi- 
raux  eJe,  Borne  1864,  p.  84,  wo  noch  immer :  Algiah  e  r  i)  ersehe.  Mir  scheint 
aber  auch  die  Ansicht  des  Letzteren  angemessener,  dass  der  von  Gerbert 
erwähnte  Josef  nicht  der  Verfasser  eines  arabischen,  sondern  eines  lateini- 
schen Originals.  Wenn  Cantor  sogar  an  einen  Juden  denken  möchte,  so 
kann  ich  wenigstens  bezeugen,  dass  nach  zwanzigjährigen  Specialforschun- 
gen auf  dem  Gebiete  der  jüdischen  Literatur  und  insbesondere  der  arabi- 
schen Schriften  der  Juden ,  und  ganz  besonders  im  Bereich  der  externen 
Wissenschaften,  mir  kein  jüdischer  Verfasser  einer  mathematischen  Schrift 
vor  dem  XL  Jahrhundert  in  Spanien  bekannt  geworden;  denn  der  von  Ca- 
siri  dahin  versetzte  Astrolog  Sabl  ben  Bischr  (Basohar),  dessen  Schriften 
anter  dem  Namen  Zael  Ismaelita  u..s.  w.  gedruckt  sind,  gehört  jedenfalls 
nach  dem  Orient,  und  ist  höchst  wahrscheinlich  identisch  mit  Sahl  genannt 


2)  Siehe  mein  Jeansk  Liierature  p.  363,  No.  03,  angeführt  von  Friedlein  in  der 
Zeitschr.  f.  Matbem.  Bd.  VIII. 

3)  Ueber  diesen  Autor  (starb 868/0)  siehe  W  üs  tenfeld,  Gesch.  d.  arab.Aerzte 
§.  65;  vergl.  Hammer,  Litgesch.  IV,  474,  585,  V,  325;  Hebr.  Bibliographie  1861, 
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der  Rabbiner  ans  Tabaristan  (am  800) ,  dessen  Bearbeitung  des  Almagest 
allein  das  Kapitel  von  der  Projection  der  Strahlen  hatte  (vergL  D.  M. 
Zeitsch.  XVIII,  183).  Ich  habe  mich  bei  dieser  Nebennntersnchang  etwas 
länger  aufgehalten ,  weil  sie  meine  Vermuthung  unterstützt,  dass  der  latei- 
nische Uebersetzer  des  Kalenders  in  einer  etwas  spätem  Zeit  zu  sncfaea 
sei,  am  ehesten  in  der  Blüthezeit  solcher  Uebertragungen;  und  da  ich  in 
dem  Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard'svonCremona  ein  „Xi- 
ber  anohe"  fand,  und  der  Pariser  Codex,  aus  welchem  der  Kalender  von 
Libri  abgedruckt  worden,  nicht  wenige  Uebersetzungen  Gerard^s  zu  entbal«' 
ten  scheint  (vergl.  Zeitschr.  f.  Mathem.  X,  468  ff.) ;  so  liegt  nichts  näher,  als 
auch  den  Kalender  ihm  zu  Yindiciren.  Jene  Vermuthung  würde  nur  dann 
zu  verwerfen  sein,  wenn  etwa  Spuren  einer  Bekanntschaft  mit  der  latei- 
nischen Uebersetzung  über  die  Zeit  Gerard's  hinaufreichen* 


Das  arabische  Original  des  Almanach  scheint  fast  zu  derselben 
Zeit  von  einem  berühmten  muhammedanischen  Autor  in  Spanien  benutzt  wor- 
den zu  sein,  als  es  den  Christen  zugänglich  gemacht  wurde,  und  diese  Spur 
wird  uns  zur  näheren  Kenntniss  des  Verfassers  führen,  der  unter  etwas 
verschiedenem  Namen  auf  andern  Gebieten  sich  rühmlich  bekannt  gemacht;, 
ohne  dass  meines  Wissens  arabische  Schriftsteller  und  berühmte  Orienta- 
listen, denen  wir  diese  anderweitigen  Nachrichten  verdanken,  die  Identität 
erkannt  hätten,  obwohl  sie  ihnen  sehr  i^ahe  lag. 

Gehen  wir  zunächst  auf  die  Originalquelle  über  den  Kalender  zurück, 
welche  erst  in  den  letzten  Jahren  zugänglich  geworden.  Makkari  (Ana- 
iectes  sur  Vhistoire  d*Espagne^  publies  par  R,  Dozy  etc.  Leyde  1858 — 61 ,  T.  II, 
p.  125,  ungenau  übersetzt  von  Gayangos,  The  history  of  tke  Muhamm.  Dy 
nasiies  in  Spain  1, 108,  482)  theilt  aus  den  Zusätzen  des  Historikers  Ihn  Said 
(XIII.  Jahrhundert)  zu  einem  Fan egyrikon  Spaniens  von  Ihn  Hazm  folgende 
Stelle  mit:  „Was  die  Sternkunde  anbetrifft ,  so  hat  Ibn  Zeid  el-Usknf 
der  Cordubenser  darüber  Schriften  verfasst  Er  stand  dem  Mustan^sir  ben 
Na^sir  el-Merwan  sehr  nahe  (war  Günstling  oder  dergleichen),  und  für  die- 
sen verfasste  er  das  Buch:  Eintheilung  der  Zeiten  und  Beglückung  der 
Körper.  Darin  geschieht  Erwähnung  der  Mondstationen,  und  was  damit 
zusammenhängt,  in  zweckmässiger  empfehlenswerther  Weise.**  Ibn  Said 
fügt  hinzu,  dass  ein  Autor  seiner  Zeit,  Mutarrlf  aus  Sevilla,  Aehnliches  ver- 
sucht, aber  von  seinen  Landsleuten  als  Ketzer  verschrieen  worden,  nnd  da* 
her  von  den  betreffenden  Schriften  nichts  in  die  Oeffentlichkeit  gekommen« 
Gaynngos  (p.  482)  bemerkt,  dass  das  Wort  Uskuf  oder  Oskof  (so  ist  zu  vo- 
calisiren,  entsprechend  BmanoTcog,  nicht:  „Askaf**)  hier  zweideutig  sei,  da 
„Ibn"  Sohn  bedeutet,  also  filius  Zeidi  episcopi  oder  episcopus  übersetzt 
werden  kann;  er  erklärt  sich  für  Erstercs  aus  sachlichen  Gründen,  denn 
wenn  nicht  etwa  Bischof  ein  Spitzname  sei,  so  dürfte  man  wcUtl^  annehmen, 
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das8  ein  solcher  zum  Islam  übergetreten  sei,  nnd  den  Namen  Zeid  angenom- 
men Labe,  für  den  Vater  eines  Bischofs  passe  der  Name  Zeid  nicht  —  Den- 
noch liest  man-  bei  Hammer  (Litgesch.  V,  310,  No.  4063)  unter  Anführung 
Ton  Gayangos:  „Ihn  Seid  el-Askaf  um  J.  350  (961),  der  Bischof  . . .,  Ver- 
fasser verschiedener  astronomischer  Werke,  als  !•  das  Buch  der  Eintheilnng 
der  Zeit  nnd  2.  (!)  die  Herstellung  der  Leiber"  . .  J  —  Ich  sehe  aber  auch 
gar  keinen  Grund,  warum  der  Bischof  nicht  als  Christ  zugleich  den  arabi- 
schen Namen  Zeid  haben  konnte.  Von  unserm  ffarib  fiL  Zeid  episcopi 
wnsste  auch  Hammer  noch  Nichts.  Was  ist  aber  Harib?  Der  Name 
quälte  mich  eine  Zeitlang,  bis  ich  ganz  zuföllig  in  Wüstenfeld's  Geschichte 
der  arabischen  Aerzte  8. 55,  No.  66  auf  den  Artikel  :„GaribbenSaid  aus 
Cordoba,  Secretair  des  Spanischen  Khalifen  Abd  el-Rahman  III,  und 
el  Hakim  el - Monstanser  billah"  stiess.  Namen,  Zeit  und  Stellung  waren 
zu  frappant,  um  an  der  Identität  zu  zweifeln,  und  ich  suchte  auch  über  Die- 
sen nähere  Nachrichten,  bis  ich  sie  zuletzt  sogar  in  derselben  Quelle,  nur 
wenige  Seiten  von  Ibn  Zeid  entfernt,  fand;  doch  mag  zuerst  noch  die  Be- 
nutzung des  arabischen  Originals  nachgewiesen  werden. 

Der  muhammedanische  Autor,  welcher  den  Kalender  benutzte,  war  ein 
Zeitgenosse  Gerard^s,  der  Verfasser  eines  wohlbekannten ,  namentlich  we- 
gen der  zahlreichen  Quellen  vielfach  besprochenen  Werkes  über  Agricultur, 
Ibnel-Awwam  aus  Sevilla.  Das  Werk  ist  bekanntlich  arabisch  herausgege- 
ben mit  einer  spanischenUebersetzung  von  J.  A.Banqueri  (Madrid  1802),  welche 
Viel  zu  wünschen  übrig  Hess.  Im  Jahre  1864  erschien  in  Paris  der  1.  Band  der 
französischen Uebersetzung  von  Clement- MuUet,  mit  einer  ausführlichen 
Vorrede,  welche  jedoch  in  der  Besprechung  der  Quellen  des  arabischen 
Werkes  weniger  Neues  bietet,  als  man  vielleicht  ans  dem  Erbsitze  der 
orientalischen  Wissenschaft  erwarten  durfte.^)  Auch  die  Notiz  (p.  49), 
dass  der  von  Libri  edirte  Almanach  von  Cordova  benutzt  sei,  ist  nicht  von  . 
einer  näheren  Nachricht  über  den  Verfasser  begleitet;  vielleicht  ist  noch 
Manches  für  einen  Specialindex  der  angeführten  Autoritäten  am  Schlüsse 
des  2.  Bandes  verspart?  Banqueri  hat  am  Schlüsse  seiner  Einleitung, 
leider  ohne  Stellennachweis,  ein  Verzeichniss  der  im  Werke  vorkommenden 
Autoren  gegeben,  welches  stark  redncirt  wird,  wenn  man  die  Identität  der, 
mitunter  nur  sehr  wenig  abweichenden  Namen  erkennt,  wie  das  schon  aus 
£«  Meyer's  Rectificationen  ersichtlich  ist.  Uns  interessiren  hier  die  drei 
auf  p.  02  dicht  hinter  einander  vorkommenden  Namen :  Azib  ben  Sa^id  der 
Cordubenser ,  Garib  Ibn  Sa^d  oder  Sa^ad  und  Garib  ben  Ma^ln  (offenbar  ein 
Lesefehler  für  Said^  wie  Azib  für  Garib).  liier  haben  wir  also  den  Namen 
des  Kalendermachers  in  etwas  abweichender  Form.  Oarib  unterscheidet 
sich  von  Harib  des  Lateiners  im  Arabischen  nur  durch  einen  Punkt;  denn 


4)  Vgl.  z.  B.  R  o  8  e ,  Arisloietes  PaemlepigraphM  (1864)  p.  268,  und  D.  M.  Zeltschr. 
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das  lateiniscche  H  drückt  hier  den  Kehllant  des  Bachstaben  Ain  aus,  wie 
in  „Hall"  für  Ali,  „Haomar"  für  Omar  u.  dergl.;  der  lateinische  lieber- 
setzer  hatte  also  den  Namen  Arib  vor  sich.  Hingegen  ist  Sa'id  in  der 
That  ein  ganz  anderer  Name  als  Zeid,  und  eine  Verwechslung  dieser  Bei- 
den ist  auf  rein  arabischem  Boden  weder  in  der  Schrift,  noch  in  der  tönen- 
den Sprache  leicht  möglich.  Ich  gestehe,  dass  mir  zur  Erklärung  dieser 
Variante'  der  passende  -Schlüssel  fehlt« 


Arib  (oder  Garib)  ben  Sa*id  ist  eine,  namentlich  durch  Dozy's  For- 
schungen^) jetet  bekannte,  und  durch  die  eben  nachgewiesene  Identität  mit 
dem  Bischofssohn  noch  intessantere  Persönlichkeit;  ich  werde  hier  nur 
Quellen  und  Resultate  kurz  zusammenstellen,  da  die  meisten  Conjecturen 
Dozj^s  schon  an  sich  sehr  wahrscheinlich,  nunmehr  als  eyident  bezeichnet 
werden  können,  bis  auf  Einiges,  was  eben  durch  jene  Identification  zu 
modificiren  ist. 

Makkari,  an  der  oben  erwähnten  Stelle  (II,  p.  123),  erwähnt  einer 
Chronik,  deren  Verfasser  in  den  meisten  Handschriften  Garib  ben  Said  der 
Secretair  aus  Cordova  heisst;  die  Herausgeber  emendiren  Arib  ben  Sa^ad, 
wahrscheinlich  gestützt  auf  die  Erörterungen  Dozy's,  und  ebenso  11,  p.  03. 
Schon  Gayangos  (p.  494  zu  p.  194)  hat  auf  den ,  bei  Casiri  irrthttmlich  so 
genannton  Garib  ai  ben  Said  oder  Saad  hingewiesen,  welcher  ein  im  Encu- 
rial  befindliches  Werk  über  „Entstehen  des  Foetus  und  Verhalten  der 
Schwangern  und  Kinder"  dem  Hakem  im  Jahre  353  (964)  widmete,  und  bei 
Ibn  Aw warn  angeführt  wird.  Casiri  (I,  324)  setzt  hinzu,  dass  er  Secretär 
des  Abd-er-Sahman  III.  war  und  über  Veterinärkunde  schrieb.  Die 
Quelle  für  Ersteres  ist  unbekannt.  Letzteres  wahrscheinlich  eine  Conjectnr 
(nach  den  betreffenden  Stellen  bei  Ibn  Awwam) ,  die  auch  Dozj  (p.  42)  als 
solche  vorbringt.  Darauf  hin  hat  auch  wohl  Hammer  (Litgesch.  V,  511, 
No.  4474)  „Arib  Ibn  Said"  (sie)  als  Arzt,  Oekonom  und  Geschichtschreiber 
bezeichnet.  Mir  ist  das  Werk  über  Veterinärkunde  noch  sehr  zweifelhaft ' 
Der  Almanach  nimmt  auf  Falknerei,  Fischfang  u.  dergl.  Bücksicht  (siehe 
z.  B.  bei  Libri  p.  415,  425,  439,  444,  448),  und  die  Citate  Ibn  Awwan's  (bei 
Banqueri  II,  490,  492,  eine  Vergleichung  ist  mir  nicht  möglich  gewesen) 
könnten  wohl  dem  arabischen  Original,  das  vielleicht  auch  nur  auszüglich 
übersetzt  worden,  angehören.  Aber  auch  die  Namensform  scheint  mir  nicht 
so  gesichert,  wie  Dozy  annimmt,  doch  mögen  zuerst  noch  einige  sachliche 
Bemerkungen  folgen. 


5)  Histoire  de  VAfrique  et  de  VEspagne  etc,  pitr  Ibn  Adhari  et  Fragments  de  la  Chro- 
niqtte  d'Arib  etc.  Leyde  1848—1851,  T,  1  Indrod,,  p,  37  ff.  —  Die  2.  Ausgabe  von 
Dozy^s  Recherches  ut  leider  auf  der  hiesigen  kÖnigUchen  Bibliothek  nicht  vorhan- 
den, ich  weiss  also  nicht,  ob  dort  Etwas  über  unseren  Gegenstand  zu  finden  ist. 
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Doxy  bat  nachgewiesen  (p.  43),  dass  die  Chronik  desArib,  deren 
Fragment  er  aufgefunden  und  als  Einschaltung  in  Ihn  Adhari  (I,  p.  144  bis 
2M?)  edirt  bat,  bis  zum  Jahre  363  H.  reichte,  aber  nicht  366  H.  Oberschrei- 
ten konnte,  also  zwischen  973 — 77  abgefasst  ist.  Er  vermuthet,  dass  Arib 
ein  Client  oder  Abkömmling  eines  Freigelassenen  (Maüla)  der  Omajaden 
war,  und  hebt  hervor,  dass  nirgends  sein  Gentilicium  vorkomme,  wie  auch 
der  Charakter  seiner  Geschichtsschreibung  einem  solchen  Verhältniss  ent- 
spreche. Das  erklärt  sich  noch  einfacher,  wenn  Arib  selbst  Christ,  oder  von 
christlicher  Abstammung,  oder  Renegat  war.  Der  Geschichtschreiber  war 
aber  auch  im  Orient  bekannt  geworden. 

Als  D i c h t e r  erscheint  offenbar  kein  anderer,  als  unser  „ Garib  ben 
Baid'*  in  der  Jelime  des  Thaalebi;  denn  in  dem  Gedichte  bei  Hammer  Y,  880, 
No.  5011,  grtisst  der  Dichter  vom  Norden  aus  die  Freunde  in  Cordova,  im 
Palast  Rossafa,  und,  wie  es  scheint,  während  einer  längeren  Abwesenheit. 
Doch  darf  man  auf  Hammer^s  Uebersetzungen  nicht  zu  viel  Schlüsse  bauen. 

Wenn  Dozj  den  Namen  Garib,  der  in  allen  von  ihm  und  uns  angeführ- 
ten Quellen  bedeutend  vorwiegt,  geradezu  verwirft,  und. Arib  vorzieht, 
selbst  ohne  das  lateinische  Harib  mit  in  die  Wagschale  legen  zu  können,  so 
giebt  bei  ihm  den  Ausschlag  eine  Stelle  eines  Historikers  des  V.  Jahrhun- 
derts der  H.,  Ibn  Schebat,  welcher  den  Namen  vocalisirt,  und  hinzusetzt: 
„das  ist  bekanntes  nach  Dozy's  wohl  richtiger  Auffassung:  „es  ist  ein  be- 
kannter Name'*.  Allein  bei  Ibn  Schebat  selbst  heisst  der  Name  sonst  Garib, 
und  die  Yocalisation  passt  für  beide  Formen ;  es  ist  also  ebenso  möglich, 
und  nach  allen  andern  Umständen  sogar  wahrscheinlich ,  dass  an  den  äus- 
serst wenigen  Stellen,  au  welchen  auch  der  Text-des  lateinischen  Ueber- 
setaers  gerechnet  werden  kann  (wenn  man  nicht  etwa  vor  Harib  noch  ein 
O  ausgefallen  denkt),  der  diakritische  Punkt  des' Buchstaben  Gain  ausge- 
fallen sei.  Dafür  spricht,  soweit  ich  es  übersehen  kann,  die  Frequenz  des 
Namens.  Ich  habe  in  den  mir  eben  zugänglichen  arabischen  Namensver- 
zeichnissen nirgends  Arib  gefnnden,  Freytag*s  kleines  Lexicon  hat  nicht 
einmal  diese  Wortform.  Hingegen  erscheint  z.  B.  Abu  Senan  Garib  ben 
Muhamraed  Ibn  Maka  bei  Ibn  Khallikan  (No.  192  Wüst. ,  in  Slane*s  lieber- 
Setzung  I,  453),  Abu  M  Garib  bei  Hadnchi  Khalfa  VII,  1076,  No.  2885;  viel- 
leicht ist  auch  Garbib,  Dichter  in  Toledo,  bei  Hammer  V,  790,  No.  4815 
nur  Lesefehler  für  Garib?  Dieses  Wort  bedeutet  ^hev peregrinus^  weshalb 
auch  Ptolemäus,  der  sonst  unbekannte  Verfasser  einer  Biographie  und 
Bibliographie  des  Aristoteles,  in  dem  Specialartikel  des  al-Kifti  das  Prädi- 
cat  el- Garib  führt.  Ans  dieser  Bedeutung,  die  für  den  Namen  eines 
Christen  oder  Renegaten  sehr  wohl  passt,  würde  sich  vielleicht  auch  die 
gänzliche  Weglassung  des  Eigennamens  bei  Makkari  („Ibn  Zeid",  ah  Ver- 
fasser des  Almanachs)  moiiviren  lassen? 

Dass  nach  allem  angegebenen  Zusammentreffen  in  ^|^f|^|^^£eit,  Stel^ 
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lang  n.  8..w.  doch  der  Verfasser  des  Almauach  ein  anderer  sei,  als  der 
Arzt,  Geschichtschreiber  und  Dichter,  das  wird  wohl  Niemand  behaupten 
wollen ;  es  wäre  daher  jede  weitere  Aufklärung  mit  Dank  abzunehmen. 
Unter  solchen  Umständen  wird  auch  die  nachfolgende  Notiz,  die  möglicher 
Weise  auf  unbenutzte  Quellen  führt,  am  Orte  sein. 


Gayangos  (I,  482)  weist  bei  Gelegenheit  des  Bischofssohnes  auf  die 
Stellung  hin,  welche  die  Christen  Cordova^s  unter  den  erleuchteten  Omaja- 
den  einnahmen,  „Ein  anderer  Bischof  von  Cordova^*  wurde  von  Abd  er- 
Rahman  III.  nach  Deutschland ,  Constantinopel  u.  s.  w.  gesandt.  Dieser 
Gesandte  an  Otto,  Unterhändler  n!iit  Johann  v.  Görz  (056-8)  u.  s.  w.,  heisst 
in  arabischen  Quellen  Rabi^u  (Makkari  II,  23^,  373—4,  Gagangos  I,  236, 
502,  II,  139,  464);  der  Begleiter  des  Johann  wird  in  christlichen  Qellen  Re- 
co mun  du  s  genannt  und  als  Secretär  (Katib)  bezeichnet.  Dieser  Rabi^u 
ist  es  offenbar,  welcher  von  Ihn  Abi  O^seibia  in  seiner  Geschichte  der  ara- 
bischen Aerzte  im  XIIL  Kapitel  (Aerzte  Spaniens)  erwähnt  wird,  in  einem 
Artikel,  dessen  Ueberschrift  in  den  Handschriften  nicht  übereinstimmt,  aber 
wahrscheinlich  Kitani  lautet,  in  der  Mtinchener  Handschrift  Bd.  II,  BL  105: 
Tibjani,  in  der  Berliner  Handschrift  finden  sich  nur  die  Anfangszeilen  des- 
selben. Dieser  spanische  Arzt,  Namens  Abu  Abd  Allah  Muhammed,  starb 
u  m  {karib  min)  420  H.  (1020),  beinahe  80  Jahre  alt.  In  einer  seiner  Schrif- 
ten las  der  Richter  'Said  von  Toledo  (schrieb  um  1060) ,  dass  er  die  Logik 
bei  verschiedenen  Männern  studirt  habe,  deren  Namen  Hammer  (V,  298) 
zum  Theil  unrichtig  wiedergegeben.*)  Der  siebente  ist  richtig  Muhammed 
ben  Meimun,  genannt  Marcus  —  wohl  ein  Renegat  — ,  der  neunte  Abu  1 
*HÄrith  der  Bischof,  Schüler  des  Rabi'n  Ibn  Zeid  el-Uskuf  el-Filu- 
s  u  f.  Hammer  hat  das  zweite  Uskuf  uuübersetzt  gelassen ,  vielleicht  im 
Zweifel,  ob  Rabi*u  oder  Zeid  als  Bischof  bezeiclinet  werde.  An  der  Iden- 
tität dieses  Rabi'u  mit  dem  gleichnamigen  Bischof  bei  Makkari  kann  wie- 
derum kein  Zweifel  sein.  Es  bietet  sich  aber  hier  der  Ausweg,  anzuneh- 
men, dass  die  Bezeichnung  Bischof  bei  Makkari  durch  Weglassung  des  Va- 
ternamens auf  den  Sohn  übergegangen.  Ist  Rabi^u  ferner  eine  Umstellung 
von  Arib,  oder  sind  es  zwei  Brüder,  Söhne  des  Bischofs  Zeid? 

Gordova's  Bedeutung  für  die  arabische  Wissenschaft  tritt  unter  der  Re- 
gierung Abd  er-Kahman's  hervor  und  erreicht  eigentlich  schon  den  Höhe- 
punkt unter  seinem  Nachfolger  Hakem.  Welchen  Einfluss  auch  hier,  wie 
in  Bagdad  beim  ersten  Aufblühen,  Ciiristen  und  Renegaten,  sowie  einzelne 
Juden,  ausgeübt,  wird  noch  zu  untersuchen  sein.     Ich  erinnere  an  den  aus 


Ü)  No.  4.  Radsi  lies  Kadsi;  5.  lies  el-Mes'udi  el-Bokhari;  8.  in  der  Handschrift 
Said  ben  Jat^hnu  (?);  10.  Abi  Mezfa  el-Bokliari;  11.  el-Merhiti,  offenbar  ein 
Öchreibft'hler  für  Med  sehr  iti,  der  berühmte  Mathematiker-,  siehe  Zar  pseudepigr. 
Lit.   S.  13,  A.  1.  üigitizedby  Google 
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Constantinopel  gesendeten  Nicolaos,  welcher  mit  dem  Juden  'Hisdai  (oder 
^Haschdai)  den  Dioscorides  nach  Spanien  verpflanzte  (951 — 61).')  Uuter 
den  Aerzten  Spaniens,  Über  welche  Ihn  Abi  O'seibia  berichtet,  sind  verhält- 
nissmässig  viele  Christen  und  Juden;  leider  sind  die  betreffenden  Nachrich- 
ten bis  jetzt  meist  nur  aus  den  unvollständigen  und  unzuverlässigen  Anga- 
ben Hammer's  bekannt.  Die  letzte  Quelle  scheint  in  diesem  "Kapitel  das 
Werk  des  Richter's  *Sdid  aus  Cordova  zu  Toledo,  über  dessen  schon  früher 
conjicirte  Identität  mit  einem  bedeutenden  Astronomen,  dem  Gefährten  des 
Instrnmentenmachers  Zarkali  in  der  Redaction  der  Toletanischen  Tafeln, 
ich  kürzlich  durch  eine  arabische  Handschrift  in  München  zu  vollständiger 
Sicherheit  gelangt  bin.  Um  so  begreiflicher  ist  es,  dass  unter  den  in  seinem 
Werke  genannten  spanischen  Aerzten  nicht  wenige,  un4  gleich  die  aller- 
ersten einen  höhei'en  Rang  in  den  mathematischen  Wissenschaften  einneh- 
men, als  in  der  medicinischen.  —  Da  man  nun  in  letzter  Zeit  vielfach  auf 
die  Beziehungen  der  Araber  in  Spanien  zu  den  Christen  gerathen  ist,  so 
glaubte  ich,  dass  auch  der  Verfasser  des  Almanachs  von  Cordova  nähere 
Nachforschung  verdiene,  welche  mit  den  obigen  Mittheilungen  nicht  abge- 
.  schlössen,  sondern  vielmehr  angeregt  werden  sollen. 
Berlin,  Anfang  des  Jahres  1866. 

Nachschrift.  Erst  beim  Abdruck  des  Artikels  bin  ich  im  Stande, 
die  Stelle  aus  Joh.  v.  Görz  (aus  Pertz,  Monum.  IV,  374,  Cap.  128)  mitzu- 
theilen : 

Tandem  exsiiiü  inter  palaiina  offilia  Becemundus  quidam,  adprimae  catholi- 
cits,  et  lUteris  opiime  (am  nostrorum  quam  ipsius  inter  quos  versabatur  ling.  Arab, 
insliiutus.  Qut  latüum  in  regia  habebat  offilii,  ut  diver sorum  pro  necessilatibus 
ad  palatium  occurrentium  [concurr,]  causis  extra  auditis ,  quia  litteris  omnes  ibi 
queremoniae  vel  causäe  sigtiantur  et  resignantur ,  hie  notata  inferret,  itidemque 
responsa  scripta  referret,     Pluresque  eidem  alii  erant  offiliö  delegati  cet. 


7)  Siehe  Philoss.  Luzzatto,  Notice swr  Aöou-Jousouf  ff asdai eic,  Paris  1852, 
p.  16,56;  Meyer,  Gesch.  d.  Botanik  lil,  137,  172. 
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XVI.    Veber  Vielecke;  Vielseite  und  Vielflaclie.  Von  Dr.  Hbbtzeb. 
1)     Das  vollständige  ebene  fi-Eck  in  der  Ebene« 
Das  vollständige  ebene  n-Eck  ist  ein  Gebilde  aus  n  beliebig  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegenden  Punkten*    Dasselbe  bestimmt: 
\n  (n — 1)  «Seiten  and 

^n(«  —  1)  (n  —  2)  (n  — 8)  Diagonalpnnkte. 
Eine  Seite  ist  die  Verbindangsgerade  zweier  Ecken;  in  ihr  liegen: 
2  Ecken  und 

\{n — 2)  (n — 3)  Diagonalpunkte. 
Ein  Diagonalpnnktist  der  Schnitt  zweier  sich  nicht  in  derselben 
Ecke  treffenden  Seiten« 

Diese  Besultate   lassen  sich  sofort  auf  das  vollständige  ebene 
n-Seit  übertragen. 

Die  \n(n — 1)  =  m Seiten  des  n-  Ecks  bilden  ein  vollständiges  ebenes 
m- Seit  mit  ^m(9n — 1)  gleich 

f  (n  + 1)  n  (« —  1)  (fi — 2)  Ecken;  jeder  der 
n-£ckpnnkte  (des  n-Ecks)  ist 

J(n — 1)  (« — 2)  fach,  jeder  der 
f  «(«— 1)  {n  —  2)(n — 3)  Diagonalpnnkte 
ifach  zu  zählen. 


2)     Das  vollständige  n-Eck  im  Baume. 

Das  vollständige  n-Eck  im  Räume  ist  ein  aus  ft Punkten,  welche 
beliebig  im  Räume  liegen,  bestehendes  Gebilde.     Dasselbe  bestimmt: 
\n(n — l)Kanten,  ^  , 

^n(n_l)(n— 2)  Ebenen,  DigitizedbyLjOOgle 
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yi(«  +  4)«(n— l)(n  — 2)  («  — 3)  («  — 4)  Diagonalen  — "nnd 
zwar: 

^n  (n  — 1)  (n — 2)  («— 3)(« — 4)  Diagonalen  1.  Ordnung, 
^,ii(«-l)(«~2)(fi--3)(«-4)(/i-4)„  2.         „    ,     -, 

l^F^'C«— 0(«— 2)(n-3)(«— 4){«^+n«— 73n«+257«  — 102}  Dia- 
gonalpnnkte  —  und  zwar: 

y,n(n-l)(n-2)(ii-8)(»-4)  Kanten -Diagonalpunkte  und 
«W'«(«—0(«—2)Cw—3)(«—4)(n— 5)  {«•+6n«— 43/1+42} 
Haupt-  Diagonalpunkte. 

Diese  letzteren  bilden  vier  Gruppen,  nämlich : 
^n(n-l)(n-.2)(«-3)(w-4)(/i-5)  Diagonalpnnkte  1.  Ordn., 
4n(n-l)(«-^2)(ii-.3)(«-4)(«-5)(«-6)  „  2.     „ 

jV«(«-l)(«-2)(«-3)(ii-.4)(«-5)(n-d)(«-7)„         3-     „ 
T^W«M)M)M)(«-4)(n-ö)M)(«-7)M)„         4.     „ 
Durch  jede  Ecke  gehen : 
n — 1  Kanten, 
|(n  — 1)(«  — 2)  Ebenen, 

^(n  —  i)(n  —  2)(n  — 3)(n — 4)  Diagonalen  1,  Ordnung« 
Eine  Kau te  ist  die  Verbindungsgerade  zweier  Ecken;  durch  sie  gehen : 
n — 2  Ebenen,  in  ihr  liegen: 

2  Ecken  und 

J-(n — 2)(« — 3)(» — 4)  Kanten- Diagonal  punkte. 
In  einer  Ebene,  bestimmt  durch 

3  Ecken,  liegen 
3Kanten, 

^(n  +  4)(» — 3)(n— 4)  Diagonalen  —  und  zwar: 
|(fi — 3) (n — 4)  Diagonalen  1 .  Ordnung, 
^(«— 3)(«— 4)(n— 5)„  2.        „         — ,  und 

7^(«— 3) (n— 4) }w*+n»— 73 n«+293fi— 246}  Diagonalpunkte. 
Von  diesen  Diagonalpunkten  sind 

J  (n  —  l)  (n — 3)  (n — 4)  K  a  n  t  e n  -  Diagonalpunkte  —  nämlich 
^(n — 2)(n— 3)(n— 4)  auf  den  3  Kanten  der  Ebene  und 
^(n-*3)(n — 4)  als  Schnitte  der  Ebene  mit  den 
dieselbe  schneidenden  Kanten  des  n-Ecks  — ,  und 
:^g(n— 3)(n — 4)(n  — 5){n»+6««— 43»+42)  Haupt-Diago- 
•  naipunkte:  und  zwar: 

3  (n — 3)  (« — 4)  (n — 5)  erster  Ordnung, 

I («—  3)  (»—4) («— ß)  («—0)  aweiter  Ordnung: 

[|(«^3)(n-4)(n-5)(n-6)  als  Schnitte  zweier  in  der 

Ebene  liegenden  Diagonalen  l.  Ordnung,  und 
[|(n-3)(«-4)(«-5)(fi-6)  als  Schnitte  je  einer  Dia- 
gonale I.Ordnung  mit  je  einer  2.  Ordnung,  bdde 
in  der  Ebene  liegend,  omzeö^yGoOglQ 
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|(n— 3)(n  — 4)(w--5)(w— 6)(«— 7)  dritter  Ordnang: 

i(«— 3)(/i— 4)(«— 5)(ii— 6)(n— 7)  als  Schnitte  je 
einer  Diagonale  1.  Ordnung  mit  je  einer  2.  Ord- 
nung, beide  in  der  Ebene  liegend, 
||(ii—3)0i— 4)(«— 5)(n— 6)(«— 7)  als  Schnitte 
zweier  in  der  Ebene  liegenden  Diagonalen  2. 
Ordnung,  und 
y^^(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)(w-7)(«-8)  rierter  Ordnung. 
Eine  Diagonale  1.  Ordnung  ist  der  Schnitt  zweier  durch  dieselbe 
Ecke  gehenden ,   siiib  nicht  in  einer  Kante  schneidenden  Ebenen.     In  ihr 
liegen  1  Ecke  und 

^{^»  —  6«'  —  n+4-2}  Diagonalpunkte;  von  diesen  sind 

2  Kanten -Diagonalpunkte, 

^  (;i  -f  2)  (n — 3)  (n  —  5)  Haupt-  Diagonalpunkte,  und  zwar : 
4(«  —  5)  erster  Ordnung, 
2(« — 5)(n — 6)  zweiter  Ordnung, 
^(«  —  b)(n — 6)(n  —  7)  dritter  Ordnung. 
Eine  Diagonale  2.  Ordnung  ist  der  Schnitt  zweier  Ebenen,  welche 
keinen  Eckpunkt  gemein  haben.     In  ihr  befinden  sich 

^\rfi  —  3n'  —  34n-f-  132j  Diagonalpunkte;  von  diesen  sind 
6  Kanten -Diagonalpunkte  und  ^ 

J.(n — 2)\n*  +  Zn  — 16 j  Haupt-Diagonalpnnkte,  nämlich: 
9(n — 6)  zweiter  Ordnung, 
3(m  —  6)  («  —  7)  dritter  Ordnung  und 
^(n  —  e)(n — 7)(n — 8)  vierter  Ordnung. 
Ein  Kanten-Diagonalpunkt  ist  der  Schnittpunkt  einer  Kante  mit 
einer  nicht  durch  sie  gehenden  Ebene;  durch  denselben  gehen 
1  Kante, 
n  —  1  Ebenen  und 
n — 2  Diagonalen,  nftmlich: 

3  Diagonalen  1.  Ordnung  und 
n  —  5    „  2.         1»       • 

Ein  Haupt-Diagonalpunkt  ist  der  Schnittpunkt  dreier  nicht  durch 
eine  und  dieselbe  Ecke  gehender  Ebenen,  von  denen  je  2  keine  Kante  ge- 
mein haben;  in  ihm  schneiden  sich  3  Diago^nalen.  Der  Schnittpunkt  von 
3  Diagonalen  erster  Ordnung  ist  ein  Haupt-J)iagonaIpunlvt  erster 
Ordnung,  von  2  Diagonalen  erster  und  1  zweiter  Ordnung  ein  Haupt- 
Diagonalpnnkt  zweiter  Ordnung,  von  t  Diagonale  erster  und  2 
zv^iter  Ordnung  ein  Haupt-Diagonalpunkt  dritter  Ordnung,  von 
3  Diagonalen  zweiter  Ordnung  ein  Haupt-Diagonalpunkt  vierter 
Ordnung. 


Die  vorstehenden  Angaben  lassen  sich  leicht  auf  ein  Gebil<^^;)^lches 
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ans  n  beliebig  im  Räume  liegenden  Ebenen  bestellt  —  das  sogenannte  voll-, 
ständige  n-Flach  —  tibertragen. 


Sieht  man  die  ^n(«— 1)(«— 2)= »i  Ebenen  eines  Tollständigen  n-Ecks 
im  Räume  als  ein  vollständiges  m- FI  ach  an,  so  hat  dasselbe 
j|.ot(w— l)(m  —  2)  gleich 
jVyyn(«— !)(«  — 2)(«— 3){«*  +  2j|«»— 3n«  +  2ii  — 12}  Ecken. 
Diese  sind  die 
»Ecken  (des  n-Ecks),  von  denen  aber  jede 

5\(n-r-l)(/i— 2)(n— 3){n»— 3n«  — 10«  +  32}  fach  zu  zäh- 
len ist,  die 
■j'j  n  (w— 1)  («—2)  («—3)  («—4)  Kanten-  Diagonalpnnkte,  jeder 

^(n — 2)(n— 3)  fach  zu  nehmen,  die 
TlVy'»(''  — ^)0*— 2)(«-3)(w— 4)(n— 5)jn»  +  6«»— 43«  +  42{ 

Ifachen  Haupt- Diagonalpunkte  und 
^n{n — 1)   auf  je  einer   Kante  im   Unendlichen  liegenden 
,   Punkte,  von  denen  jeder 

^{n — 2)(w  —  3)(« — 4)  fach  zu  nehmen  ist.  — 
.    Dieses  m- Fl  ach  hat  ferner  \m(m — I)  gleich 

y,fi(/i  — l)(n  — 2)(n— 3)tn*  +  2j  Kanten,  nämlich 
^n{n  —  1)  Kanten  des  n-Ecks,  jede 

i(«  —  2)  («  —  3)  fach  zu  nehmen,  und 
7l('>  +  4)'»(«  — 1)(«— 2)(n-3)(n  — 4) 
1  fache  Diagonalen. 


XVn.    Veber  die  elliptisohe  Conttante  0(0). 

Jacob!  hat  schon  sehr  bald,  nachdem  Zähler  und  Nenner  der  ellip- 
tischen Function  in  unendliche  Producte  entwickelt  waren,  diese  Functionen, 
die  '&- Functionen  genannt  werden,  in  Reihen  entwickelt  und  zwar  von  fol- 
gender Form: 

Ä=flO    /  sin^iv  \  m=zX)=m        , 

n   (l ^-^ )  =  C.O(t;)=    C  .  £  e-"•+^'«^ 

»=0    \  2A+1       J  ^<        m=^^z=m 


COS*  a.t 

2 

Die  Bezeichnung  weicht  von  der  Jaoobi*schen  etwas  ab,  und  ist  die, 

wie  sie  durch  Riemann's  Arbeiten  gebräuchlich  geworden  ist.     Die  Con- 

stante  C^  welche  nur  von  a  abhängt,  oder  — t-t  ,  ergiebt  sich  hier  in  Reihen- 

form  unmittelbar,  man  kann  aber  dieselbe  nicht  mit  Hilfe  einer  naheliegen- 
den Eigenschaft  der  O-Reihe  in  Productform  darstellen  ohne  sich  besonderer 
Kunstgriffe  zu  bedienen,  wie  Jacob  i  fundam,  novapag,  HS  ei  ^fS^(^^ffTb 
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genügt  die  Eigenschaft  der  ^-Beihe  =4    ^       ,  welche  sichhekannt- 

ov  "  da 

lieh  auch  dazu  vei*wenden  lässt,  die  Constanten  höherer  O- Functionen  durch 
Integrale  algebraischer  Functionen  auszudrücken. 

Wendet  man  diese  Differentialgleichung  auf  die  Gleichung: 


^  /  sinUv        \ 


e(o)        *=0    ^  ......      ^ 

cor a  t 

2 

KQ  und  setzt  nach  der  Differentiation  v=0,  so  erhält  man: 

^_^(r_0)_KO).    £  __-j-^ 

"cos* at 

2 

und  dies  ist  gleich  4.— r — -.     Hieraus  folgt: 

2cor a  t  —jz — 

2  da 

Und  durch  Integration : 

"•«'>+*=\^ r+^'+T:=-«TI=\.tr.  k+-.-'°"^"'-'<-'''- 

A:  ist  =  0,  liv'ie  man  aus  Specialisirung  von  a  gleich  — oo  erkennt.   Man 

erinnere  sich  der  Formel  lg =  2(2+  ;r  +  T+  •••)>  *^®  welcher  hier 

1 — z  \         3        ö  / 

folgt: 


und  endlich : 


welches  die  bekannte  Formel  für  ^(0)  ist.  Dr.  J.  Thomas. 


^Vnt.  TTeber  die  Summe  von  Cubikzahlen  hat  Prof.  Angelo.Oe- 
nocchi  in  Turin  am  Anfange  dieses  Jahres  eine  Abhandlung  der  päpst* 
liehen  Akademie  de^  nuovi  Lincei  vorgelegt,  deren  wesentlicher  Inhalt  hier 
mitgetheilt  werden  soll.     Es  sei  eine  unbestimmte  Gleichung 

1 )  a^  +  (x^  ry  +  (a^  +  ^r)^  +  .,.  +  {X  +  nr  ^rf^y^, 

in  welcher  n  ^3  vorausgesetzt  wird. 

Unter  Berücksichtigung  der  Summenformeln 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Kleinere  Mittheilungen.  249 

geht  die  Gleichung  in  folgende  tiher: 


bder: 


"(' •+ ^  0  (** + ^'-^^'•'+ '^'')  =^' 


und  mit  Hilfe  der  Sabstitntion  s  =z2x  +  (n — l)r  endlich  in: 
2)  «*[5*+(n'-l)f11=8y», 

Genocchi  zeigt  nun,  theils  für  specielle  Werthe  von  n,  theils  allge- 
mein, wie  man  mittelst  neuer  Substitutionen  von  der  Gleichung  2)  zu  einer 
anderen  ihr  durchaus  ähnlichen  Gleichung  3)  gelangen  kann,  welche  folg- 
lich durch  dieselben  ganzzahligen  Werthe  wie  2)  erfüllt  werden  kann,  woraus 
alsdann ,  da  die  Unbekannten  in  3}  mit  denen  in  2)  einfache  Yerbindungs- 
gleichungen  besitzen,  neue  Auflösungen  von  2)  ermittelt  werden  können. 

Man  setze  die  complexe  Zahl  s  +  rj/l — n^=s(p  +  qj/i  —  n*)*,  so  geht 
durch  Identificirung  der  reellen  und  der  lateralen  Theile  daraus  hervor: 
r  =  q  [3p»  +  (1  — n*)  g^]  und  ^  =p  [p«  +  3  (1  —  n*)q^]. 
Weiter  setze  man  die  irrationale  Zahlp +g?^3(n*— l)=[»|-|-ri  /3(n*— 1)]\ 
so  folgt  daraus: 

g  =  3r,  [*!«  -f.  r,«  (n*— 1)]  und  p  =  ^,  [^  +  Or^«  («•—!)], 
folglich : 

wp  =  w^,  [5,*  -I-  9r,*  (n«—  1)]. 
Wird  hier  noch  np  =  Sy/,  3ri  =  r,  gesetzt,  so  erhält  man  in  der  That: 

3)  «^.  [V +  ('»*-!) '•«']  =  öyA 

Wird  also  etwa  durch  *=a,  r:=sß^  s=2a+{n  — 1)|5,  y=y  der  1)  Genüge 
gethan,  so  darf  man  auch  s^  =  2a  +  (jn  — 1)/5,  rj=/5,  yi=y  setzen.  Man 
findet  daraus,  mittelst  der  obigen  Zusammenhänge,  r|,p,  9,  endlich  z,  s  und 
folglich  auch  o:,  worauf  y  sich  von  selbst  ergiebt« 

Eine  weitere  Methode,  neue  Auflösungen  von  1)  zu  finden,  ist  folgende. 
Man  kenne  wieder  die  Wurzeln  x^=:aj  r=/?,  y=y,.s=2a-|-(n  —  l)|5==tf. 
Wird  nun  in  2)  r=ß  +  z^  2y  =  2y  +  f.z  eingesetzt,  welche  mit  3=0  eine 
neue  Auflösung  darstellen  mögen,  so  ist  nach  Weglassung  der  Theile,  welche 
sich  gegenseitig  zerstören,  weil  /?,  y^  a  Wurzel  werthe  von  2)  sind,  und  nach 
Division  durch  z\ 

4)  nc{n^—i){2ß  +  z)  =  \2ff+^yPz  +  rz\ 

Werthe  von  /'und  2,  welche  diese  Gleichung  erfüllen,  ergeben  sich 
leicht,  indem  man  die  z  nicht  enthaltenden  Glieder  einander  gleich  setzt 
und  dadurch :  ^g,.^^, .^ GoOglc 
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ferner: 

na(n*—i)  —  6yf* 

'"        r 

erhält     Somit  ist  die  neue  Auflösung: 


>   f^ — PT ji .   y — yT  ^ » 


während : 

,_Hg(n'-l)<? 
Oy'        • 

Wird  der  Werth  von  /" eingeführt,  und  y*  = -^[o* +  («*  —  !) jS*]  benutzt,  so 

folgt  nach  einigen  Reductionen : 

*— ^'    '•—  8jS«(n«-l)«  '     ^~       4i5'(n«-l)"~' 

und  daraus  wieder  neue  Auflösungen,  indem  sämmtliche  Werthe  mit 
8/5*(n* — 1)*  vervielfacht  werden,  nämlich: 

Ä  =  8/5«(n«— l)«<r,     r=27a*  +  18/3«o«(n«— 1)— /J*(w«  — 1)«, 
y  =  2|5y(««-l)[9<T«  +  (n«-l)/5«]. 
Nachdem  Herr  Genocchi  im  weiteren. Verlaufe  seiner  Abhandlung 
den  Fall  r-=:l  noch  näher  untersucht  hat,  und  auch  bei  der  Gleichung: 

iP"  +  (ar  +  r)»+-..  +  [a:  +  («  — l)r]»  =  3^ 
verweilte,  schliesst  er  mit  dem  Beweise,  dass  den  3  Gleichungen: 

a*  +  y^  =  z^ 

in  ganzen  Zahlen  nur  die  Werthe  d;=3,  y=4,  z=5,  s=Q  Genüge  leisten. 
Damit  nämlich  a:*  +  y*  ==  «*  sei,  muss  man  die  Formen  j?  =  m  (o* — 6*), 
y=z2mabf  2  =  m(a*+^*)  annehmen,  in  welchem  m,  a,  6  ganze  Zahlen  und 
Ä,  6  theilerfremd.  Wegen  xy:=:2s  ist  also  s^=^m^ab(a* — b*)  und  wegen 
a^+y^+^=:s^  endlich 

Also  muss  Ti  eine  ganze  Zahl ,  d.  h.  6  =  1  sein.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung wird: 

2  (a*  +  3  +  4a)  =  m»«  (««—  !)•, 
oder : 

2  (a  +  1)*  (a*  —  2a  +  3)  =m»a  (a«  — 1)  (a  +  1)«  (a  — 1)«, 
folglich: 
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und  4  durch  {a — 1)*  theilbar,  somit  a=3  oder  a=2;  im  ersteren  Falle  kann 
m  nicht  ganze  Zahl  sein,  im  zweiten  ist  m=i  und  d;=3,  y=4,  2=35,  ^=0. 

Cantor. 


XIX.    Heber  einige  bestimmte  Integrale.    Von  Dr.  A.  Enneper. 

In  den  folgenden  Entwickelungen  bedeuten  p ,  q  ganze ,  positive  Zah- 
len, von  denen  immer  9<C  Pi  oder  höchstens  q=p  ist.  Die  beiden  Quan- 
titäten a,  b  sind  reell,  und  zwar  a  wesentlich  positiv.  Nach  den  von  Gauss 
gebrauchten  Bezeichnungen  ist: 

0 
Zur  Abkürzung  ist  mit  Cauchj  gesetzt: 

m(m  —  l)....(m — r+1) 

•  I.2.... — ^7 =  W- 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  v  positiv  ist,  findet  man  leicht,  durch  par- 
tielle Integration,  die  beiden  Reduetionsgleichnngen : 


J  "^        '  (a+p_6,)«+(2/H-l)»y  ^        ' 


0 

und  hierans: 


r 

J7(2p) 


/<r-(-»+i^»0«(«««)»H-ia«=     • 
2)  0 

/7(ap+i) 

{(a  +  p-ft.y  +  l»!  j(a+p-60«+3«j  ...|(«+r-&tr  +  (2;»+l)'r 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

9>  K6)  =  («+«'-&0 !(«+«'— *0'+2'j...|(«+«'—6«?+(2P)*i. 
9'.(«'.*)=l(«+«'-*0'  +  l*}". {(«+"— 60*+(2i'+l)*l. 
so  folgt  durch  Zerlegung  in  PartialbrUche: 

JI(2;>)i>'^g->_      (2j?)p(a  — fe«y<'-' 

^2»l'^^     *^       ^^'''''-'i»+«+(2r-6).-  +   t,+a-(2r+6)••f^,gjg 
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Darch  VertanschaDg  von  6  mit  -^b  erhält  man  bieraas  unmittelbar  die  Zer- 
legungen von : 

g)(r,— 6)   '         q)iiv,—b)     *  , 
in  Partialbrücbe.     In  dem  Integral : 

setze  man: 


1 fe^. 

■1-22— 2)  J 


Hierdurch  ergiebt  sich  folgende  Gleichung: 


27(2y +2z-2)ye-<'-*'>  ^^äS^ti  = 


0  0 

Integrirt  man  rechts  zuerst  nach  u ,  so  folgt  wegen  der  Gleichungen  1) 
und  3) : 

Ö  0 

Setzt  man  hierin  — b  statt  by  so  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 


6) 


OD 

J2(2«+2J-2)  yi-«  CO»  6*^25^«  = 

in(2p  /  I    ,   .X  +-r — mI«^"'^" 


"  üigitizedbyLiOOgle 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  ans: 

0 

•»*  CO 

/^re--<*+*-*0"  (sin  w)«iH-i  t;2f+«*-i  dudv 


0  0 
mittelst  der  Oleichnngen  2)  nnd  8) 


ir(2g  +  2z— 1)  J e-'^cosbu^^^f^^du^: 
0 

.     0 

2t  "^^^  V  Wi(v,^)  qpiC«'»— ^)) 


2 

0' 


Zerlegt  man  in  den  OleichuDgen  d)  und  7):* 


tpiv.by        g,{v,—b)'        q>t(v,b)'        g,^{v,  —  b)' 

nach  4)  and  5)  in  Partialbrüche,  so  gehen  die  rechten  Seiten  der  bemerkten 
Gleichungen  in  Summen  von  Integralen  über ,  welche  sämmtlich  in  der  fol- 
genden Form  enthalten  sind : 


^   v+a  +  ßi  sin2nz 

0 

Führt  man  in  6)  und  7)  die  Integrationen  rechts  auf  die  angegebene  Weise 
aus,  so  erhält  man  folgende  vier  Gleichungen : 

00 
8)  2«Pn(2^  +  2z-2)  J e-^uc08bu^^^^du  = 

r-^ —  {2p)p  (a*+ 6»)rt-«^i  cos{^g+2z— 2)  arctang  — 

+  -7-^^—  £  (—  ly-^  (jip)p^r    \ a*+(2r— ft)*}«+*""*  cos (25^+2«— 2)  arctang  —^ 
+  {a*+(2r  +  6)«}H-»-ico5(2^+2»— 2)  artete«^ —^J. 
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^00 

(sin  m)'H-i 
■  —     du 

0' 


9)  2^H-ii7(2^+2z  — 1)    jer-^^cosbu^^^ 

=0  L  ö 


m27C2r=30 

+  {a«+(2r+l  +  6)«j«+*-4.^t«(2^+2i  — l)arc/aii^?^^i^*^^ 

10)  2^i7(2g+2c-2)  fer--sinbu^^^,du= 

:  {2/^)^  («*  +  ^*)'+*""^  «w  (2y + 2z  —  2)  arctang  - 


+  ^^'1V0''"*  (2/?k«rria'+(2r-6)'j«+»-*5i>i(25+22-2)  arciang^^ 
—  {«•+(2r+^)*}«+'-V«>j(25'+22— 2)arctewflr?^^l 

.  "      ir(-l )'•  (2p+l)p-r  [{ a*+(2r+l^)« }«+--4 C05 (2g+2z-l) arctang ^^*^ 

—  {a*+(2r+l  +  6)*t«+*-lco5(2$'+22— Oflrc/a;i^?^^iy^l. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  0  <C  2  <  ii  es  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  diese  Gleichungen  auch  noch  für  zr=o  gelten,  durch  Entwickelung 
nach  Potenzen  von  z,  die  sich  ergebenden  Gleichungen  sind  indessen  sehr 
complicirt. 

Für  a=0  gehen  die  Gleichungen  8)  bis  11)  in  folgende  über: 

00 

12)  (-  1)«2^M-« 77(2^  +  22  — 2)  y^05^«^2S  du  = 

0 

stnnz^     '^ 
'       ""     ^(— l)'-(2/^)p-H.{(2r  +  6)^+2-2^(2r— 6)2«+2«-2j. 


sm  n  z  r=\ 


CO 

13)  (-1)« 2«H-» JI(2y+2t-l)   fcosbu^^^^Bu  = 

0 

stn  n  Z  r:=o 
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14)      .       (-l)«-»i2(2g+2t  — 2).22p+l  Jsinbu^^^^^^  du  = 


"^       (2p)p62H-2x-2' 


cosnz 


cos  7t  Z  r=l 


15)  (—1)9-^72(217  +  2«— 1)2»^+2  Jsinbu^-^^^^du  = 


7t 


-T  (—!)'•  (2;?+l)p^}(2r+ l  +  ^)2«+?*-i_(2r+ l  —  6)'ff+2*-i}. 


cos  7t  Z  r=0 

Es  ist  bemerkcnswei'tli)  dass  z  in  diesen  Gleicbungen  einen  grösseren  Spiel-> 
raam  hat,  wie  in  den  Gleichungen  8)  bis  11),  und  zwar  ist  in  12),  13)  0<^z<l ; 
in  14),  15)  — 4<2<Ci'     Setzt  man  in  4)  und  5)  0  =  0,  so  enthalten: 


durch  passende  Keduction  nur  Terme  von  der  Form: 


Die  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  6)  und  7)  sind  dann 
sämmtlich  in  den  folgenden  enthalten: 


dv=-  : ,  0<2<1. 


^-^-t^  sinnz 

0 

In  den  Gleichungen  12),  13)  ist  p'^q  für  0<r<4;  p^q  +  l  für  4<t<l. 
In  den  Gleichungen  14),  15)  ist  p^q*  Die  Quantität  b  wird  positiv  ange- 
nommen, und  zwar  0£  6^2  in  den  Gleichungen  12),  14),  0^6^  1  in  den 
Gleichungen  13),  15). 

Aus: 

{2sin 9)^P  =  2  Z  (^  ly  (2p)j^iCos2r(p  +  (2p)f 
folgt: 
C05  69(25i/i9)^P  s=.{2p)pC0Sbq)+  £  (-ly  (2p)p^r\cos(2r+b)q)  +  cos(2r-^)g)\y 

sin  6  9  (2  sin  q>)'^P  =  (2p)p  ««  bq)+  Zi-iY  (2p)p«r  { «>'  (2r  +  6)9—  ««  (2r  -  6)  «p } . 
Die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  differentiire  man  2g— ^mal,  die 
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zweite  2q  —  Imal  nach  <p,  ist^^j!?,  so  verschwinden  die  beiden  Differential- 
quotienten  mit  9,  hieraus  folgt: 

0  =  (2j))p&2g-2+Y(— ir(2/7)p^^|(2r+fc)29-2+(2r— ^)«y-2}, 

16)  ;zj, 

0=  (2p)pb^'-^+  £  (— ir  (2i?)p-r {(2r  +  6)2l-i--(2r— 6)2«~«  j. 
Von  den  beiden  Gleichungen : 
cosb^{2sin(pyP+^=  i  (-ly  (2p  +  l)p^r  \sin(2r  +  i  +  b)(p+stn(2r+l-b)(pl 

Sin  b(p(2$tn<pyp+^z=:=  ^  (-l)''(2p  +  l)p-r  {co*(2r+l-6)g)— co5(2r+l +6)9}, 

differentire  man  die  erste  2q — Imal,  die  zweite  2^ mal  nach  q>  nnd  setze 
nach  der  Differentiation  9)  =  0,  dann  folgt: 

0=T(— ir(2;i+l)p_^{(2r  +  l  +  6)2r-l  +  (2r+l-6)^-i}. 

0=i:i—ir{2p  +  l)p-r\(2r+l  +  b)^^(2r  +  l-b)^\. 

Die  beiden  Seiten  der  Gleichungen  12),  13)  kann  man  nach  Potenzen  von  z 
entwickeln  und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  mit  einander 
vergleichen.  Den  von  z  unabhängigen  Term  findet  man  leicht,  indem  man 
z=0  setzt.  Die  linken  Seiten  der  bemerkten  Gleichungen  nehmen  dann 
nach  16)  die  Form  ^  an,  nach  bekannten  Methoden  erhält  man  leicht  ihre 
wahren  Werthe.  Führt  man  die  analoge  Rechnung  für  die  Gleichung  14), 
15)  für  2  =  1  durch,  so  erhält  man  die  folgenden  vier  Gleichungen: 


—  l)ff22|»J2(2^— 2)   fcosbu^^^^^  ati  =  i2p)pb^9-ilogb  + 


2  i—ir(2p)^  {(2r+ft)2«--2/o|7(2r+6)+(2r-6)2«-2.%(2r  — 6)}. 


(— l)«22i»+^i7(2^— 1)    hosbu^^^l^—du== 
'Ti'}yi2p+l)p.r{(2r+l+b)^9-Uog(2r+\+b)+i2r+i-b)^9'^^ 

r=0 


sin  bu^^^^^du  =  (2p)pb^9-'Uogb  + 
0 

*¥(—!)'•  (2p)p-r{<2r+6)2«-i%(2r+6)  —  (2r  —  6)2ff-i%(2r-i»)}. 
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•*  «v»*ww^<^»v^»^^v%»>^^^^^/^<vi>^A<'^»^^>^>i»^^l/vv^^»v^^vv^<^^^»»w<^^l»>^^l»>^^^^y^^<^^^/^^^»^^^>^»^^^^>^^^^* 


0 

Ein  ähnliches  System  von  Gleichungen  wie  das  vorstehende  erhält  man  auf 
folgende  Weise.  Die  Gleichungen  12),  13)  di£ferentiire  man  nach  z,  setze 
nach  der  Differeatiation  2=4)  die  Gleichungen  14),  15)  differentiire  man 
nach  z  und  setse  dann  z=0.    Hieraus  folgt': 

OD 

( — l)«-'i»H-iI7(2^— l)    lcosbu}^^^^^—logu.du  = 

+»T(-0'(8i')li-r(2r+6)^-M%(2''+6)— t(2?-l)| 
+  7r2i—iy(2p},-rQir—byt-^\log(2r-b)—i,(2q—l)^, 


(—  i)«-i  22iH-i  J7(2  q)   jcosbu  —^^^ —  logudu  = 

J7{—l)r(2p  +  l)j^^{2r+l+by^\Iog(2r+l  +  b)~il;{2q)\ 
+^'£\—iy{2p+l)^r('ir+l-b)^\log(2r+l-b)—i,{tq)\. 


(— l)*22l'+«  I2(aj— 2)    f  sinbu^''*'*^^    hgu du  = 

»  (2p),  6»«-»  I  %  6  — </' (85- — 2) } 
+  n"£i-iy(2p)p-r{ir+b)^i-^{log(2r+b)—f(tq-2)\ 

—  »T(-I)'(2/!),-r(2r— 6)»»-»|%(2r— 6)— 1(2?-2)}. 


y*"*"         (mM)^  +  ^ 
mfttt^^ i^ logudu=^ 


r=p 


n  E  (— l)-(2p  +  l)p-.(2r+l+6)^-M%(2r+l+^)-*(2^-l)} 


-  iTiiT-  l)'-(2p  +  l);,-r(2r+l-(^)^->  {/oe;(2r+l-6)~i^(2^0|. 

*=*  Die 

Zetlschrin  f.  Malhcmalik  u.  Physik.  XI,  3. 
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In  der  Gleichung  12)  nehme  man  g=  I,  z=r  |;  setzt  man  zur  Abkürzung: 

80  geht  die  bemerkte  Gleichung  über  in: 

cosbu^^^'^^^^  a w  =  n[4P—(2p)p  b]. 


0 

Setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  snccessive  6=0, 

2a       4a  2n  —  2       ^  ^        a       Za  2n— l 

;r"  I    r">*''-   ""7 — a ;  ferner  0  =-- ,     —!••••   «i 

2«       2n'  2/i        '  2«'     2n'  2/J        * 

bildet  die  Summen  und  substituirt   in  den  so  erhaltenen  Integralen  u  statt 

— ,  so  folgt: 
2n'  * 

QO 

0  '  ' 

,       Am2naw    (««2«mV''^  (       ^       .     .    «    J 

2^''     /  — : .^^ r-^^^«  =  2Än{4nP  — (2j9)p-aJ. 

J      smau  m'  )  ^^  2    | 

0  '  ' 

Durch  Subtraction  erhält  man  hieraus: 

00 

«9»  2     i*cos(4n^l)au{sin4nu)'^P  r«  n  i    i /«   ^     •. 

J  cosau  tr  '    ^''^ 

0 

Mittelst  der  Gleichungen  8)  bis  11)  lassen  sich  die  Integrale  von  der  Form: 

T-«  I.      1  — (C05M)2i»  +  «  /"*   ^     .    .       1— (C05£/)2P+« 

Jer'-cosbu ^^^^^^^ du,   Je--smbu L_^ du, 

0  0 

entwickeln,  wo  e  =  0  oder  €  =  1  ist.  Da  dieses  Verfahren  indessen  ziem- 
lich umständlich  ist,  so  wird  es  besser  sein,  die  bemerkten  Integrale  direct 
abzuleiten.     Ersetzt  man  in : 

0 

^.2z »  *  —  (^^*  ^y^^  respecti ve  durch : 

n^)  J^-"'«^'*^^'  ^^^,^^(2p)^r{i-cos2ru), 

27(22)      /(T 


/ 


0 

so  folgt:  ^00  .      ,        v«i„ 

^  i  1  —  fC05W)^P 

2^P  n(22)J(r-''*cosbu- — ^^1:^2,—  ^«  = 
0 


2  £{2p)^^r    f  fe''*<''-^''^v^'cosbu(,i  —  cos2ru)dudv. 

'^^  <>    0  Digitizedby  Google 
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Integrirt  man  rechts  zuerst  nach  u,  so  geht  der  Ansdruck  auf  der  rechten 
Seite  über  in : 

2(2v)       fv'-A      ^-^''        ""^^^   +:  ^-(^^-^>^' 

T"  *,;  +  a  +  (2r  +  6)i      « t;  +  a  — (2r+6)t "^  '  f  +  a  +  (2r+6)i( 

Führt  man  hierin  die  Integration  nach  v  aus,   so  erhält  tnan  folgende 
Gleichung : 

2^''ni2z)   je'""'co8bu Y^^-2^du  = 

0 

^       Z  i2p)p^r  {—  2 (a»+  fr*)*  00*2« arctang  — 


stn2nZr=:i  I  fl 

+  [a*+(2r  — 6)^»co52carcte«flr  -^^^^ +[a*+(2r+6)*]*co*2«arcto/ip-^^|. 

Für  a=0  geht  diese  Gleichung  über  in: 

17)  2^+*JI(22)    Icosbu    "^^2"      du^ 

A-T(2p);,^.{-26'-+(2r  — 6)2'  +  (2r+6)2«  }, 
stn  n  Z  r:=i 

wo  0<;  1  <z,  6 <  I.     Analog  findet  man  mittelst  der  Gleichung : 


2V  |i  _(cojw)2H-i}  =  £  (2p  +  l)^«r [1  — co5(2r+l)w], 

18)  2^^JI(2z)  /l6u^^y"''8u== 

0 

»mwz„=0  ligitizedbyGOOQle 

17»  ° 
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Man  findet  ohne  Sehwierigkeit  die  folgende  Oleiehnng; 

QO 

n(2z+l)2»''  'fe-"smbu^—^^^du=: 

2  2:(2p),_r    I  le^'^'-^'^siHbu.v^'-i-^il—cosZruydudv     . 
„r     ^  r^».(         26  .  2r— >  2r+6       J         , 

i-^yfH^J  )„^a—bi      v+a+bi^*V+a—{2r  —  b)i 

0  ' 

_^    [a+(2r^&)tp         ^    [«-(2r  +  6)ip  [«  +  (2r+6)if  (        . 

*i;+a+(2r-6)f      't;  +  a  — (2r+6)t  "^  «  t;+a+ (2r+6)ij* 
Durch  Integration  nach  P  erhält  man  folgende  Gleichung: 


?^-^                                  2r— ft 
—  [a*+(2r— 6)«]   ^    ^i>i(2j+l)a«*»»flf 

2*-fl  4-6) 

+  [«*+(2r  +  6)*]    2    m(2«+i)arc/a«^-?^^>. 

Für  a=0  erhält  mau  die  einfachere  Gleichung: 

19)  22/^+1  n(2«+l)  Jsinbu^-^^^^^^du  = 

0 
'^     T(2p)|,.r|— 2ft2»  +  l-(2r— &)2*  +  «+(2r-|-6)2'  +  i}. 


51/1 JK  ?  r=l 

Auf  ganz  analoge  Weise  folgt: 


20)  2^+«.n(2z+l)  Jsinbu^ ^^f^^Ülüau  = 

0 
^     '^^(2;?  +  l)|,_r{  — 2ft«-+*  — (2r+l— 6)2»+i  +  (2r  +  l+6)^=  +  ^}. 


Für  den  hesondern  Fall  z  =  \  lassen  sich  die  Summationen  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  17)  his  20)  ausführen.     Mit  Hilfe  von: 

2^"  — (^p)^=2T(2i?V.^.       2*'+»=2T(2p  +  l)^^, 
findet  man  leicht.: 

'^2r{%p)^r==^{2p)p,p,      T(2r+l)(2/^  +  l)^^=(2;>+l)(2/^)^. 
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Setzt  man  in  17)  bis  20)  x»^,  so  folgt  mittelst  der  vorstehenden  Gleichnngen : 

OD 


0 


2^''+2  feothu^ ^f2^^^du  =— «&.2^+i+2(2p+lX2p)^, 

2^+2     fsinbu^—^^^^^      du=i-'nbf\2^P—(2p)p]'+4p7cb.(2p)p, 

00 

2V+8     /^fe,6tti^li^^^^^!^9M=~«6«8%'+l+4(2p  +  l)*«.(8;»V 

Für  den  besondern  Fall  ^=0,  geben  die  beiden  ersten  Gleichungen: 

J^      rT—{cosuy^P      _      1  Pu-{cosu)'^-^\    _n{2p)p 

2p   J  u»  W+lJ     ,         M«  '^"—  22/'  +  ^' 

0  ^0 

eine  Relation,   welche  Herr  Stefan  in  dieser  Zeitschrift  in  etwas  anderer 

Form  aufgestellt  bat  (t.  VII,  p.  256). 


ZZ.  Heber  einen 'nenen  Pallapparat,  von  F.  Lippich,  Professor  am 
Joannenm  in  Graz. 

Um  die  Fallgesetze  an  einem  vollkommen  frei  fallenden  Körper  mit 
hinreichender  Genauigkeit  und  unter  Benutzung  sehr  massiger  Fallhöhen 
dnrch«eiiien  einzigen  Versuch  demonstriren  zu  können,  wurde  ein  Princip 
zur  Construction  des  Apparates  in  Anwendung  gebracht,  welches,  wie  es 
sich  später  zeigte,  im  Wesentlichen  schon  von  Laborde  zu  einem  ähnlichen 
Zwecke  benutzt  wurde,  in  der  gegenwärtigen  Form  jedoch  eine  grössere 
Gesauigkeit  und  allgemeinere  Anwendbarkeit  gewährt. 

Ein  elastischer  Stab,  vertical  aufgestellt,  trägt  senkrecht  zur  Schwing- 
nngsebene  einen  Arm,  «n  welchem  ein  feiner  Schreibstift  befestigt  ist. 
Vor  diesem  Stab  befindet  sieh  zweckmässig  aufgehängt  eine  mit  bernsstem 
Papier  bespannte  Schiene  so,  dass  sie  den  Schreibstift  mit  ihrem  unteren 
Ende  leise  berührt  und  ihre  Ebene  der  Schwingnngsebene  parallel  steht» 
Während  der  Stabjschwingt,  wird  die  Schiene  im  geeigneten  Momente,  etwa; 
dann,  wenn  der  Stab  die  Gleichgewichtslage  passirt,  frei  fallen  gelassen,  und 
es  zeichnet  der  Schreibstift  in  der  Bussschichte  sofort  eine  wellenförmige 
Curve,  ans  der  auf  leicht  ersichtliche  Weise  die  Fallgesetze  entnommea 
werden  können. 

Bei  einem  ausgeführten  Apparate  betrug  die  Länge  der  Schiene  und 
somit  die  ganze  Fallhöhe  etwa  1  Fase,  die  Schwingangsdauer  des  Stabes 
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wnrde  so  regulirt,  dass  etwas  mehr  als  6  Scbwingangen  auf  die  ganze  Länge 
der  Schiene  gingen.  Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Wege  mit  den  Zeiten 
wachsen ,  konnte  ans  erhaltenen  Gurren  mit  einer  durch  andere  Apparate 
nicht  erreichten  Genauigkeit  ersichtlich  gemacht  werden.  Aus  drei  Carven 
wurde  im  Mittel  die  Acceleration  für  Prag  9,8075  Meter  gefanden,  wfthrend 
der  nach  der  üblichen  Formel  berechnete  Werth  9,801  ergiebt.  Die  Mes- 
sungen der  Weglängen  waren  hierbei,  den  zu  Gebote  stehenden  Hilfsmit- 
teln entsprechend,  keineswegs  so  genau,  als  sie  es  bezüglich  der  Zeichnung 
der  Curve  hätten  sein  können. 

Mit  dem  construirten  Apparate  wurde  es  auch  versucht,  den  Einfluss 
des  Luftwiderstandes  auf  die  Bewegung  ersichtlich  zu  machen ,  wofür  das 
angewendete  Princip  besonders  geeignet  scheint,  weil  es  auch  über  den  Vor- 
gang beim  Beginne  der  Bewegung  Aufschluss  zu  geben  vermag.  Bei  einer 
Widerstandsfläche  von  808 i^>»*  (Gewicht  des  Körpers  133, 1  Grm.)  zeigte  sich 
die  unerwartete  Erscheinung,  dass  während  der  ersten  zwei  Schwingungen 
des  Stabes  die  Schiene  sich  schneller  bewegte,  als  wenn  die  Widerstands- 
fiäche  fortgelassen  wurde,  so  dass  die  Lufttheilchen  beschleunigend  beim 
Beginne  der  Bewegung  einzuwirken  scheinen.  Da  die  zwei  Curven,  die 
hierbei  erhalten  werden  konnten ,  vollkommen  mit  einander  übereinstimm- 
ten, so  dürfte  es  schwer  sein,  diese  Erscheinung  einem  zufälligen,  durch  die 
Construction  des  Apparates  bedingten  störenden  Einfluss  zuzuschreiben. 

(Wiener  Akad.) 


XXL  Heber  dai  Modell  einet  Elektromotort ,  von  Dr.  H.  Miliszbr, 
Inspector  der  k.  k.  Staatstelegraphen,  und  den  durch  diesen  Apparat  zu 
erreichenden  Zweck. 

Der  Cavaliere  Bonelli  wollte  im  vergangenen  Jahre  ponderable  Sen- 
dungen durch  Elektricität  von  einem  Orte  zum  andern  befördern,  indem  er 
diese  Orte  durch  ein  in  seiner  ganzen  Länge  mit  elektrischen  Mnltiplieato- 
ren  versehenes  und  in  Sectionen  getheiltes  cylindrisches  Rohr  verband.  In 
der  Axe  dieses  Bohres  sollte  eine  bewegliche  Drahtspirale  von  kleinerem 
Durchmesser  durch  die  elektrodynamische  Anziehung  fortbewegt  werden, 
welche  die  sectionsweise  elektrisch  gemachte  Bohre  auf  die  von  demselben 
Strome  durchflossenen  parallelen  Windungen  der  beweglichen  Spirale 
ausübte.  ^ 

In  dem  vorgezeigten  Modelle  wird  derselbe  Zweck  mit  grösserer  Sicher* 
heit  und  durch  einfachere  Mittel  erreicht  Zwölf  kleine  Hufeisen  Elektro- 
magnete  sind  senkrecht  auf  den  Armen  eines  zwölfstrahligen  Sternes  so 
befestigt,  dasa  die  Linien  ihrer  Pole  in  derBichtnng  der  Radien  liegen;  die 
Bichtung  der  Polflächen  sind  altemirend  nach  den  beiden  Seiten  der  ge- 
meinschaftlichen Basis  gewendet.     Das  ganze  System ^w|rd^  ^c^lj^eine  frei 
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dorch  seine  Mitte  gehende  Axe  nnd  durch  ein  kleines  als  Führung  dienen- 
des Rad  getragen ;  die  Ebene  des  als  Basis  der  Elektromagnete  dienenden 
Sternes  steht  auf  dem  Horizonte  senkrecht  und  bleibt  stets  sich  selbst  paral- 
lel. Die  ebenerwähnte  Axe  befindet  sich  an  ihren  beiden  Enden  in  fester 
Yerbindang  mit  zwei  Triebrädern ,  deren  Speichen  durch  die  Anker  der 
Elektromagnete  gebildet  werden.  Sobald  die  eine  Hälfte  der  letztem 
elektrisch  erregt  wird ,  erleiden  die  zugehörigen  Anker  eine  laterale  An- 
ziehung und  die  Triebräder  werden  sammt  ihrer  gemeinschaftlichen  Axe  so 
weit  gedreht,  bis  die  Anker  ihren  Polflächen  gegenüberstehen;  das  ganze 
System  bewegt  sich  also  auf  den  als  Träger  vorhandenen  Metallschienen 
um  eine  entsprechende  Strecke  vorwärts.  Durch  einen  an  der  Triebaxe 
angebrachten  Commutator  wird  nun  der  galvanische  Strom  in  den  ersten 
sechs  Elektromagneten  unterbrochen ,  dagegen  in  den  zweiten  sechs  her- 
gestellt, wodurch  eine  abermalige  Fortbewegung  des  Apparates  in  derselben 
Richtung  durch  eine  der  vorigen  gleiche  Wegstrecke  hervorgerufen  wird, 
u.  s.  w. 

Die  erforderliche  Elektricität  wird  von  einer  galvanischen  Batterie 
geliefert,  deren  Pole  mit  den  beiden  Laufschienen  in  Verbindung  stehen. 
Durch  entsprechende  Isolirung  der  einzelnen  Bestandtheile  des  Apparates 
ist  Sorge  getragen ,  dass  der  Elektricitätsübergang  von  einem  Schienen- 
strange zum  andern  immer  nur  durch  je  eine  Serie  der  zu  den  Elektro- 
magneten gehörigen  Multiplicatoren  gelangen  kann.         (Wiener  Akad.) 


XXIL    üeber  einen  Interferenzverauoli  mit  dem  Quarzprisma,  von 

Dr.  DiTBCHEINEB. 

Bei  einem  einfach  brechenden  Prisma  treten  bekanntlich,  nach  ein  oder 
dreimaliger  Reflexion  im  Innern  des  Prismas,  alle  Strahlen^  welche  auf  das 
Prisma  fielen,  welche  Brechungsquotienten  sie  auch  haben  mögen,  wieder 
jinter  sich  parallel  und  symmetrisch  zu  den  einfallenden  Strahlen,  bezüglich 
der  den  brechenden  Winkel  halbirenden  Linie  aus,  sobald  die  Winkel  an 
der  der  brechenden  Kante  gegenüber  liegenden  Seite  gleich  sind.  Nimmt 
man  aber  statt  einem  einfach  brechenden  Prisma  ein  doppelt  brechendes, 
etwa  ein  zur  optischen  Axe  parallel  geschnittenes  Quarzprisma,  so  werden 
nach  den  bezeichneten  Reflexionen  die  ordentlichen  und  die  ausserordent- 
lichen Strahlen  parallel  austreten;  da  sie  ferner  im  Innern  des  Prismas  ver- 
schiedene Wege  zurückgelegt  haben  und  senkrecht  zu  einander  polarisirt 
sind,  werden  sie  sich  im  Allgemeinen  zu  elliptisch  polarisirten  Strahlen  zu- 
sammensetzen, die  sich  in  geradlinig  polarisirte  verwandeln,  sobald  der 
Gangunterschied  der  ordentlichen  und  ausserordentlichen  Strahlen  gleicher 
Farbe  eine  ganze  Anzahl  von  ganzen  oder  eine  ungerade  Anzahl  von  halben 
Wellenlängen  beträgt,  vorausgesetzt  dass  geradlinig  polarisiites  Licht,  des- 
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6en  ßchwingangsrichtoog  gegen  diePrismenkante  geneigt  ist,  auf  das  Pirisn/a 
fällt.  Lässt  man  also  weisses  Licht,  das  unter  45°  gegen  die  CoUjmator- 
spalte  geneigt  ist,  nach  dem  Austritte  aus  dem  GoUimator  auf  ein  geeigne- 
tes Quarzprisma  fallen,  zerlegt  man  ferner  das  aus  dem  Quarzprisma  nach 
den  angeführten  Beflexionen  wieder  austretende  weisse  Licht  durch  ein 
Flintglasprisma,  und  betrachtet  man  das  entstehende  Spectrum  durch  ein 
Fernrohr,  an  dessen  Ocnlar  ein  Analjsenr  angebracht  ist^  so  aeigt  sich  die- 
ses  TOn  zahlreichen  Interferenzstreifen  durchzogen,  sobald  die  Schwingnngs- 
richtung  des  Polariseurs  und  jene  des  Analjseurs  parallel  oder  gekreuzt 
sind.  Bei  einem  Quarzprisma,  dessen  drei  Winkel  nahezu  (K)^  sind  und 
dessen  Seite  20"^°^  ist,  waren  nach  einmaliger  Keflexion  zwischen  den 
Frannhofer'schen  Linien  B  und  F 104 ,  nach  dreimaliger  Reflexion  aber  102 
solcher  Interfereozstreifen  zu  beobachten.  Ln  letzteren  Falle  war  das 
Quarzprisma  so  gestellt,  dass  die.  aus  ihm  austretenden  weissen  Strahlen 
den  einfallenden  parallel  waren,  was  immer  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  die 
brechende  Kante  halbirende  Linie  senkrecht  auf  der  CoUimatoraxe  steht.   . 

(Wiener  Akad.) 
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xn. 

Ueber  Hamilton's  partielle  Differentialgleichung, 

mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Probleme  der  relativen 

Bewegung, 


Dr.  Carl  Neumann, 

ordentlicher  Professor  an  der  Uniyersit&t  Tiibingen. 


Das  Problem ,  die  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte  zn  er 
mittein,  mögen  dieselben  nun  frei  beweglich  sein,  oder  mag  ihre  Bewegl|.ch- 
keit  gegebenen  Beschränkungen  unterliegen,  lässt  sich  bekanntlich  immer, 
falls  nur  die  einwirkenden  Kräfte  ein  Potential  besitzen ,  auf  eine  Aufgabe 
der  Variationsrechnung  zurückführen.  Bedeuten  nämlich  Qu  9^  *  •  •  9a  die 
independenten  Variablen,  welche  an  Stelle  der,  im  Allgemeinen  durch 
gegebene  Bedingungen  mit  eyiander  verbundenen,  rechtwinkligeix  Coordi- 
naten  des  Punktsystems  eingeführt  sind ,  so  ist  das  mechanische  Problem 
gelöst,  sobald  man  diese  9i  als  Functionen  der  Zeit  /  der  Art  bestimmt  hat, 
das  dass  Integral 

f{T+V)dt 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird.    Es  bedeutet  hier  T  die  halbe  lebendige 
Kraft  des  Systems  und  V  das  Potential  *)  der  einwirkenden  Kräfte. 

Ich  werde  nun  im  vorliegenden  Aufsatze  die  partielle  Differen- 


*)  Da  das  Wort  „Potential**  nicht  immer  in  ganz  gleichem  Sinne  gebraueht  wird, 
so  sei  bemerkt,  dass  ich,  wenn  m  die  Masse  eines  Punktes  {x,  y,  z)  vorstellt,  unter  dem 
Potential  der  auf  diesen  Punkt  einwirkenden  Kraft  diejenige  Function  V  verstehe, 
vermittelst  deren  sich  die  Differentialgleichungen  des  Punktes  in  folgender  Weise  dar- 

stellen  lassen :  m  -r^jr  =  +  5 — ,  etc. 


ZeluehriA  f.  Mathemaük  u.  Physik.  XI,  4. 
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tialgleichung,  auf  deren  LösuDg  die  ErmitteluDg  der  qi  recurrirt,  voll-' 
ständig  aufstellen,  und  zwar 

in  §.  2  für  den  Fall ,  dass  die  Beschränkungen ,  denen  die  Beweglich- 
keit des  Punktsystems  unterworfen  ist,  unabhängig  von  der  Zeit  sind; 

in  §.  3  für  den  Fall,  dass  die  eben  genannten  Beschränkungen  gegebene 
Functionen  der  Zeit  sind ; 

ferner  in  §.  4  für  den  Fall,  dass  die  relative  Bewegung  eines  ein- 
zelnen frei  beweglichen  Punktes  in  Bezug  auf  ein  in  vorgeschriebener  Be- 
wegung begriffenes  Axensystem  ermittelt  werden  soll, 

und  endlich  in  §.  5  auch  dann,  wenn  es  sich  nicht,  wie  im  vorher- 
gehenden Falle,  um  die  relative  Bewegung  eines  einzelnen,  frei  beweg- 
lichen Punktes ,  sondern  um  die  relative  Bewegung  eines  Punktsystems 
bandelt,  mag  nun  die  Beweglichkeit  desselben  frei,  oder  mag  sie  gegebenen 
Beschtänkungeu  unterworfen  sein. 

Als  Fundament  meiner  Untersuchung  dient  das  in  §.  i  mitgetheilte, 
durch  die  Vorlesungen  von  Richelot  mir  bekannt  gewordene  Theorem  I, 
sowie  das  allgemein  bekannte,  in  demselben  Paragraphen  angegebene 
Theorem  IL 

§.1. 

I.  Theorem.  „Versteht  man  unter  ^d  ^^  •  • .  9«  unbekannte  Func- 
„tionen  von  /,  und  unter  L  irgend  welchen  gegebenen,  aus  /,  aus  den  gu 

„und  den  — -  zusammengesetzten  Ausdruck,  so  sind  die  aus  der  Bedingung 

1)  ».fLdiz=zO 

„fliessenden  Differentialgleichungen : 

^         '  dt        ^^'      didqk~dqk 

„immer  der  Beduction  auf  die  Hamilton- Jacob i'scbe  Form  fähig." 
„  Setzt  man  nämlich : 

„und  bezeichnet  man  mit  H(t^  Ö'ii  5^2  •  •  •  ^«»  Pn  P»  •  •  •  Pa)  denjenigen  Ans- 
„druck,  in  welchen  sich  H  verwandelt,  sobald  man  darin  an  Stelle  der  qk 
„  die  mit  diesen  durch  die  Relationen 

dl  _      0Z_  aj:_ 

dq^  dq^  dq^ 

D  H  D  H 

„verbundenen  neuen  Variablen  pj^  einführt;  ferner  mit  -- — , die  die- 

Dqk  Dpk 

„semAusdruck  Ä^C/j^^i,^,  ^^.qct.PuPt  ...p«) zugehörigen partiellejxPifferential 
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„  coefficienten :  so  nehmen  die  Differentialgleichungen  2)  dnrch  Einführung 
„der  pk  an  Stelle  der  g'k  folgende  Form  an: 

dqu^DH.      dpk^      DH^^ 
^  dt        Dpk'     dt  Dqk 


II.  Theorem.     „Die  Integration  der  Gleichungen  3)  lässt  sich  redu- 

„ciren  auf  die  vollständige  Auflösung  einer  gewissen  partiellen  Differential- 

„ gleichung.  Bezeichnet  man  mit (Z>  eine  nnhekannte  von  /,  ^^, q^^^qa  ahhän- 

/  dO    d(P  dO\ 

„gcnde  Function,  ferner  mit  H[t,  q^,  q^  ...  O'«  ,    :r— ,  r—  . . .   -z —  )   oder 

\  cqx    dq^  dqaJ 

„kürzer  mit  H  denjenigen  Ausdruck,  in  welchen  sich  das  in  -3)  enthaltene 
,jff=  H{i^  qii  qt  '  '  -  qctj  Piy  Pi  ' ' '  Pa)  verwandelt,   sohald  man   darin   an 

„  Stelle  der  Argumente  Pt,  PfPa  die  Ableitungen  ^-- ,  o~  •  •  •  ö —    ^ub- 

„stituirt,  so  ist  die  in  Bede  stehende  partielle  Differentialgleichung 
„  folgende : 

4)  1?  +  ^  =  «- 

„  Gelingt  es  nämlich ,  die  vollständige  Lösung  q>  dieser  partiellen  Differen- 
„tialgleichung  zu  finden  und  bezeichnet  man  die  in  derselben  enthaltenen; 
„willkürlichen  Constanten  mit  >4, ,  A^,..  Aa\  ferner  mit  B^^  B^...  B^g^  ganz 
„  beliebig  gewählte  Constanten,  so  sind : 

„  die  vollständigen  Integrale  der  Gleichungen  3). " 

„Da  ferner  (P  nur  die  Variablen  t^  q^^  q^  . . ,  qa  enthält,  so  sind 
„  zugleich : 

„diejenigen  endlichen  Gleichungen,  durch  welche  q\^  q^  • » .  qa  ^Xs  Func- 
„tionen  von  t  der  Art  bestimmt  werden,  wie  es  die  in  1)  gestellte  Bedingung 
„8.fLdi  =  0  verlangt." 

Das  Theorem  II)  zu  beweisen,  würde  überflüssig  sein.  Dagegen 
scheint  es  wohl  erforderlich,  die  in  Theorem  I)  ihrem  Resultat  nach  ange- 
gebene Transformation  ausführlich  darzustellen. 

Es  hanSelt  sich  darum,  in  den  aus  1)  unmittelbar  fliessenden  Differen- 
tialgleichungen 2) : 

n\  ^^*—   '  tf>    dL_dL 

^^  dt~^^'        dtdqk~dqk 

an  Stelle  der  q'u  neue  Variablen  einzuführen,  nämlich  die  Variablen  pk, 
welche  mit  jenen  durch  die  a Relationen 
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^^ 

^^  k 
zusammenhängea.     Zu  diesem  Zweck  leiten  wir  zunächst  aus  dem  gegebe- 
nen Ausdruck  L  einen  andern  ab,  welcher  mit  H  bezeichnet  werden  mag  und 
folgende  Form  besitzen  soll : 

*=«/  ,    dL\ 

Denken  wir  uns  nun  in  diesem  Ausdruck  die  darin  enthaltenen  Va- 
riablen 9it,  q  k  iini  beliebige  kleine  Incremente  ^qk^  ^q'k  vermehrt,  und 
bezeichnen  wir  den  daraus  für  H  selber  entstehenden  Zuwachs  mit  /IH^  so 
ist: 

k=:\\^qk  oqkj      k=\\oqk  oqk  / 

d.i.: 

also  mit  Benutzung  von  8) : 

AH^=^   Z[qk^APk  —  -^—'^qkh 
fc=i\  oqk  / 

Diese  Formel  macht  z^  ZT  abhängig  von  den  /Iqk  und  den  jdpk,  giebt 
also  den  Zuwachs,  welchen  der  Ausdruck  H  empfängt,  der  Art  an,  als  wäre 
derselbe  nicht  aus  den  qk  und  q'k^  sondern  aus  den  qk  und  pk  zusammen- 
gesetzt.    Wir  können  demnach   aus    dieser  Formel   unmittelbar  auf  die 

j)  jj    j)  ff 
Werthe  derjenigen  partiellen  Ableitungen  -=■ — ,  -- —  schliessen,  welche  dem 

Ausdrucke  ZT  zukommen,  sobald  man  denselben  als  Function  der  qk  und  pk 
ansieht.  Für  die  genannten  Ableitungen  ergeben  sich  nämlich  sofort  fol- 
gende Formeln : 

^)  Dqk^       dqk'      Dpk-^'' 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  9)  und  der  Gleichungen  8)  verwandeln 
sich  aber  unsere  Differentialgleichungen  7)  augenblicklich  in : 
dqk_DH^        dpk_      PH 
di~Dpk'        di  '^       Dqk  q.e.d. 

§.2. 

Wenden  wir  uns  zunächst  zur  Behandlung  eines  Punktsystems ,  dessen 
Beweglichkeit  durch  gegebene,  und  zwar  von  der  Zeit  unabhängige  Be* 
dingungen  beschränkt  ist.  Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Punkte  des 
Sjstemes  mit  n  und  die  Anzahl  der  gegebenen  Bedingungsgleichungen  mit 
/3,  so  wird  man  die  Zn  Goordinaten  sämmtlicher  Punkte  des  Systems  ab- 
hängig machen  können  von  Zn  —  /3  =  oindependeuten  Variablen 
9i  >  ?t  •  * «  9a'     Da  die  gegebenen  Bedingungen  von  der  ZeiW>nnabhängig 

üigitized  by  VJiO^ 


Von  Dr.  Carl  Nbumann.  269 

sind,  80  werden  die  Relationen,  durch  welche  die  Coordinaten  ar,  y,  z  irgend 
eines  Punktes  m  des  Systems  mit  den  independenten  Variablen  zusammen- 
hängen: J  ^^(p{qi,  q^ ..  .^a) 

ö«)  {  y  =  '^(qi,  0^2  •••  qa} 

f  «  =  X  (5^0  ^t  •  •  •  qaj 
ebenfalls  frei  von  /  sein.     Demnach  ergiebt  sich   für  die  halbe   lebendige 
Kraft  T  des  Systems  folgender  Werth  : 

wo  q'k  für  --p  steht,  und  die  Summation  S  über  alle  Punkte  m  (a:,  y,  z)  des 

Systems  auszudehnen  ist.  Dieser  Ausdruck  für  J  verwandelt  sich,  wenn 
man  ihn  nach  Potenzen  und  Producten  der  q'k  ordnet,  in: 

k=cti=a 

10)  Tz=^.  2  2  Uki.qkq'u 

k=\  »=1 

wo: 

11)  «„_Sm(^-^^  +  __+  — ^j 

ist.    Es  ist  also  T hinsichtlich  der  qu  ein  homogenes  Polynom  2*®"  Grades. 

Das  Potential  V  der  auf  das  Punktsystem  einwirkenden  Kräfte  wird 
zunächst  als  eine  Function  gegeben  sein ,  welche  von  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  a:,  y,  z  und  möglicher  Weise  auch  noch  von  der  Zeit  /  abhängt. 
Diese  Function  kann  aber  mit  Hilfe  der  Relationen  9  a)  sofort  in  einen  von 
den  qk  nnd  i  abhängenden  Ausdruck  umgewandelt  werden,  so  dass  also: 

V=F[t,  q,,'q^  ,,.qa) 
wird. 

um  die  Bewegung  des  Punktsystems  zu  ermitteln,  hat  man  bekanntlich 
qti  qt  •  • '  qa  d^i^  Art  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen,  dass  das 
Integral:  /(^  +  ^)  ^^ 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Um  nun  diese  Bestimmung  der  qk  nach 
den  Vorschriften  des  §.  1  auf  die  Lösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung zu  reduciren,  müssen  der  Reihe  nach  die  dort  angegebenen  Aus- 
drücke Z,  ZT,  ff  gebildet  werden.     Zunächst  ist  hier : 

L  =  T+  V. 
Sodann  ergiebt  sich  aus  2a),  mit  Rücksicht  darauf,  dass  V  von  den  q' k  unab- 

bängigist:  „J7{^,-^-iT+V), 

fc=l  ^oq  k       / 
oder,  weil  T  ein  homogenes  Polynom  in  Bezug  auf  die  q'jii  ist,  und  demzu- 
folge  die  identische  Gleichung :  ^,^.,.^^^  ^^  GoOgle 
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*=i  \Sq  k     } 


12) 

stattfindet : 

13)  H^%T—{T->ry)=T^V. 

Aus  diesem  H  muss  nun  der  in  §.  1  angegebene  Ausdruck  Ji{t^q^^q^.,q^^ 
PiiPfPa)  abgeleitet  werden,  d.  li.  es  müssen  in  ff  an  Stelle  der  q' /^  die  mit 
diesen  durch, die  Kelationen: 


14) 


dl 

dq'i 


"^Ph 


,      dT 
oder  — ^  =  pjt 


Zu   diesem  Zweck 


verbundenen  neuen  Variablen  pj^  eingeführt  werden 
bilden  wir  mit  Hilfe  von  12)  und  13)  die  Formel: 

oder  mit  Rücksicht  auf  U) : 

2  {H  +  V)=p,q\  +  p,q\  +  .  .  .p«^'«, 
ferner  mit  Hilfe  von  10)  und  14)  die  Formeln: 

Pi  =  Wi  1  q\  +  Wj  2  Ö''«  +  .  .  •  «la  qa 

Pt  =w«i  q\  +  ^tt  q't+  '"  w«a  qa 

Pa  =  "«1  ^1  +  «'««  9  2+  '"  «««  /« 
und  erhalten  sodann  aus  den  letzten  (a  +  1)  Gleichungen,  durch  Elimination 

der  q'ky  sofort: 

2(/r+F)  Pi  p^  ...  Pa 

Pi  «II  Wit  .  •  •  "la 

J»,  t/j,  M,,  .  .  .  Uta     =0. 

;>«  «ai  «at  •  •  •  «aa 
Da  sowohl  F  als  auch  die  Uki  unabliängig  sind  von  dem  q'k^  so  ist  ä 
durch  diese  Gleichung  als  Function  von  t^  qiy  q%  .•>  qa^Piy  P%*-'Pcl  dar- 
gestellt. Um  nun  fe]:ner  das  in  §.  1  angegebene  H  zu  erhalten,  hat  man 
nur  in  dem  Ausdrucke  H {iy  qi^  qf  .  qai  PnP2  -"Pcx)  ^>®  Argumente 
PijPi  \' '  Pa  durch  die  Ableitungen  einer  unbekannten  Function,   nämlich 

durch  j—,  5— ...5 —  zu  ersetzen.  Folglich  ergiebt  sich  für /T  die  Gleichung: 


dq^   dq^' 


15) 


dqa 

2{ff+V) 

dqz 

dqa 


dq^ 


«2  1 


«ai 


dq^ 


30 

^9a 
"1« 


'*a2 


1---=  0. 


gitizedby  Google 


Von  Dr.  Carl  Neümanh, 


27t 


Denkt  man  sich  endlich  ZT  ans  dieser  Gleichung  15)  berechnet,  und  den  so 
erhaltenen  Wcrth  in  die  Formel : 


1«) 


snbstitairt,  so  stellt  alsdann  diese  letztere  die  gesuchte  partielle  Differential- 
gleichung vor.  Da  man  nun  aber  offenbar  zu  demselben  Resultate  gelangt, 
mag  man  E  aus  15)  berechnen,  und  dann  in  16)  substituiren,  oder  mag  mau 
umgekehrt  H  aus  16)  berechnen  und  dann  in  15)  einsetzen ,  so  lässt  sich  die 
partielle  Differentialgleichung,  durch  Anwendung  des  letzeren  Verfahrens, 
augenblicklich  darstellen.  Man  erhält  dann  für  dieselbe  diejenige  Form, 
welche  in  17)  sogleich  angegeben  werden  soll. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  Iftsst   sich   folgendermaassen  ans- 
sprechen: 

„Sind  ^1,  <?2  '  •  •  y«  ^^®  indepeudenten  Variablen, 
„welche  an 'S  teile  der  durch  gegebene  Bedingungen 
„von  einander  abhängigen  Coordinaten  x,  y^  z  ein- 
„geführt  sind;  bedeutet  ferner  ^^=i^(^  S^i ,  ö'»  . .-.  Ö^„)  das 
„Potential  der  einwirkenden  Krä/te,  und  bezeichnet 
„man  ausserdem  mitu^^  folgende  «'Ausdrücke: 
_        (dxdx      dy  dy    ,dz_dz\ 

„so  hängt  die  Ermittelung  der  Bewegung  de^  Punkt- 
„Systems  Ton  der  Auffindung  einer  Function  <2>  ab, 
„welche  der  partiellen  Differentialgleichung: 


17) 


a<D 

d(b 

a<p 

a<j> 

■'aT 

dg, 

dg»    ' 

■•    dg. 

dq, 

«M 

t'it    '• 

•   «,„ 

dg» 

"tl 

«tt    •■ 

•   «t« 

dg. 

«ai 

««.    .. 

•      "«a 

=  0 


„identisch  Genüge  leistet,  und  zugleich  a  willkür- 
„liche  Constante  ^^,  A^  .  .  ,  j4^  enthält.  Ist  nämlich 
„diese  Function  g>  gefunden,  so  sind  alsdann 

„die  mit  2a  willkürlichen  Constanten  A^  B  versehenen 
„endlichen  Gleichungen,  durch  welche  die  Bewegung 
„des  Punktsystems  dargestellt  wird/^g.^.^^^^yQoOglc 
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Ich  gehe  nnn  über  zn  der  Bewegung  eines  Punktsystems,  dessen  Be- 
weglichkeit durch  gegebene,  und  zwar  von  der  Zeit  abhängende  Be- 
dingungen beschränkt  ist.  Bezeichnet  man  mit  qa  g^  .  •  -  g^  ^^^  inde- 
pendenten  Variablen,  welche  an  Stelle  der,  durch  die  gegebenen  Be- 
dingungsgleichungen mit  einander  verbundenen,  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  des  Punktsystems  eingeführt  sind,  so  werden  sich  die  letzteren  nicht 
mehr  (wie  in  §.  2)  durch  die  gt  allein,  sondern  durch  diese  und  durch  die 
in  den  Bedingungen  enthaltene  Zeit  i  darstellen.  Man  wird  also 
für  die  Coordinaten  x,  y,  z  irgend  eines  dem  Systeme  angehörigen  Punktes 
m Ausdrücke  von  folgender  Gestalt  haben: 

!x  —  q>{ty  g^,g^  .  .  .  gj 
y  =  ^{i,gt,g^.  .  .  gj.  ' 

In  der  Formel : 

darch  welche  die  Unbekannten  gt  wiederum  ihre  Bestimmung  finden,  ist 
dann  im  Allgemeinen  das  Potential  Fein  von  den  gk  und  ^,  und  andererseits 
die  halbe  lebendige  Kra/t  T  ein  von  den  gk  und  /  und  auch  von  den  g\  ab- 
hängiger Ausdruck.  Der  W;esent1iche  Unterschied  der  vorliegenden  Auf- 
gabe von  der  in  §.  2  behandelten  besteht  darin,  dass  T  nicht  mehr  wie  dort 
in  Bezug  auf  die /i^  ein  homogenes  Polynom  2*"^  Grades  ist,  sondern 
gegenwärtig  ein  Polynom  darstellt,  dessen  Terme  hinsichtlich  der  g'k  theils 
0^*',  theils  !*•'  und  theils  2*®'  Dimension  sind. 

Bei  Bildung  von  T  ist  es  zweckmässig,  das  in  den  Gleichungen  18) 
vorkommende  t  durch  die  Bezeichnung  q^  zu  ersetzen,  also  zu  schreiben: 


a:  =  g'(fi'«,ffi,?i 

?«) 

y  =  1f'(?o,S'i.fl'i 

?«). 

*=X  (jo.fi'i.S'i 

?«) 

wo  dann: 

18a) 

?o='.     /o== 

:1 

ist.    Für  T 

ergiebt  sich  nunmehr  folgender 

Werth: 

+ 

dx 

•)■/ 

T=:\Sm 

+ 

^9a 

.)■• 

1    /a*  ,  ,Zt  , 

+ 

dz 

"Ha 

.)■) 

oder:  7  =  4. *i"  !?(««,'*  ,',), 

*=0   fe=0 


wo: 
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ist,  und  wo  S  wieder  die  über  alle  Punkte  m  des  Systems  auszudehnende 
Summation  andeutet. 

Wenden  wir  nun  die  in  §.  1  aufgestellten  Theoreme  an ,  so  ist  für  L 
wiederum  der  Ausdruck  T  +  V  zu  nehmen: 

L  =  T+V, 
oder  nach  18  a): 

L=T+  r.q\q-„ 
d.i.: 

W)  L^\2:     2  («*,  q\  q'i)  +  V.  ^, q\. 

k=dli    1=0 

Dieser  Ausdruck  für  L  stellt  in  Bezug  auf  die  (a  + 1)  Grössen 
q\^  Q\yg,\  * '  -  Q d  ^i^  homogenes  Polynom  2*^° Grades  dar,  und  genügt 
also  folgender  Gleichung: 

Demzufolge  können  wir  dem  in  §.  1  angegebenen  Ausdruck  H 

_       ,  dL     .     ,  dL     ,  ,   dL 

im  vorliegenden  Falle,  mit  Kticksicht  auf  20),  die  Form  geben: 

Führen  wir  nun  die  in  §.  1  angegebeuen  neuen  Variablen  ein : 
_dL  _dL  _dL 

and  daneben  noch  die  Variable : 

dL 

80  ergiebt  sich  ans  19),  20),  21)  sofort: 

^L=  Po  q'o  '+Pi   Ö^'i  +  .  .  .  +Pd  q'd 

Po  =  ("00+2  V)  ^0  +  Woi  Qi  +  "  •+  tioaQ'a 
Px  =  ("lo^'o  +  «n  ^'i  +  .  •  .  +  "laÖ'a 

Pa—  iMaoQo  +  «aiÖ^t  +  .  •  .+  "«««''« 

H=L—poq\. 
Wenn  man  durchgängig  für  q\  seinen  Werth  1  substituirt,  ferner  die 
beiden  ersten  Gleichungen  von  einander  subtrahirt  und  dabei  für  2Z — 2Po, 
der  letzten  Gleichung  gemäss,  2H  einsetzt,  so  erhält  man: 

«00  +  2(^+  V)  +  {uoi-Pi)q\  +  {yot—Pf)Q\  +  .••  ("o«— l?a)^'a  =  0 
("lo— Pi)  +  Wji^',  +  w,t^'j+...  «1««'«=^ 

(w,o  —Pt)  +  w,  j  ^'i  +  Wt »  ^'f  +  .  •  •  w,«  ^'«  =  Ö 
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und  daraas  endlich  durch  Elimination  von  ^^ »  j^'t  •  •  •  9 


22) 


»10— Pi 
««0— Ä 


-11 

^21 


«1» 


0«— -P« 


=0. 


I    '        «ao  — P«  «ai  «a»       •••       ««« 

Durch  diese  Gleichung  ist  ^T als  Function  von  i,  Qi^  g^-  •  *  g^^  Pt  ^ P2* • » Pa 
dargestellt.     Die  partielle  Differentialgleichung 

d0       - 

auf  welche  das  vorliegende  Problem  führtj  wird  daher,  wie  man  leicht  über- 
sieht, aus  der  Formel  22)  sofort  erhalten,   wenn   man  darin  an  Stelle  von 

d0  dO  dO  dO 
H^PijPt  •  ••Pa  respective  — j-,  — ,  — ,  ^ — substituirt.  Demnach ergiebt 

sich  folgender  Satz: 

„Handelt  es  sich  um  die  Bewegung  eines  demPo- 
„tential  V  unterworfenen  Punktsystems,  welc-hes  in 
„seiner  Beweglichkeit  durch  irgend  welche  mit  der 
„sich  ändernde  Bedingungen  beschränkt  ist;  sind 
„demnach  die.  rechtwinkligen  Coordinaten  rr,  jf,  z 
„irgend  eines  Punktes  m  mit  den  independenten  Ya- 
„riablen  Qi^^t  '••  Qu  <lurch  Relationen  verbunden,  in 
„welchen  ausser  den  genanntenGrössen  auch  noch  die 
„Zeit  vorkommt,  so  hängt  die  Ermittelung  der  in 
„Frage  stehenden  Bewegung  von  der  vollständigen 
„Lösung(D  folgend  er  partiellen  Differentialgleichung 
„ab: 


23) 


r/oo  +  2^-2^ 


dt 


Ha 


Uta  — 


Wfo  — 


30 

dq. 


'•1« 


Uta 


d0 


=0, 


Uat 


»at 


,wo  unter  den  UktdiQ  Ausdrücke: 


_      /a^ a«    öy  ay    82  a£^\ 

"'^'*  "^  Wdqi'^dqt  dqrdqk  dqj 

„und  in  diesen   unter  ^i  >  ^t  *  *  •  9«  ^i®   independenten 
„Variablen,  unter  q^   dagegen  die  Zeit  r  zu  verstehen 

•tiHt,"  Digitizedby  Google 
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Man  tibersieht  leicht,  dass  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefun- 
dene partielle  Differentialgleichung  17)  einen  speciellen  Fall  der  gegen- 
wärtig gefundenen  23)  bildet.  Wendet  man  nämlich  23)  auf  ein  mechani- 
sches Problem  an,  bei  welchem  die  Bedingnngsgleichungen  von  der  Zeit  t 
unabhängig  sind,  so  verschwinden  die  mit  dem  Index  (o)  behafteten  u.  Fal- 
len diese  aber  fort,  so  wird  23)  identisch  mit  17);  wie  man  sofort  erkennt, 
sobald  man  beachtet,  dass  der  Werth  einer  Determinante  ungeändert  bleibt, 
wenn  gleichzeitig  die  Glieder  der  ersten  Horizontal-  und  die  der  ersten 
Verticalreihe  mit  — 1  multiplicirt  werden. 

§.  4- 

Wir  wollen  nun  zu  .den  Problemen  der  relativen  Bewegung  über- 
gehen, und  hierbei  beginnen  mit  dem  Fall  eines  einzelnen  und  frei  be- 
weglichen Punktes  m.  Sind  x,  y^  z  die  nach  drei  unbeweglichen  und  anf 
einander  senkrechten  Axen  gemessenen  Coordinaten  dieses  Punktes,  und 
andererseits  |,  17,  ^  die  Coordinaten  desselben  in  Bezug  auf  ein  in  vorgeschrie- 
bener Bewegung  begriffenes  ebenfalls  rechtwinkliges  Coordinatensystem, 
so  finden  zwischen  diesen  ir,  y,  z  und  £,  i/,  i  Relationen  von  folgender  Form 
statt: 

Ix^^a^  +  ay^  +  ß^ri  +  Yit 

wo  die  0jt,  aic,  ßki  fk  gegebene   Functionen   der  Zeit   sind,    welche    den 
bekannten  6  Gleichungen : 

«i*  +  «i"  +  «3*  =  i,    Ayi  +  fty.  +  j33y$  =  o, 

etc.  etc. 

Genüge  leisten.     Um  die  halbe  lebendige  Kraft: 

durch  die  relativen  Coordinaten  |,  17,  £  darstellen  zu  können,  wird  es  zweck- 
mässig sein,  folgende  Bezeichnungen  einzuführen : 

\  y^ ß't  +^2^2  +  yJ's  =  -  (A /.!+  ^2/2  +  fty))  =  « 
24)      <  «i/t  +  «2/2  +  «3y's  =  —  (yi«'i  +  ^2«  2  +  y8«'s)  =  ^» 

'  ßi  «1  +  ßi^'2  +  ßs^'3  =  —  («1  P^i  +  «2/^2  +  «s/^s)  =  ^ 

0,ff   i+ftjff  ,+  «fjff   ,=  ^ 
ff      I  "1  "  rt 

YiO  i+Yi^  2+7$^  s=^ 
wo  die  Accente  ('),  C)  durchgängig  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  vor- 
stellen sollen.     Auch  wird  es  gut  sein,  sogleich  zu  bemerken,  dass  für  die 
Functionen  a,6,c  folgende  Gleichungen  gelten: 

a\  =  cß^  —  by, 
26)  {   )rj  =  ayi  — c«,. 

/i  =ba^  —  aßi  ^.^.^.^^^  ^y  Google 
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Was  die  Ableitung  dieser  Gleichungen  anbelangt,  so  ergiebt  sich  z.  B. 
die  erste  derselben  sofort,  wenn  man  die  Formeln: 
öfi  a  i  +  «t «'«  +  «s'^'s  ==  Ö 

yi  tt'i  +  y«a  t  +  ya^'s  =  —  * 

der  Reihe  nach  mit  a^,  /3|,  yi  multiplicirt,  und  sodann  alle   drei  addirt;   in 
analoger  Weise  die  beiden  übrigen. 

.  Nunmehr  können  wir  zur  Bildung  des  Ausdruckes  T  übergehen ,   und 
erhalten  zunächst  aus  23  a): 

27)  a.'  =  <i\  +  («,r  +  i?,V  +  yiO  +  («i£+^ii?  +  y',t), 

sodann  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  26) : 

28)  X  =  a,  +  «iW  +  ßiV  +  y^rvy 

wo  für  den  Augenblick  u^v^w  zur  Bezeichnung  folgender  Ausdrücke  ge- 
braucht sind : 

V  =v{  +  cl  —af. 

w  =  f  +  ari  —  hl 

Durch  gleichzeitige  Benutzung  von  27)  und  28)  ergiebt  sich  nun : 


oder: 


«'.,'=.>'.  +  2.'.  'L(?Ll±M.+yjö+(«,„+^^„+y.^)., 


dt 


—  2ff"i(«.l  +  ßiV  +  Y^t)  +  (a.«  +  ß,v  +  Y,wy, 
folglich  mit  Rücksicht  auf  25): 

29)  T=  j  (^  -  2{A^  +  Bf,+ et) +  it^+V +  «/>)), 

wo /"^  eine  Function  ist,  deren  Bedeutung  nicht  weiter  von  Gewicht  sein 
wird. 

Soll  nun  die  Bewegung  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  das  selber  in  Be- 
wegung begriffene  Axensystem  (£,  t;,  {;)  ermittelt  werden,  so  hat  man  die 
Coordinaten  £,  tf,  £  als  Functionen  der  Zeit  so  zu  bestimmen,  dass : 

30)  ^•/(^+  V)di  =  0 

wird,  wo^F  das  gegebene,  von  5,  i2>  f  «»d  möglicher  Weise  auch  noch  von  l 
abhängige  Potential  der  auf  den  P^inkt  einwirkenden  Kraft  vorstellt.  Da 
übrigens  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck   T+  V  zufolge 

29)  denTerm  -t^-tt  enthält,  dieser  Term  aber  in  der  Formel  30)  vollständig 

überflüssig  ist,  so  kann  man  die  zur  Bestimmung  von  £,  t?)  i^  dienende  Be- 
dingung folgen  der  maassen  hinstellen : 

31)  d.fLdi=0, 

wo  L  folgenden  Ausdruck  vorstellen  soll :  ^.^.^.^^^  ^^  GoOglc 
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^=  2  [-2(^l  +  ^ij  +  cö  +  («*+»*+«01+r, 


d.i. 


m 


(r+H-cij)' 


r  +{r+«ij-6i)M 

Bezeichnet  man  diesen  Aufidruck  durch: 

+  2Moir  +  2f/o,V+2«os£'  +  «oo)+^, 
wo  also: 

«ll=Wtl  =  «S3  =  '^ 

«t«  =  ««i  =  wit  =  0 
Woi  =  in(6J:— ctj) 

ist,  so  hat  derselbe  in  Bezug  auf  £',i}',£'  dieselbe  Form,  wie  der  in  §.  3  (19) 

angegebene  Ausdruck  iii  Bezug  auf  q\  ^  q\  ,  .  ,  q  ^, 

Nach  §.  3,  23)  ist  demnach  die  partielle  Differen- 
tialgleichung, auf  deren  Lösung  das  vorliegende 
Problem  zurückkommt,  folgende: 


32) 


ad). 

dO 

«0.  +  2F- 

■\i 

»„i 

ai 

dd> 

"'•    ai 

m 

da> 

««•-ä-n 

0 

da> 

«.0          3f 

0 

«ot  — 


^1? 


^08" 


=  0, 


welche  schliesslich   durch  Einsetzung  der  in  32)   für 
die  «angegebenen  Werthe  übergeht  in: 

dO  dO  dO 

dl  dri  dt 

a     h      c 

Hier  sind  a^  by  Cy  A,  B^  C  bekannte  Functionen  von  /,  welche  mit  den 
ursprünglich  gegebenen  aky  ßky  ykt  Ot  durch  die  Gleichungen  24),  25)  zusam- 
menhftngen.  Femer  ist  V  ebenfalls  eine  gegebene,  von  {,  i;,  f  und  mögli- 
cherweise auch  noch  von  i  abhängende  Function.  GoOqIc 


+  {Al  +  Bfi+Ct)=V. 


278  Ueber  Hamilton's  partielle  DiBFerentialgleichuDg. 


§.  5. 

Schliesslich  mag  noch  der  Fall  eines  Punktsystems  behandelt  werden, 
dessen  Bewegung  in  Bezug  auf  ein,  in  vorgeschriebener  Bewegung  begriffe- 
nes Axensystem  ($,  97,  {;)  bestimmt  werden  soll;  mag  nun  das  Potential  der 
einwirkenden  Kräfte  allein  von  der  Lage  des  Punktsystems  zu  den  Axen 
(I)  >7)  t)i  ^^^^  ^^S  dasselbe  ausserdem  auch  Jioch  abhängig  sein  von  seiner 
Lage  zu  den  festen  Axen  {x,  y,  z);  mag  ferner  die  Beweglichkeit  des 
Systems  frei  oder  in  gegebener  Weise  beschränkt  sein.  Falls  jedoch  der- 
artige Beschränkungen,  d.  i.  gegebene  Bedingnngsgleichungen  zwischen 
den  Coordinaten  1,17,  ^  existiren,  so  soll  (allerdings  nur  der  Einfachheit 
willen)  angenommen  werden/  dass  diese  Bedingungsgleichungen  unabhängig 
von  i  sind. 

Bezeichnet  man  die  Masse  irgend  eines  der  Punkte  des  Systems  mit 
m,  und  die  Coordinaten  desselben  in  den  beiden  Axensystemen  mit  Xyy^z 
ii^d  ii  V^  ti  60  ergiebt  sich  aus  29)  für  die  halbe  lebendige  Kraft  T  des 
Punktsystems  folgender  Ausdruck: 

Die  zur  Bestimmung    der  Bewegung    des   Systems   dienende  Formel  ist 
demnach : 

33)  ö.fLdt  =  0, 
wo  L  folgenden  Werth  hat : 

„(    (r+H-ci,)»/ 

34)  i=S-{  +  iv+ci-  aty  }-  Sm{Ai  +  Bfi  +  Cl;)+  V, 

wenn  nämlich  V  das  gegebene  Potential  vorstellt,  und  die  Summation  S 
über  alle  Punkte  m  des  Systems  ausgedehnt  gedacht  wird.  Bezeichnet 
a  die  Anzahl  von  Gleichungen,  welche  zu  den  gegebenen  zwischen  |,  17,  ^ 
stattfindenden  Bedingungsgleichungen  noch  hinzugefügt  werden  müsste,  um 
die  relative  Lage  des  Punktsystems  in  Bezug  auf  die  Axen  (§,  17,  g)  voll- 
ständig festzustellen ,  kann  man  demnach  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
£,  12,  £  auf  o  independente  Variable  Q^  Qt  *  *  •  ^a  i^educiren:  so  sind  nun 
diese  qk  der  Art  zu  bestimmen,  dass  sie  der  Formel  33)  Genüge  leisten,  dass 
also  die  nach  ihnen  genommene  Variation  des  Integrals  J*Ld(  verschwindet. 
Führt  man  nun  in  34)  an  Stelle  der  ^,  ri\  ^  die  q'k  ein,  so  ergiebt  sich: 


I=sl 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr.  Carl  Neümann.  279 

wo  2  die  über  Ar=  1,  2,  3  . . .  a  ausgedehnte  Saminatioii  andeuten  soll. 
Daraus  folgt: 

35)  L=  4  1  £  {uMiq'k  Qi)  +  V,q\  q\, 

^^  Q\  (ebenso  wie  in  §.  3)  gleich  1  sein  soll,  und  wo  die  Orössen  uj^^  w^,  tt^o, 
je  nachdem  beide  Indices  von  0  Verschieden ,  oder  einer  derselben.,  oder 
beide  gleich  0  sind,  folgende  Werthe  besitzen: 

u,,^Sm[{hi^cfiy  +  {cJ^  —  atY  +  {afi  —  biy]  —  S2m{Al  + Briset). 
Da  nun  der  Ausdruck  35)   dieselbe  Form  besitzt,   wie  der  in  §.  3,  19) 

aufgestellte,  so  ergiebt  sich, 

dass  diepartielleDiffer.eatialgleichang,  auf  deren  Lö- 
sung das  gegenwärtig  vorliegende  mechanische  Pro- 
blem recurrirt,  sofort  erhalten  wird,  wenn  man  in  der 
dort  gefundenen  partiellen  Differentialgleichung  23) 
die  soeben  für  i/jh-,  ti^hy  ^oo  aufgestellten  Werthe  substi- 
tnirt. 


Anf  meinen  besondern  Wunsch  wird  dieser  Aufsatz,  welcher  schon  im 
Jahre  1862  in  einem  Russischen  Jonmal  (BikcTHn&i>MaTeMaTH^ecRHX'i>HayK'i> 
H3/^aHHMH  no^-b  pc^aKi^ieio  TJCEBA.  BHJIbHO.  1862;  S.  ül.)  erschie- 
nen ist,  hier  von  Neuem  veröffentlicht. 

Tübingen,  10.  März  1866.  C.  Neumann. 
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xm.- 

Geometrische  Verwandtschaften  zweiten  Grades. 

Von 

Dr.  Th.  Reye, 

Privatdocent   in   Zürich. 


Denken  wir  uns  ans  zwei  Punkten  S  unch  Sy  einer  Fläche  F  zweiter 
Ordnung  die  sämmtlicben  in  derselben  liegenden  Punkte  durch  Strahlen 
projicirt,  so  werden  S  und  S^^  Mittelpunkte  von  zwei  Strahlenbündeln  ^) ,  die 
80  auf  einander  bezogen  sind ,  dass  je  zwei  entsprechende  Strahlen  dersel- 
ben sich  in  einem  Punkte  der  Fläche  F  schneiden.  Jedem  Strahle  des 
einen  Bündels  entspricht  also  im  Allgemeinen  ein  einziger  Strahl  des  an- 
dern, jeder  Ebene  aber,  d.  h.  jedem  ebenen  Strahlenbüschel  des  einen  Bün- 
dels entspricht  eine  Kogelfläche  des  andern ,  welche  durch  die  Schnittlinie 
jener  Ebene  und  der  gegebenen  Fläche  F  hindurchgeht  Eine  Ausnahme 
hiervon  macht  jedoch  der  gemeinschaftliche  Strahl  S  S^  der  beiden  Bündel 
und  jede  durch  ihn  gehende  Ebene.  Denn  jede  solche  Ebene  entspricht 
offenbar  sich  selbst ,  weil  ihre  Schnittlinie  mit  F  durch  S  und  S^  geht  und 
also  aus  keinem  dieser  Punkte  durch  eine  Kegelfläche  projicirt  wird.  Sind 
aber  a  und  ff,  die  Berührungsebenen  von  FinS  und  S^ ,  so  entsprechen 
dem  Strahle  'S  5| ,  je  nachdem  er  zum  Bündel  S  oder  zu  S^  gerechnet  wird, 
die  sämmtlichen  in  resp.  Ci  oder  a  liegenden  Strahlen  der  Bündel.  Haben 
ferner  a  und  Of  je  eine  oder  je  zwei  Gerade  mit  /'gemein,  ist  also  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  eine  geradlinige,  d.  h.  eine  Kegelfläche  oder  eine  Regel- 
fläche, so  bilden  auch  diese  Geraden  und  alle  durch  sie  gelegten  Ebenen 
eine  Ausnahme  von  obiger  Regel.  Denn  sei  u  eine  solche  in  a  liegende 
Gerade,  die  also  auch  als  Strahl  des  Bündels  S  betrachtet  werden  kann:  so 
entsprechen  diesem  Strahl  in  5^  die  sämmtlichen  Strahlen  der  Ebene  5^u, 
weil  jeder  derselben  dem  Strahle  u  in  einem  Punkte  der  Fläche  F  begegnet, 
wie  verlangt  wird.     Und  da  jede  durch  u  gelegte  Ebene  noch  eine  Gerade 


1)  Die  Ausdrücke  „Strablenbündel,  Mittelpunkt,  reciprok,  involutorisch  etc.'* 
haben  in  vorliegender  Arbeit  diejenige  Bedeutung,  welche  ihnen  beigelegt  wird  u.  A. 
in  y.  Standt's  Geometrie  der  Lage,  Kürnberg  1847  und  in  meinen  Vorträ- 
gen Üb  er  die  Geometrie  der  Lage.     Hannover  1806  bei  BÜmpleji^|p 
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V  mit /'gemein  hat,  so  entspricht  dieser  Ebene  uv  von  S  die  Ebene  S^v  von 
5|,  nicht  aber  eine  Kegelfläche. 

Schneiden  wir  die  Strahlen bündel  S  und  S,  durch  die  resp.  Ebenen  Z 
und  27^,  so  sind  auch  diese  auf  einander  bezogen.  Und  zwar  entspricht  je- 
dem Punkte  der  einen  Ebene  im  Allgemeinen  ein  einziger  Punkt  der  andern, 
jeder  Geraden  aber  ein  Kegelschnitt.  Nur  je  ein  oder  höchstens  je  drei 
Punkte  der  Ebenen  machen  hiervon  eine  Ausnahme,  indem  jedem  derselben 
die  sämmtlichen  Punkte  einer  Geraden  entsprechen,  jeder  durch  einen  von 
ihnen  gehenden  Geraden  aber  wieder  eine  Gerade. 

Zwei  Ebenen,  welche  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  berühren,  können 
auch  so  aufeinander  bezogen  werden,  dass  je  zwei  Strahlen  derselben  ein- 
ander entsprechend  genannt  werden ,  welche  in  irgend  einer  Berührungs- 
ebene der  Fläche  liegen.  Jedem  Strahl  der  einen  Ebene  entspricht  dann 
im  Allgemeinen  ein  einziger  Strahl  der  anderen ,  den  sämmtlichen  Strahlen 
eines  Punktes  aber  die  sämmtlichen  Tangenten  eines  Kegelschnitts.  Auch 
hier  treten  jedoch  Ausnahmen  auf;  z.  B.  die  Schnittlinie  der  beiden  gege- 
benen Ebenen  bildet  eine  solche.  —  Durch  Projiciren  aus  zwei  beliebigen 
Mittelpunkten  können  wir  von  den  Ebenen  zu  Strahlenbündeln  übergehen. 
Jeder  Ebene  des  einen  dieser  Bündel  entspricht  dann  im  andern  eine  Ebene, 
jedem  EbenenbUschel  aber  die  sämmtlichen  Berührungsebenen  einer  Kegel- 
fläche. —  Wir  können  auch  zwei  Ebenen  so  auf  einander  beziehen,  dass 
jedem  Strahl  der  einen  ein  Punkt  der  anderen  entspricht,  jedem  Strahlen- 
büschel aber  ein  Kegelschnitt.  Hieraus  lassen  sich  dann  wieder  analoge 
Beziehungen  zwischen  Strahlenbündeln  ableiten. 

Alle  diese  verschiedenen  Arten  von  Beziehungen  zwischen  Ebenen  und 
Strahlenbündeln  will  ich  im  Folgenden  unter  dem  Namen  „Geometrische 
Verwandtschaften  zweiten  Grades*'  zusammenfassen,  zur  Unter- 
scheidung namentlich  von  den  Verwandtschaften  der  CoUincarität  und  der 
Reciprocität ,  oder  der  Verwandtschaften  ersten  Grades.  Sind 
nämlich  zwei  Ebenen  collinear,  so  entspricht  ebenfalls  jedem  Punkte  der 
einen  ein  Punkt  der  anderen ,  nicht  aber  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt, 
sondern  wieder  eine  Gerade.  Und  sind  zwei  Ebenen  reciprok,  so  entspricht 
jedem  Strahl  der  einen  ein  Punkt  in  der  anderen  Ebene,  und  den  sämmtli- 
chen Strahlen  eines  Punktes  entsprechen  die  sämmtlichen  Punkte  einer 
Geraden ,  und  nicht  eines  Kegelschnitts ,  wie  bei  der  Verwandtschaft  zwei- 
ten Grades. 

Wie  die  projectivische  Verwandtschaft  zwischen  Strahlenbüscheln, 
Ebenenbüscheln  und  Geraden  zu  den  wichtigsten  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte geführt  hat,  ebenso  möchte  das  Studium  der  hier  betrachteten 
geometrischen  Verwandtschaften  zweiten  Grades  analoge  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  aufdecken  können.  So  ist  mir  schon  gelungen, 
cu  nenn  gegebenen  Punkten  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  einen  beliebigen 
zehnten  linear  zu  construiren,  d.h.   durch  9  Punkte   eine  Fläche  zweiter 

ZeiUchrift  f.  Mathematik  a.  Physik.  Xi,  4  19  "^ 
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Ordnung  zu  legen.  Und  zwar  ist  die  nnten  im  §.  2  angegebene  Constmc-* 
tion  zwar  weitläufig  in  der  Ausführung,  aber  doch  im  Princip  ebenso  einfach 
wie  diejenige,  durch  welche  mittelst  projectivischer  Strahlenbüschel  zu  fünf 
gegebenen  Punkten  eines  Kegelschnitts  ein  sechster  gefunden  wird. 

Steiner^),  Seydewitz*)  und  in  neuester  Zeit  die  Herren  Geiser") 
und  Hirst')  haben  bereits  über  die  Verwandtschaften  zweiten  Grades  ge- 
schrieben,  jedoch  theils  besondere  Fälle,  theils  besondere  Lagen  der  g^o 
metrisch  verwandten  Systeme  angenommen.  Ferner  hat  Magnus^)  diese 
Verwandtschaften  ganz  allgemein,  aber  auf  analytischem  Wege  untersucht, 
wobei  ihm  aber  die  vor  Allem  wichtigen  projectivischen  Beziehungen  ent- 
gangen sind.  Ich  glaube  deshalb  ungeachtet  so  bedeutender  schon  vorhan- 
dener Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  meine  Untersuchungen  nicht  zu- 
.  rückhalten  zu  sollen,  zumal  da  der  von  mir  eingeschlagene  Weg  bisher  nicht 
betreten  war.  Schon  bekannte  Sätze  werde  ich ,  wo  sie  erwähnt  werden 
müssen,  mit  möglichster  Kürze  behandeln. 

§.1. 
Wichtigste  Beziehungen  swisohen  geometriBch  verwandten  Ebenen. 

Ich  beschränke  mich  darauf,  die  Verwandtschaften  zweiten  Grades 
zwischen  Ebenen  zu  untersuchen.  Denn  diejenigen  zwischen  Strahlen- 
bündeln oder  zwischen  einem  Strahlenbündel  und  einer  Ebene  werden  auf 
jene  zurückgeführt,  wenn  wir  jeden  Strahlenbündel  durch  eine  Ebene 
schneiden.  Zwischen  zwei  Ebenen  £  und  2^  sind  nun  drei  Arten  solcher 
geometrischer  Veriyandtschaften  möglich,  nämlich  im  Allgemeinen  ent- 
sprieht  entweder : 

1)  jedem  Punkt  von  2  ein  Punkt  von  £^  und  jeder  Geraden  von  £ 
oder  £i  ein  Kegelschnitt  in  resp.  £i  oder  JT;  oder 

2)  jedem  Strahl  von  £  ein  Strahl  von  £^^  und  den  sämmtlichen  Strah- 
len eines  Punktes  von  £  oder  £^  die  sämmtlichen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  in  resp.  £i  oder  j&;  oder 

3)  jedem  Punkt  von  £  ein  Strahl  von  £i ,  und  jeder  Geraden  von  £ 
die  sämmtlichen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  von  2^|,  sowie  je- 
dem Strahlenbttschel  von  £^  die  sämmtlichen  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts von  £ 

Uebrigens  genügt  es,  wenn  ich  nur  auf  den  ersten  Fall  näher  eingehe. 
Denn  ersetzt  man  eine  oder  jede  der  Ebenen  £  und  £^  durch  eine  reciproke 
Ebene ,  so  ergeben  sich  aus  diesem  ersten  Fall  sofort  die  beiden  übrigen, 
und  alle  für  i)  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  ohne  Weiteres   auf  2) 


i)  Systematiiche  Entwickelung  etc.  pag<  251  —205. 
8)  Granert's  Archiv  Bd.  7,  pag.  113—148. 

3)  Mittheilungcn  der  Berner  Naturf.  Gesellschaft  1865. 

4)  Proceeding»  ofthe  Royal  Society  1865  pag.  92  —  106. 


ö)  Aufgaben  and  Lehrsätze  aas  der  analytischeii  Geometrie 

üigitizei 
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oder  3)  übertragen.  Nur  wo  besondere  Lagen  in  Betracht  kommen,  mfissen 
die  letzteren  Arten  der  Verwandtschaft,  sowie  die  Verwandtschaften  zwi- 
schen Strahlenbündeln  besonders  untersucht  werden. 

Die  einfachste  Art,  zwei  Ebenen  ^und  £i  auf  die  in  1)  angedeutete 
Weise  auf  einander  zu  beziehen,  ist  wohl  die  folgende.  Man  beziehe  £  und 
Zj^  in  doppelter  Weise  reciprok  auf  einander,  so  dA6§  jeder  Punkt  der  einen 
Ebene  zwei  Polaren  in  der  andern  besitzt,  und  nenne  dann  je  zwei  Punkte 
einander  entsprechend,  von  denen  der  eine,  und  folglich  jeder  auf  beiden 
Polaren  des  andern  liegt.  ^)  Jedem  Punkte  von  £  entspricht  hiernach  im 
Allgemeinen  ein  einziger  Punkt  in  2Ji,  nämlich  der  Schnittpunkt  seiner  bei- 
den Polaren;  jeder  Geraden  aber  ein  zu  ihr  projectivischer  Kegelschnitt. 
Denn  die  Polaren  der  sftmmtlichen  Punkte  einer  Geraden  k  bilden  zwei  zu 
dieser  und  folglich  auch  zu  einander  projectivische  Strahlenbttschel,  welche 
sich  schneiden  in  dem  jener  Geraden  entsprechenden  Kegelschnitt  Xj.  Im 
Folgenden  soll  der  ganz  specielle  Fall  ausgeschlossen  sein,  in  welchem 
jeder  solche  Kegelschnitt,  wie  »i,  aus  Geraden  besteht.  Derselbe  tritt  dann 
ein ,  wenn  die  beiden  in  JS,  angenommenen  und  zu  Z  reciproken  Ebenen 
perspectivische  Lage  haben. 

In  den  Ebenen  £  und  27}  giebt  es  gewisse  Punkte ,  die  mehr  als  einen 
Punkt  zu  entsprechenden  haben.  Jeder  solche  Punkt  soll  ein  Haupt- 
punkt genannt  werden.  Da  seine  beiden  Polaren  mehr  als  einen  Punkt 
gemein  haben,  so  fallen  dieselben  zu  einer  einzigen  Geraden  zusammen, 
welche  eine  Hauptlinie  heissen  soll.  Jeder  Punkt  einer  solchen  Haupt- 
linie  entspricht  sonach  dem  Hauptpunkte,  dessen  Polare  sie  ist,  und  dessen 
entsprochende  Hauptlinie  sie  aus  diesem  Grunde  genannt  wird.  Da 
nun  alle  Hauptlinien  der  einen  Ebene  mit  jeder  in  derselben  gelegenen  Ge- 
raden Punkte  gemein  haben,  so  folgt: 

Jeder    Kegelschnitt    der    einen    Ebene,    welcher 
einer   Geraden    der   andern    Ebene    entspricht,   geht 
durch  alle  Hauptpunkte  der  erst ereu. 
Es  kann  daher  nur  eine  beschränkte  Zahl  von  Hauptpunkten  geben. 

Mögen  nun  den  Geraden  k  und  /  ron  £  die  Kegelschnitte  x,  und  Af 
von  £i  entsprechen,  so  haben  die  letzteren  den  Punkt  P,  geroein,  welcher 
dem  Schnittpunkte  P  von  k  und  /  entspricht ,  und  folglich  noch  mindestens 
einen  und  höchstens  drei  weitere  reelle  Punkte.  Denn  dass  «i  und  1^  sich 
etwa  nur  berühren  in  /\,  ohne  sich  ausserdem  zu  schneiden,  Iftsst  sich  leicht 
vermeiden ,  indem  /  durch  zwei  solche  Punkte  gelegt  wird ,  deren  entspre- 
chende durch  X|  von  einander  getrennt  sind.  Alsdann  liegt  A,  theilweise 
innerhalb  und  theilweise  ausserhalb  14,  und  bat  deshalb  mit  94  mindestens 


2)  Nennt  man  zwei  Strahlen  der  Ebenen  einander  entsprechend,  wenn  jede 
durch  die  beiden  Pole  der  anderen  geht,  so  erhält  man  die  zweite  Art  der  geometrischen 
Verwandtschaft  zweiten  Grades.  Ebenso  entsteht  die  dritte  Art,  wenn  £  ^-doppelter 
Weise  collinear  auf  £1  bezogen  wird  u.  s.  w.  ^^i^i^^d  by  V^ÖOgie 
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einen  und  höchstens  drei  reelle  Punkte  ausser  Pf  gemein.  Jeder  dieser 
letzteren  ist  ein  Hauptpunkt  von  2^, ,  wei'  ihm  sowohl  auf  k  als  auch  auf  / 
ein  von  P  verschiedener  Punkt  entspricht.     Also: 

Jede  der  Ebenen  ^und  Tj  hat  mindestens  einen 
reellen  Hauptpunkt  und  höi  istens  drei  solche. 
Sei  u  eine  Hauptlinie  von  E  und  a^  eine  beliebige  durch  den  entspre- 
chenden Hauptpunkt  27]  gehende  Gerade  von  Z^.  Dann  bilden  die  Polaren 
der  sämmtlichen  Punkte  von  a^  in  Z  zwei  zu  a^  und  folglich  zu  einander 
projectivische  Strahlenbüschel ,  welche  perspectivisch  liegen,  weil  sie  die 
Hauptlinie  u  entsprechend  gemein  haben.  Sie  schneiden  sich  daher  in 
einer  zu  a^  projectivischen  Geraden  a ,  welche  mit  u  zusammen  den  der  a^ 
entsprechenden  Kegelschnitt  ausmacht.  Umgekehrt  entspricht  der  Gera- 
den  a  die  Gerade  a^  und  kein  krummer  Kegelschnitt.  Daraus  aber  folgt, 
dass  a  durch  einen  reellen  Hauptpunkt  der  Ebene  2  gehen  muss.  Denn 
weil  die  Polaren  der  sämmtlichen  Punkte  von  a  sich  paarweise  auf  ai  schnei- 
den, so  bilden  dieselben  zwei  perspectivisch e  Strahlenbüschel,  und  in  dem 
gemeinschaftlichen  Strahle  dieser  Büschel  fallen  daher  die  beiden  Polaren 
irgend  eines  Punktes  von  a,  d.  h.  eines  Hauptpunktes  zusammen.     Also : 

Jede  Gerade,,  welcher  ein  aus  Geraden  bestehen- 
der Kegelschnitt  entspricht,  geht  durch  einen  reellen 
Hauptpunkt,  und  umgekehrt. 
Durch  den  Strahlenbüschel  ü^  werden  die  Kegelschnitte  »j  und  l^  und 
folglich  auch  die  entsprechenden  Geraden  k  und  /  projectivisch  so  auf  ein- 
ander bezogen ,  dass  die  Kegelschnitte  den  Punkt  P^ ,  und  somit  die  Gera- 
den ihren  Schnittpunkt  P  entsprechend  gemein  haben.  Letztere  liegen  da- 
her perspectivisch,  und  die  sämmtlichen  Geraden  a,  welche  den  durch  ü^ 
gehenden  Geraden  a^  entsprechen,  bilden  einen  (zu  Ar,  %^  und  folglich)  zu 
V^  projectivischen  Strahlenbüschel ,  dessen  Mittelpunkt  mit  U  bezeichnet 
werde.  Die  Hanptlinie  u  geht  nur  dann  durch  ü  oder  ist  nur  in  dem  Falle 
ein'Projectionsstrahl  der  perspectivischen  Geraden  k  und  /,  wenn  Xf  und  1^ 
sich  in  27,  berühren ,  und  deshalb  ü^  sich  selbst  entspricht  in  x^  und  2|. 
Weil  nun  auf  jeder  durch  ü  gehenden  Geraden  a  ein  Hauptpunkt  liegen 
muss,  so  ist  17  selbst  dieser  Hauptpunkt;  denn  sonst  enthielte  die  Ebene  £ 
unendlich  viele  Hauptpunkte ,  was  unmöglich  ist.  Wir  wollen  die  Haupt- 
punkte ^1  und  Ineinander  zugeordnet  nennen,  so  dass  jedem  Haupt- 
punkte der  einen  Ebene  ein  solcher  in  der  anderen  Ebene  zugeordnet  ist. 
Daraus  ergiebt  sich  zunächst : 

Die  Zahl  der  reellen  Hauptpunkte  und  daher  auch 

der   reellen^auptlinien   ist    in     beiden  Ebenen    die 

gleiche,    und  jede    der  Ebenen   enthält  ebenso  viele 

Hauptpunkte  wie  Hauptlinien. 

Auch  lassen   sich  die   eben  gefundenen  Sätze  wie  folgt  zusammen- 
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Jeder  durch  einen  Hauptpunkt  U^  gehenden  Gera- 
den a^  entspricht  (ausser  der  dem  U^  entsprechenden 
Hanptlinie  u)  eine  durch  den  zugeordneten  Haupt- 
punkt V  gehende  und  zu  a^  projoctivische  Gerade  a. 
Die  Büschel  Z7,  und  ü  sind  proj  ecti  visch  in  Ansehung 
ihrer  einander  entsprechenden  Geraden,  und  sollen 
zugeordnete  Hanptbüschel  genannt  werden. 

Liegt  Z7auf  «,  so  berühren  sich  im  zugeordneten 
Hauptpunkte     V^    je    zwei    Kegelschnitte    jc^    und   A^, 
welche  irgend  zweiGeraden  k  und  /  von  £  entspre- 
chen, und  umgekehrt. 
lieber  die  gegenseitige  Lage   der  Hauptpunkte  und     anptlinien  giebt 
uns  der  Satz  Aufschluss : 

Der  Schnittpunkt  von  zwei  Hauptlinien  jeder 
Ebene  ist  ein  Hauptpunkt,  und  die  Verbindungslinie 
von  z^ei  Hauptpunkten  eine  Hauptlinie. 
Nämlich  der  Schnittpunkt  von  zwei  Hauptlinien  entspricht  zwei  Haupt- 
punkten, mit  deren  Verbindungslinie  daher  seine  beiden  Polaren  Zusam- 
menfallen. Da  überhaupt  jedem  Hauptpunkt  diejenige  Hauptlinie  ent- 
spricht, in  welcher  seine  beiden  Polaren  sich  vereinigen,  so  dürfen  wir  auch 
sagen : 

Von   zwei  in   E  und  Zx  gegebenen  Hauptpunkten 
liegt  entweder  keiner  oder  jeder  in  der  entsprechen- 
den Hauptlinie  des  andern. 
Endlich  lässt  sich  noch  folgender  Satz  leicht  beweisen : 

Wenn  ein  krummer  Kegelschnitt,  der  einer  Gera- 
den entspricht,  irgend   eine  HauptUnie   seiner  Ebene 
schneidet  oder  berührt,  so   ist  jeder  dieser  gemein- 
schaftlichen Punkte  ein  Hauptpunkt. 
Einem  solchen  gemeinschaftlichen  Punkte  entspricht  nämlich  nicht  nur  ein 
Hauptpunkt,  sondern  ausserdem  ein  Punkt  jener  Geraden. 

Zu  den  Hauptpunkten,  welche  hiernach  auf  einer  Hauptlinie  m,  von  Z, 
liegen,  gelangen  wir  auch  durch  folgende  Betrachtung.  Sei  U  derjenige 
Hauptpunkt  von  2^,  dessen  beide  Polaren  in  t/|  liegen.  Jeder  Strahl  von 
X  hat  im  Allgemeinen  zwei  Polo  in  2^,,  und  zwar  liegen  die  Pole  der  sämmt- 
lichen  Strahlen  von  ü  auf  der  Hauptlinie  u, ,  wo  sie  zwei  zu  dem  Büschel  ü 
und  folglich  auch  zu  einander  projectivische  Gerade  bilden.  Dieselben 
haben  nach  bekannten  Sätzen  zwei  Punkte  entsprechend  gemein ,  so  dass 
für  zwei  Strahlen  von  ü  die  beiden  Pole  zusammenfallen;  und  diese  beiden 
Punkte  sind  die  in  ii,  liegenden  Hauptpunkte.  Wie  bekannt,  können  die 
beiden  Punkte,  welche  zwei  aufeinander  liegende  projectivische  Gerade 
gemein  haben,  auch  zusammenfallen,  oder  auch  conjugirt  imaginär  werden- 
Dieser  letztere  Fall  verdient  eine  besondere  Erörterung.  ^  j 
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Sei  k  eine  beliebige  Gerade  in  Z^  welche*  den  Hanptbüschel  ü  schnei- 
det, Xj  der  entsprechende  Kegelschnitt  in  £^,  Dann  können  wir  nns  Xi  wie 
folgt  construirt  denken.  Wir  suchen  zu  k  die  beiden  Pole  in  Z^  und  ebenso 
zu  irgend  einem  Strahle  a  von  V.  Die  Polaren  des  Schnittpunktes  S  von 
k  und  a  sind  dann  diejenigen  beiden  Geraden ,  w.elche  die  Pole  von  h  be- 
ziehungsweise mit  den  Polen  von  a  verbinden,  und  dem  Punkte  S  entspricht 
der  Schnittpunkt  S^  dieser  beiden  Verbindungslinien.  Wir  finden  also  den 
Kegelschnitt  X| ,  indem  wir  aus  den  Polen  von  k  beziehungsweise  die  in  u, 
liegenden  projectivischen  Geraden  durch  zwei  Strahlenbüschel  projiciren, 
und  deren  Schnittcnrve  aufsuchen.  Dieser  Kegelschnitt  geht  durch  die 
r'eellen  oder  imaginären  Punkte,  welche  jene  projectivischen  Geraden  ge- 
mein haben.  Da  dasselbe  von  jedem  zweiten  Kegelschnitt  i|  der  Ebene  £i 
gilt,  welche  einer  Geraden  /  von  Z  entspricht,  so  folgt  der  Satz: 

Jede   Hauptlinie    der   einen   Ebene    ist   entweder 
eine  gemeinschaftliche  Tangente,  oder  eine  gemein- 
schaftliche reelle  oder  ideale  Secante*der  sämmtli- 
chen  Kegelschnitte,   welche  den  Geraden   der  andern 
•     Ebene  entsprechen.     Jeder  dieser  Kegelschnitte  geht 
durch     alle    reellen    oder    imaginären    Hauptpunkte 
seiner  Ebene. 
Seien  nun  U  und  V^  zwei  zugeordnete  Hauptpunkte  der  Ebenen  Z  und 
Zi ,   und   resp.  ti^  und  u  die  entsprechenden  Hauptlinien  von  ^i  und  Z\  sei 
ferner  wie  vorhin  k  eine  beliebige  Gerade  von  £*,  und  »j  der  entsprechende, 
durch  27|  gehende  Kegelschnitt  von  Z^     Dann   sind  folgende  Fftlle  zu  un- 
terscheiden: 

Wenn  ü^  ausserhalb  U|  liegt^  und  folglich  ü  ausserhalb  t<,  so  kann : 

1)  t^i  von  «1  in  noch  zwei  reellen  Hauptpunkten  F,  und  f^i  ge- 
schnitten werden.  Jede  der  beiden  Ebenen  enthält  dann  ein 
reelles  Dreieck,  dessen  drei  Eckpunkte  die  Hauptpunkte,  und  des- 
sen drei  Seiten  die  Hauptlinien  der  Ebene  sind.  Jeder  Haupt- 
punkt liegt  derjenigen 'Hauptlinie  gegenüber,  welche  dem  zugeord- 
neten Hauptpunkte  entspricht  (vergl.  den  Fall  5). 

2)  t/|  kann  von  k^  in  einem  Hauptpunkte  F,  berührt  werden.  Dann 
enthält  jede  Ebene  zwei*Hauptpunkte  und  zwei  Ilauptlinien.  Und 
zwar  sind  die  Schnittpunkte  der  zwei  Paar  Hauptlinien  dais  eine 
Paar  zugeordneter  Hauptpunkte;  das  andere  Paar  liegt  auf  den 
beiden  Hauptlinien,  welche  jenem  ersten  Paar  Hauptpunkten  ent- 
sprechen. 

3)  ttt  hat  mit  X|  zwei  imaginäre  Punkte  gemein.  In  jeder  Ebene 
liegt  nur  ein  reeller  Hauptpunkt  und  eine  nicht  durch  denselben 
gehende  reelle  Hauptlinie;  ausserdem  aber  zwei  imaginäre  Haupt- 
punkte und  zwei  imaginäro  Hauptlinien.  Die  Hauptpunkte  und 
Hauptlinien  jeder  Ebene  bilden  die  Eckpunkte  und  Seiten   eines 
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imaginären  Dreiecks,  in  welch eiii  nur  ein  Eckpunkt  nebst  der  ge- 
genüberliegenden Seite  reell  ist. 
Liegt  dagegen  ü^  auf  u^  und  folglich  V  auf  u^  so  kann : 

4)  u^  von  Xi  in  U^  berührt  werden.  In  diesem  Falle  enthält  jede 
Ebene  nur  einen  Hauptpunkt  und  eine  durch  denselben  gehende 
Hauptlinie. 

5)  Oder  u^  wird  von  Xj  in  noch  einem  Hauptpunkte  V^  geschnitten. 
Da  alsdann  die  entsprechende  Hauptlinie  v  durch  ü  gehen  muss, 
so  ist  dieser  Fall  mit  dem  unter  2)  angeführten  identisch,  abgesehen 
von  der  Bezeichnung.  Denn  aus  der  Untersuchung  über  zugeord* 
nete  Hauptpunkte  ergab  sich ,  dass  xi  in  ü^  von  jedem  andern, 
einer  Geraden  /  entsprechenden  Kegelschnitt  Ij  der  Ebene  ^i  be- 
rührt wird ,  wenn  U  anf  u  liegt.  Also  haben  Xj  und  X^  keinen 
Hauptpunkt  ausser  U^  und  V^  mit  einander  gemein. 

Sei  nun  P  der  Schnittpunkt  von  k  und  /,  so  haben  die  Kegelschnitte  Xi 
und  A^  ausser  den  Hauptpunkten  von  Z^  noch  denjenigen  Punkt  Py^  mit  ein- 
ander gemein,  welcher  dem  Punkt  P  entspricht.  Wenn  xj  und  A|  einander 
berühren  in  Pj,  so  entspricht  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangente  ein  Kegel* 
schnitt,  welcher  mit  jeder  der  Geraden  k  und  /  nur  den  Schnittpunkt  P  ge- 
mein hat,  und  also  aus  zwei  durch  P  gehenden  Geraden  bestehen  muss. 
Jene  Tangente  enthält  deshalb  einen  Hauptpunkt,  und  weil  alle  Haupt- 
punkte von  Z^  auf  x,  und  l^  liegen ,  so  kann  nur  P,  jener  Hauptpunkt  sein, 
und  P  liegt  folglich  auf  einer  Hauptlinie,  Wenn  also  P  nicht  auf.  einer 
Hauptlinie  von  fliegt,  so  müssen  x^  und  Ai  einander  schneiden  in  P^ 
Wir  wollen  diesen  Fall  hier  annehmen  und  bemerken,  dass  zwei  so  sich 
sehneidende  Kegelschnitte  entweder  vier  Schnittpunkte ,  von  denen  zwei 
imaginär  sein  können,  oder  zwei  Schnittpunkte  und  einen  Berührungspunkt, 
oder  zwei  Schnittpunkte,  von  denen  der  eine  zugleich  Berührungspunkt  ist, 
mit  einander  gemein  haben.     Daraus  folgt: 

Die  Kegelschnitte  k^  und  A|  schneiden  einander  und  die 
Hauptlihien  im  Falle  1)  in  den  drei  reellen  und  im  Falle  3)  in  dem 
reellen  und  den  beiden  imaginären  Hauptpunkten.  Im  Falle  2) 
dagegen  berühren  sie  einander  und  die  eine  Hauptlinie  einfach  in 
dem  einen  Hauptpunkte,  und  schneiden  einander,  sowie  die  zweite 
Hauptlinie  in  dem  zweiten  Hauptpunkte.  Endlich  im  Falle  4)  be- 
rühren sie  einander  (dreipunktig)  und  die  Hauptlinie  in  dem 
Hauptpunkte. 
Hiernach  ist^es  wohl  gestattet,  die  genannten  vier  Fälle  wie  folgt  zu- 
sammen zu  fassen : 

Die  Hauptlinien  und  Hauptpunkte  jeder  Ebene 
bilden  die  Seiten  und  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  wel- 
chem jeder,  einer  Geraden  der  zweiten  Ebene  ent- 
sprechende Kegelschnitt  umschrieben  ist,  V^^  wel- 
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ches  das  Hanptdreieok    der  Ebene  heisnen   soll.     Zwei 
Seiten  und  die  ihnen  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
können   conjugirt  imaginär   sein;    auch  können   zwei 
oder  alle  drei  Eckpunkte,   und  damit  auch   die   gegen- 
überliegenden Seiten  zusammenfallen. 
Wenn  nämlich  zwei  Eclcpunkte  eines  Dreiecks ,   welchem  zwei  Kegel- 
schnitte umschrieben  sind,  zusammenfallen ,    so  wird  die  verbindende  Seite 
XU  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kegelschnitte.     Wenn  auch  der 
dritte  Eckpunkt  sich  mit  den  beiden  ersten  vereinigt,   so  berühren  sich  die 
Kegelschnitte   dreipunktig.     Werden   dagegen  zwei  Eckpunkte   conjugirt 
imagin&r,  so   ist  ihre   Verbindungslinie  eine  ideale  Secante   der  Kegel- 
schnitte. —  In  der  Folge  sollen  die  Hauptdreiecke  ei  gentliche  Dreiecke 
genannt  werden,  wenn  sie  je  drei  reelle  Eckpunkte  und  folglich   auch  drei 
reelle  Seiten  haben,  von  denen  keine  zwei  zusammenfallen. 

Von  den  vier  soeben  aufgestellten  Fällen  haben  Steiner  und  Seyde- 
witz  nur  den  ersten  behandelt,  und  Seydewitz  hat  den  zweiten  beiläufig 
angedeutet.  Auch  scheint  es  unmöglich,  auf  dem  Wege,  welchen  dieselben 
eingeschlagen  haben,  zu  den  übrigen  Fällen  zu  gelangen. 

§.2. 
KegelschüittbüsoheL    Beziehen  «von  Ebenen  auf  einander  unter  gegebenen 

Bedingungen. 

Bekanntlich  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  drei  gegebene  Punkte  mit 
einem  gegebenen  Kegelschnitt  gemein  haben  soll,  eindeutig  bestimmt,  sobald 
noch  irgend  zwei,  also  im  Ganzen  fünf  Punkte  desselben  bekannt  sind.  JJtiä 
zwar  dürfen  die  drei  Punkte  des  gegebenen  Kegelschnitts  theilweise  oder 
alle  auf  die  oben  angegebene  Art  zusammenfallen ,  auch  können  zwei  der- 
selben conjugirt  imaginär  sein.     Daraus  können  wir  schliessen: 

Jeder  dem  Hauptdreieck  der  einen  Ebene  um- 
schriebene Kegelschnitt  entspricht  einer  Geraden 
der  andern  Ebene. 
Der  Geraden  nämlich,  welche  irgend  zwei  Punkte  verbindet,  deren  ent> 
sprechende  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitt  liegen  und  keine  Hauptpunkte 
sind,  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  offenbar  mit  jenem  fünf  Punkte 
gemein  hat,  also  mit  ihm  identisch  ist.  Streng  genommen  entspricht  übri- 
gens diesem  Kegelschnitt  nicht  nur  jene  Gerade,  sondern  ausserdem  jede  Seite 
des  Hauptdreiecks  der  zweiten  Ebene,  also  eine  Linie  vierter  Ordnung. 

Den  sämmtlichen  Geraden  der  Ebene  £y  welche  durch  einen  Punkt  P 
gehen,  entsprechen  in  2^  die  sämmtlichen  Kegelschnitte,  welche  dem  Haupt- 
dreieck umschrieben  sind  und  durch  den  entsprechenden  Punkt  Pj  gehen. 
Durch  jeden  andern  Punkt  Qt  von  2J,  geht  nur  ein  einziger  Kegelschnitt 
dieses  Linienbüschels  P^,  weil  durch  den  entsprechenden  Punkt  Q  nur  eine 
einzige  Gerade  des  Strahlenbüschels  P  geht.     Wenn  P  auf  /keiner  Haupt- 
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linie  von  fliegt,  so  schneiden  sich  alle  jene  Kegelschnitte  ip  P, ;  liegt 
dagegen  P  auf  einer  Hanptlinie  ti,  so  fällt  P^  mit  dem  entsprechenden 
Hauptpunkte  ü^  zusammen,  in  welchem  sodann  alle  jene  Kegelschnitte 
einander  und  diejenige  Gerade  herfihreo,  welche  dem  Strahle  IJ  P  des  zu- 
geordneten Hauptpunktes  V  entspricht.  Denn  die  Kegelschnitte  hahen 
mit  jener  Geraden  nur  den  Punkt  Ui  gemein,  weil  ihre  entsprechenden  Ge- 
raden mit  VP  nur  den  auf  u  liegenden  Punkt  P  gemein  haben.  Je  nachdem* 
nun  das  Hanptdreieck  V^  F,  fV^^  von  JS^  reell  oder  imaginär  ist,  und  je  nach- 
dem keine,  oder  zwei  y  oder  alle  Hauptpunkte  desselben  zusammenfallen, 
haben  die  Kegelschnitte  des  Büschels  P,  eine  der  folgenden  Lagen  zu 
einander : 

A.  Wenn  P  auf  keiner  Hauptlinie  von  -S  liegt,  und  folglich  P,  mit 
keinem  Hauptpunkte  von  Z^  zusammenfallt: 

1)  Sämmtliche  Kegelschnitte  des  Btischels  P^  schneiden  sich  in  den 
vier  Punkten  P, ,  [7,,  Fj,  W^,  von  denen  zwei,*etwa  V[  und  Wx^ 
auch  imaginär  sein  können; 

2)  Sie  schneiden  sich  in  zwei  reellen  Punkten  i\  und  V^ ,  und  be- 
rühren einander  einfach  in  einem  dritten  Punkte  Fjf 

3)  Sie  schneiden  einander  in  zwei  Punkten  P^  und  XJ^y  und  berühren 
einander  zugleich  dreipunktig  im  letzteren  Ux. 

B,  Liegt  dagegen  P  auf  einer  Hauptlinie  u  von  ^,  und  fällt  sonach 
Pi  zusammen  mit  dem  entsprechenden  Hauptpunkte  Vi  von  ^i,  so 
folgt: 

4)  Sämmtliche  Kegelschnitte  berühren  einander  einfach  in  V^^  und 
schneiden  einander  in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten  F| 
und   Wx\ 

5)  Sie  berühren  einander  einfach  in  zwei  Punkten  U^  und  F|; 

6)  Sie  berühren  einander  vierpunktig  in  27^. 

Alle  diese  sechs  Fälle  lassen  sich  zusammenfassen  zu  dem  Satze : 

Die  sftmmtliohen  Eegehohnite  dea  Btlsohela  sind  einem 
Tiereck  V^  V^  J^iP,  umschrieben. 
Wir  brauchen  nämlich  nur  anzunehmen ,  dass  zwei  von  den  Eckpunkten 
des  Vierecks  conjugirt  imaginär  sein  dürfen ,  sowie  dass  beliebig  zwei, 
drei  oder  alle  Eckpunkte  zusammenfallen  können.  Denn  fallen  nur  zwei 
Eckpunkte  zusammen,  so  entsteht  einer  der  Fälle  2)  oder  4);  fallen  drei 
zusammen,  so  erhalten  wir  den  Fall  3);  vereinigen  sich  zweimal  zwei  Eck- 
punkte,, so  entsteht  5),  und  vereinigen  sich  alle  vier ,  so  haben  wir  die  vier- 
punktige  Berührung  von  6). 

Der  Kegelschnittbüschel  P,  soll  zu  dem  ihm  entsprechenden  Strahlen- 
büschel P  projectivisch  heissen,  weil  jeder  Geraden  a,  welche  den  letzteren 
schneidet,  im  Allgemeinen  ein  projectivischer  Kegelschnitt  a^  entspricht, 
welcher  durch  P^  geschnitten  wird ,  so  dass  nämlich  J€k,zj||rej  ^ei|t8prechende 
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Punkte  von  a  und  «i  auf  awei  entsprechenden  Linien  der  Büschel  F  nnd  /\ 
liegen.  Geht  die  Gerade  a  durch  einen  Hauptpunkt  ü,  so  entspricht  ihr 
eine  projectivische  Gerade  Oi ,  die  durch  den  zugeordneten  Hauptpunkt  U^ 
geht,  und  für  welche  ganz  dasselbe  gilt,  wie  für  den  Kegelschnitt  or,.  End- 
lieh wird  auch  jede  Gerade^,,  welche  durch  P^  geht,  von  dem  Kegelschnitt- 
büsehel  Pi ,  und  der  entsprechende ,  durch  P  gehende  Kegelschnitt  y  von 
dem  Strahlenbüschel  P  so  geschnitten ,  dass  g^  und  y  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen  werden. 

Wir  wollen  den  Kegelschnittbüschel  P|  auch  zu  jedem  Gebilde  pro* 
jeetivisch  nennen,  welches  zu  dem  Strahlenbüschel  P  projectivisch  ist;  so 
dass  P,  nicht  nur  zu  allen  Geraden  a  und  allen  durch  P  gehenden  Kegel- 
schnitten y,  welche  vom  Büschel  P  geschnitten  werden,  sondern  auch  zu 
den  entsprechenden  Kegelschnitten  ctj  und  Geraden  g^  projectivisch  ist  Da 
aber  jeder  Punkt  von  «i  oder  gi  auf  dem  ihm  entsprechenden  Kegelschnitt 
des  Büschels  Pi  li^gt,  so  ist  es  zweckmässig,  von  diesen  Gebilden  zu  sagen, 
sie  liegen  perspectivisch  zum  Büschel P].  Je  zwei  zum  Büschel  Pi  (und 
folglich  auch  zu  P)  projeetivische  Gebilde  sind  auch  zu  einander  projecti- 
visch.    Um  so  mehr  folgt: 

Gerade  und  Kegelschnitte,  welche  zu  einem  Bü- 
schel von  Kegelschnitten  perspectivisch  liegen,  sind 
zu  einander  projectivisch. 
Wir  nennen  deshalb  vier  Kegelschnitte  des  Büschels  harmonisch,  wenn 
sie  eine  und  folglich  jede  Gerade,  die  durch  einen  Hauptpunkt,  sowie  jeden 
Kegelschnitt,   der  durch  drei  Hauptpunkte  des  Büschels  hindurchgeht,  in 
vier  harmonischen  Punkten  schneiden.     Um  einen  Kegelschnittbüschel  auf 
irgend  ein  anderes  Gebilde,  z.  B.  eine  Gerade,  projectivisch  zu  beziehen, 
brauchen  wir  nur  letztere  auf  irgend  ein  zum  Kegelschnittbüschel  perspecti- 
visches  Gebilde  projectivisch  zu  beziehen.     Also  dürfen  wir  irgend  drei 
Kegelschnitte  des  Büschels  drei  beliebigen  Punkten  der  Geraden  willkürlich 
zuweisen,   wodurch  aber  dann  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels   ein  be- 
stimmter Punkt  der  Geraden  zugewiesen  ist.     Daraus  folgt  indirect: 

Wenn  ein  Kegelschnittbüschel  Pf  projectivisch 
ist  zu  einer  Geraden  ^1,  die  durch  einen  Hauptpunkt, 
oder  zu  einem  Kegelschnitt  Ol,  der  durch  drei  Haupt- 
punkte des  Büschels  geht,  und  wenn  drei  Punkte  von 
^loderofi  au  fden  ihnen  entsprechenden  Kegelschnit- 
ten von  Pi  liegen,  so  ist  ^i  oder  «i  perspectivisch  zu  Pf. 
Endlich  stelle  ich  noch  den  folgenden  Satz  auf: 

Wenn  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  P|  in  einem 

Hauptpunkte    Uf   von  verschiedenn  Geraden    berührt 

werden,  so  bilden  diese  sämmtlichen  Tangenten  einen 

zu  P,  projectivischen  Strahlenbüschel  27,. 

Denn  der  zugeordnete  Strahlenbüschel  U  liegt  zum  Strahlen btfgth^P  per- 
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speeiiyisch ,  indem  je  swei  entsprechende  Strahlen  sich  auf  der  Hanptlinie 
u  schneiden. 

Diese  Sätze  gelten  für  jeden  Büschel  von  Kegelschnitten,  welche  einem 
Viereck  umschrieben  sind;  nnd  swar  können  irgend  drei  von  den  Eckpunk- 
ten des  Vierecks  (von  denen  auch  zwei  imaginär  sein  and  beliebig  viele 
zosammenfallen  dürfen)  als  Hauptpunkte  der  EbenQ  augesehen  werden« 
Denn  auf  diese  Ebene  Z|  lässt  sich  eine  zweite  Ebene  2  stets  so  beziehen, 
dass  zwischen  27]  und  £  eine  geometrische  Verwandtschaft  zweiten  Grades 
besteht,  und  zugleich  jene  drei  Eckpunkte  die  Hauptpunkte  von  2?|  bilden. 
Weil  aber  dann  nach  dem  am  Eingang  dieses  Paragraphen  aufgestellten 
Satze  dem  Kegelschnittbüsehel  ein  Strahlenbüschel  entspricht,  so  sind 
unsere  Sätze  über  Kegelschnittbüsehel  evident.  Die  Möglichkeit  jedoch^ 
zwei  Ebenen  £i  und  £  in  der  soeben  angegebenen  Weise  auf  einander  zu 
bezieben,  ergiebt  sich  ans  folgendem  Satze : 

Soll   zwischen    zwei  Ebenen  2  und   Z^    eine  Ver- 
wandtschaft zweiten  Grades   aufgestellt  werden,  so 
können  in  ^  irgend  zwei  Gerade  A:  und  ■/  angenommen, 
und  auf  diese   irgend   zwei  Kegelschnitte  x,  und  A|    in 
JS|  resp.  projectivisch  so  bezogen  werden,  dass  einem 
gemeinschaftlichen   reellen  Punkte  P|   der  letzteren 
der  Schnittpunkt  P  von  Ar  und/  entspricht:     Dadurch 
aber  ist  nicht  nur  jedem  Punkte  von  Arund /ein  be* 
Btimmter  Punkt  von  resp.  »|  und  If,  sondern  überhaupt 
jedem  Punkte  von^ein  Punktvo'nll^  zugewiesen;  und 
jeder  Geraden  you  £  oder^i  entspricht  im  Allgemei- 
nen ein  Kegelschnitt  in  ^i  oder  JE*. 
Das  Hauptdreieck  in  £i ,  welchem  die  Kegelschnitte  Xi  nnd  Jl|  umschrieben 
sind,  kann  also  ganz  willkürlich  angenommen  werden,  und  muss  z.  B.  nicht 
nothwendig  ein  eigentliches  Dreieck  sein. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  beziehen  wir  die  Ebenen  £  und  £i  reci- 
prok  so  auf  einander,  dass  der  Punkt  P  von  £  eine  durch  Pj  gehende  Ge- 
rade von  £^  zur  Polaren  hat,  dass  ferner  die  Punkte  K^  und  L^ ,  in  welchen 
die  Kegelschnitte  %^  und  X^  zum  zweiten  Male  von  dieser  Geraden  geschnit- 
ten werden,  die  Pole  der  resp.  Geraden  k  und  /  sind,  und  dass  endlich  jeder 
Punkt  der  letzteren  denjenigen  Strahl  von  resp.  IC^  und  Z|  zur  Polaren  hat, 
welcher  durch  den  entsprechenden  Punkt  von  x,  oder  Ai  hindurchgeht.  In- 
dem wir  der  Geraden  J^^Li  Pi  eine  andere  Lage  geben,  beziehen  wir  die 
Eibenen  £  und  £i  noch  einmal  reciprok  so  auf  einander,  dass  die  Polaren 
der  sämmtlichen  Punkte  von  k  und  /  zwei  zu  resp,  X|  und  A^  perspectivische 
Strahlenbüschel  iTj  und  L^  bilden.  Da  aber  jetzt  jeder  Punkt  von  £  zwei 
Polaren  in  2^  besitzt,  so  sind  die  Ebenen  gleichzeitig  so  auf  einander  be« 
■ogeii,  dass  jedem  Punkte  von  i?im  Allgemeinen  ein  Punkt  T^^^(j'P^ 
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jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt  entspricht;  und  zwar  entsprechen  nament- 
lich den  Punkten  von  k  und  /  die  ihnen  in  resp.  x,  und  k^  von  vornherein 
zugewiesenen  Punkte. 

Es  könnte  scheinen,  dass  mehr  als  eine  den  Annahmen  genügende  |;eo- 
metrische  Verwandtschaft  zweiten  Grades  zwischen  21  und  2^  möglich  sei, 
weil  die  Gerade  K^L^Pi  nicht  bloss  zwei,  sondern  unzählig  viele  Lagen 
annehmen  kann.  Allein  die  Kegelschnitte  X|  und  Ai  bestimmen  sofort  das 
Hauptdreieck  der  Ebene  Zi ,  weil  jeder  von  P|  verschiedene  Punkt,  den  X| 
und  l^  mit  einander  gemein  haben,  ein  Hauptpunkt  von  2^  ist,  und  auch 
der  Punkt  /\ ,  wenn  in  ihm  jene  Kegelschnitte  einander  bertthren.  Und 
jeder  Geraden  von  2,  welche  k  und  /  in  zwei  Punkten  schneidet,  entspricht 
daher  in  ^  ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  x^  und  Ai  die  entsprechenden  bei- 
den Punkte  gemein  hat,  und  ausserdem  jenem  Hauptdreieck  umschrieben, 
also  völlig  bestimmt  ist.  Daraus  folgt,  dass  jedem  Punkte  von  Zy  da  der- 
selbe als  Schnittpunkt  von  zwei  Geraden  betrachtet  werden  kann,  ein  ganz 
bestimmter  Punkt,  nämlich  der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  der  ent- 
sprechenden beidea  Kegelschnitte  von  27j,  zugewiesen  ist,  wie  oben  behaup- 
tet wurde. 

Wir  schliessen  aus  dieser  Untersuchung ,  dass  zwischen  Z  und  Z^^  eine 
gegebene  Verwandtschaft  zweiten  Grades  auf  unzählig  viele  Arten  dadurch 
erzeugt  werden  kann ,  dass  Z  und  Z^  in  doppelter  Weise  auf  einander  reci- 
prok  bezogen  werden.  Oder  man  kann  Z  und  Z^  auf  unendlich  viele  Arten 
reciprok  auf  einander  beziehen,  so  dass  die  sämmtlichen  Polaren  eines 
Punktes  von  Z  sich  in  dem  entsprechenden  Punkte  von  Z^  schneiden,  die 
sämmtlichen  Pole  einer  Geraden  aber  auf  dem  ihr  entsprechenden  Kegel- 
schnitt liegen,  und  dass  allemal  dem  Hauptdreieck  von  Z  das  Hauptdrei- 
eck  von  Z^  reciprok  entspricht.  Ich  will  diesen  wichtigen  Satz  noch  ein- 
mal direct  beweisen  und  wie  folgt  aussprechen: 

Werden  die  Ebenen  ^undZ;  in  dreifacher  Weise 
reciprok  auf  einander  bezogen,  so  dass  die  Polaren 
der  drei  Hauptpunkte  youZ  mit  den  entsprechenden 
Hauptlinien  von  Zx  zusammenfallen,  und  dass  die  drei 
Polaren  a^^  a\unA  a\  irgend  eines  zu  keiner  Haupt- 
linie gehörigen  Punktes  ^  von  2^  sich  in  einem  eben 
solchen  Punkte  ^1  von  2^1  schneiden,  so  müssen  sich 
diePolaren  jedesPunktes/^vonl^ineinemPnnkte/'i 
von  2?|  schneiden. 

Die  Polaren  der  sämmtlichen  Punkte  einer  durch  A  gehenden  Geraden 
k  bilden  drei  zu  k  und  folglich  auch  zu  einander  projectivische  Strahlen- 
bttschel  iTi,  K\  und  K'\.  In  diesen  entsprechen  dem  Punkte  A  die  Strah- 
len a^y  a\  und  a\ ,  und  dem  Schnittpunkte  von  k  mit  einer  Hauptlinie  von 
Z  die  drei  nach  dem  entsprechenden  Hauptpunkte  von  Z^  gehenden  Strah- 
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len.  Also  erzeugt  der  Strablenbüschel  F^  mit  den  ihm  projectiviscben  S^^ 
and  E'\  zwei  dem  Haaptdreieck  von  £i  nmscbriebene  Kegelscbnitte,  welche 
auch  die  Punkte  ifj  und  ^^i,  oder  zusammen  fünf  Punkte  gemein  haben  und 
deshalb  identisch  sind.  In  jedem  Punkte  der  Curve  schneiden  eich  somit 
drei  einander  entsprechende  Strahlen  der  Büschel  iT, ,  K\  und  K'\  ]  oder 
die  Polaren  Pup\  und  p'\  jedes  beliebigen  Punktes  P  der  Geraden  k  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  P^.  Da  nun  k  ein  ganz  beliebiger  Strahl  des 
Punktes  A  ist,  so  ist  abch  P  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der  Ebene  2?,  und 
der  Satz  somit  bewiesen. 

Wenn  a^  sich  dreht  um  Ai ,  so  mnss  der  Punkt  E^  dieser  Geraden  sich 
auf  dem  durch  die  Büschel  K\  und  E'\  erzeugten  Kegelschnitt  bewegen. 
Also  dreht  sich  auch  die  Gerade  Pt ,  welche  von  a|  im  Punkte  E^  geschnit- . 
ten  wird ,  um  ihren  Punkt  P^ ,  und  die  so  beschriebenen  Strahlenbüschel  ^^ 
und  Pf  sind  projectivisch  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Strahlen  a^  und 
Pi ,  weil  die^  sich  schneiden  auf  einem  darch  ^j  und  P^  gehenden  Kegel- 
schnitt. So  oft  aj  durch  einen  Hauptpunkt  von  £i  geht,  mnss  pi  durch  den- 
selben Hauptpunkt  gehen,  weil  dieser  auch  auf  jenem  Kegelschnitt  liegt. 
Also: 

Werden  zwei  Ebenen  ^and  2?i  beliebig  oft  reciprok 
auf  einander  bezogen,  sodass  allePolaren  eines  jeden 
Punktes  von  ^  durch  einen  und  denselben  Punkt  von 
2Ji  hindurchgehen,  so  bilden  diePolaren  von  irgend 
zwei  beliebigen  Punkten  ^und  Pvon^zwei  Strahlen- 
büschel  Af   nndP],   welche  projectivisch  sind  in  An- 
sehung ihrer,  jenen  Punkten  A  und  /'gleichzeitig  ent- 
sprechenden Strahlen. 
Nur  die  Hauptpunkte  von  £  bilden  eine  Ausnahme,  weil  die  Polaren  eines 
jeden  derselben  keinen  Strahlenbüschel  ausmachen ,  sondern  zusammenfal- 
len.   Wie  man  leicht  sieht,  lässt  sich  dieser  nicht  unwichtige  Satz  allgemei- 
ner so  darstellen : 

Werden  die  Ebenen  ^und  2?t   reciprok  so  auf  ein- 
ander bezogen,  dass  den  Eckpunkten  eines  in  ^  ge- 
gebenen Dreiecks  dieresp.  Seiten  eines  in  2]^  gegebe- 
nen Dreiecks  entsprechen,  einem  vierten  gegebenen 
Punkte  ^von^  aber  eine  beliebige  Gerade  Aj  von  2^, 
so  ist  jedem  Punkte  P  von  2Jeine  bestimmte  Geradep^ 
von  2^1   als  Polare  zugewiesen.     Beschreibt  dann  ai  ir- 
gend ein  System   von  Geraden,   so  beschreibt  p^  ein 
collineares  System  von  Geraden. 
So  oft  nämlich  a^  einen  Strahlenbüschel  Ai  beschreibt ,  mnss  Pi  einen  pro- 
jectiviscben Strahlenbüschel  P^  beschreiben ,  woraus  sich  der  Satz  ergiebt. 
Wenn  also  die  Polare  von  A  durch  einen  gegebenen  Punkt  ^t  g^ht,  so  mnss 
auch  die  Polare  jedes  anderen  Punktes  P  von  £  durch  einen  bestimmten 
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Ptinkt  Pi  von  Zt  hindurcbgehen.  Da  aber  £  und  Z^  in  Ansehung  ihrer  so 
einander  entsprechenden  Punkte  P  und  Pf  geometrisch  verwandt  sind ,  so 
folgt: 

Soll  zwischen  zwei  Ebenen  i2?and  J^  eine  geome- 
trische  Verwandtschaft   zweiten   Grades  aufgestellt 
werden,   so   können  nicht  nur  irgend  zwei  eigentliche 
Dreiecke  derselben  einander  als  Hauptdreieoke  an- 
geordnet   werden,   sondern    es    kann    noch    zu   irgend 
einem  Punkte  A  von  £  der   entsprechende  Ai  yon  2^ 
willkürlich  gewählt  werden.     Dadurch  ist  aber  jedem 
Punkte  Pvon  £  der  entsprechende  Punkt  Pj  von  £i  zu- 
gewiesen. 
Zugleich  leuchtet  ein,   dass  zu  jedem  Punkte  der  entsprechende  durch  li- 
neare Constructionen  gefunden  werden  kann,  so  gut  wie  in  zwei  reciproken 
Ebenen  zu  jedem  Punkte  die  Polare.     Die  Punkte  A  und  A^  Hfirfen  jedoch 
auf  keiner.  Hauptlinie  der  Systeme  angenommen  werden. 

Sind  die  einander  zugeordnotenHauptdreiecke keine eigentlichenDreieeke 
(fallen  z.  B.  je  zwei  Eckpunkte  derselben  zusammen) ,  so  ist  die  reciproke 
Verwandtschaft  der  Ebenen  ^und  £^  nicht  immer  völlig  bestimmt,  wenn 
wir  die  Hauptdreiecke  reciprok  auf  einander  beziehen  und  ausserdem  dem 
Punkte  A  eine  durch  >4|  gehende  Gerade  als  Polare  zuweisen.  In  diesem 
Falle  können  wir  deshalb,  um  zwischen  Z  und  U^  eine  geometrische  Ver- 
wandtschaft aufzustellen,  ausser  den  einander  zugeordneten  Hauptdreiecken 
und  den  Punkten  A  und  Ai.tiooh  andere  entsprechende  Elemente  einander 
zuweisen.  Eine  Untersuchung,  welche  von  dem  Satze  ausgeht,  dass  je 
zwei  zugeordnete  Hauptbüschel  der  Ebenen  zu  einander  projectivisch  sind, 
uiid  die  ich  der  Kürze  wegen  unterdrücken  muss,  ergiebt  Folgendes:  Sind 
die  Hauptdreiecke  imaginär,  so  können  die  Ebenen  nur  auf  zweierlei  Art  so  attf 
einander  geometrisch  bezogen  werden,  dass  auch  A  und  A^  einander  entspre- 
chen; dagegen  auf  unendlich  viele  Arten,  wenn  zwei  oder  alle  Eckpunkte  jedes 
Hauptdreieoks  zusammenfallen.  Vereinigen  sich  nämlich  je  zwei  Eck- 
punkte in  F  und  F^,  während  ü  und  Ut  den  jedesmaligen  dritten  Eckpunkt 
bezeiehnen,  se  kann  noch  irgend  einem  Strahle  von  C/.ein  beliebiger  Strahl 
rou  Ui  zugewiesen  werden.  Vereinigen  sich  dagegen  in  resp.  ü  und  {/, 
alte  Eckpunkte  der  Hauptdreiecke ,  so  können  nicht  nur  die  Punkte  A  und 
A,,  sondern  noch  zwei  beliebige  andere  Punkte  B  und  B^  einander  zugewie- 
sen werden.  —  Dass  auf  demselben  Wege  auch  der  obige  Satz  gefunden 
wird,  hat  schon  Sejdewitz  nachgewiesen. 

Die  bisherigen  Entwickelungen  liefern  uns  nun  die  Mittel,  folgende 
wichtige  Frage  zu  lösen:  „Wie  viele  Punktenpaare  von  zwei  Ebenen  dür- 
„fen  einander  willkürlich  zugewiesen  werden,  wenn  zwischen  diesen  Ehe- 
,,iien  eine  geometrische  Verwandtschaft  zweiten  Grades  aufgestellt  werden 
„soll?**     Ich  werde  zeigen,  dass  die  gesuchte  Anzahl  gleich  sieben  ist, 
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and  dass  ara  jedem  achten  Punkte  der  einen  Ebene  der  entsprechende  in 
der  anderen  Ebene  dorch  lineare  Consiraction  gefanden  werden  kann.  Um 
die  Wichtigkeit  dieser  Untersnchang  gebührend  hervor zaheben  ^  bemerke 
ich,  dass  ans  derselben  ein  synthetischer  Beweis  des  bekannten  Satzes  sich 
ergiebt : 

EineFläche  zweiter  Ordnnog  ist  im  Allgemeinen 
dorch  neun  ihrerPunkte  oder   durch  neun   ihrerBe- 
rührungsebenen  bestimmt. 
Auch  gewinnen  wir,  was  wichtiger  ist,  eine  Lösung  der  berühmten  Aufgabe: 
Von  einer  so  bestimmten  Fläche  zweiter  Ordnung 
beliebig  viele  neue  Punkte  oder  Berührungsebenen 
linear  zu  construiren. 
Nämlich  eine  Fläche  zweiter  Ordnung   wird  aus  irgend  2wei  ihrer  Punkte 
durch    geometrisch    verwandte   Strahlenbttndel   projicirt.      Durch   sieben 
weitere  Punkte  der  Fläche  sind  also  sieben  Paar  entsprechender  Strahlen 
dieser  Bündel  gegeben,  und  zu  jedem  achten  Strahl  des  einen  Bündels  lässt 
sich  sonach  der  entsprechende  des  anderen  durch  lineare  Constructionen 
finden ,  und  iet  Schnittpunkt  beider  ist  dann  ein  neuer  Punkt  der  Fläche. 
Eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  kann  auch  durch  zwei  Strahlen- 
bündel, deren  Mittelpunkte  in  ihr  liegen,  auf  unendlich  viele  Arten  dadurch 
erzeugt  werden,   dass  man  diese  Bündel  reciprok  auf  einander  bezieht,  in- 
dem sodann  jeder  Strahl  des  einen  Bündels  von  der  entsprechenden  Ebene 
des  anderen  in  einem  Punkte  der  Fläche  geschnitten  wird.     Darnach  lässt 
sich  der  obige  Satz  über  diese  Flächen  auch  auf  folgenden  zurückführen : 
Zwei  Ebenen  ^und  2;]  können  auf  unendlich.viele 
Arten  reciprok  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass 
sieben  gegebene  Punkte  A^  B,  C,  2>,  £^  /*,  G  von  £  die 
Pole  sind  von  sieben  Geraden,  welche  bezüglich  durch 
sieben  gegebene  Punkte  il|,  i?|,  £7|, />, ,  £j,  F| ,  ^i  von  ^^ 
hindurchgehen.     Für  je    acht   in    beiden  Ebenen   ge- 
gebenePunkte  lässt  sich  jedoch  im  Allgemeinen  nur 
eine  solche  reciproke  Verwandtschaft  aufstellen. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen  und  zugleich   die  darin  enthaltene  Con- 
slrüctionsaufgabe  zu  lösen ,  nehmen  wir  zunächst  in  JS^  irgend  vier  durch 
resp.  i4|,  J&^,  C|  und  D^  gehende  Gerade  a,,  6|,  C|  und  d^  an  als  Polaren  der 
resp.  Punkte  Äy  B^  C  und  D  von  £.     Dann  entspricht  dem  Punkte  E  eine 
ganz  bestimmte  Polare  e^.     Lassen  wir  nun  d^  sich  drehen  um  2>|,  so  dreht 
sich  €i  gleichzeitig  um  einen  bestimmten  Punkt ,  und  beschreibt  einen  zum 
Strahlenbüschel  D^  projectivischen  Büschel.     Bei  irgend  einer  Lage  von  d^ 
muss  deswegen  e^  durch  den  Punkt  E^  hindurchgehen,  und  zwar  ist  diese 
besondere  Lage  von  d^  und  e,  durch  lineare  Constructionen  zu  bestimmen. 
Dasselbe  kann  für  eine  beliebig  veränderte  Lage  der  durch  C,  gehenden 
Geraden  q  geschehen.   Wir  können  also  die  Ebenen  2xmA  Z^  auf  unendlich 
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viele  Arten  reciprok  so  auf  einander  beziehen;  dass  jedesmal  den  Punkten 
A  und  B  von  Z  zwei  bestimmte  Gerade  a^  and  6,  von  £t  als  Polaren  zuge- 
wiesen sind,  den  Punkten  C,  D  und  E  aber  drei  durch  resp.  C^,  Df  und  £i 
gehende  Gerade  C|,  d^^  und  «i;  oder: 

Wenn   zwischen  zwei   Ebenen   ^undl^i   eine  geo- 
metrische Verwandtschaft  zweiten  Grades  aufgestellt 
werden  soll,  so  können  inZzweiHauptp unkte  ^und  B 
und  noch   drei  beliebige   andere  Punkte  C, />  und  i&  an- 
genommen, und  denselben  als  resp.  entsprechende  in 
St    zwei    beliebige   Hauptlinien    a^   und   bt    und    drei 
Punkte  Ci,  Z^i  und  i?i   zugewiesen  werden.     Dadurch  ist 
aber   im  Allgemeinen  jedem  Punkte  von  ^  ein  Punkt 
'  von  <^i  zugewiesen. 
Beziehen  wir  nun  £  und  2^t  auf  die   oben  angegebene  Art  beliebig  oft 
reciprok  aufeinander,  so  bilden  die  sämrotlichen  Polaren  von  irgend  zwei 
Punkten  C  und  F  der  £  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  in  2^.     Bei  ir- 
gend einer  Lage  der  Polaren  Ci  von  C  muss  daher  die  Polare  /",  von  F  durch 
den  gegebenen  Punkt  jP,  gehen.     Wir  können  aber  auch  der  durch  ^,  ge- 
henden Geraden  b^  eine  beliebig  veränderte  Lage  geben ,   und   wieder  die 
Polaren  Cj,  ^i,  ^i,  ft  von  C,  Dy  £,  F linear  so  construiren,   dass  sie  durch 
resp.  Cj ,  i>, ,  -ffi ,  Fi  gehen  und  die  Ebenen  £  und  2^,  reciprok  auf  einander 
bezogen  sind.     Also: 

Die  Ebenen  Zund  £^  lassen  sich   auf  eine   einzige 
Weise  geometrisch    so    auf   einander  beziehen,  dass 
dem  Hauptpunkte  ^undden  beliebigen  fünf  Punkten 
ByC,  By  Ey  /"die  Hauptlinie  a^  und  irgend  fünf  Punkte 
B^y  C, ,  />, ,  E^y  F|  zugewiesen  sind. 
Unter  allen  Lagen  von   6^  und  den  zugehörigen   von    r, ,  J| ,  e,  und  /*, 
giebt  es  aber  wieder   eine,   bei  welcher  die  Polare  g^  des  Punktes  G  durch 
den  gegebenen  Punkt  G^  hindurchgeht.     Denn   beschreibt  b^  den  Strahlen- 
büschel ^1,  so  beschreibt  gleichzeitig  g^  einen  zu  B^  projectivischen  Büschel, 
von  welchem   ein  Strahl   durch  G^   hindurchgehen   muss.     Diese  Lage   des 
Strahles  g^  ist  gleichfalls  durch  lineare  Constructionen  zu  bestimmen,  welche 
Lage  auch  die  durch  A^   gehende  Gerade  a^  haben  mag.     Also  können  die 
Ebenen  2? und  £^  auf  unzählig  viele  Arten  und  mittelst  linearer  Con- 
structionen reciprok  so  aufeinander  bezogen  werden,   dass  den  sieben 
Punkten  A^  By  Cy  Dy  Ey  Fy  G  von  £  als  Polaren  sieben  durch  resp.  A^y  B^y 
Cj,  2?|,  Eyy  F^y  Gl  gehende  Gerade  «j,  6„  c,,  «/j,  e^,  /i,  gi  von  £i  entsprechen, 
und  unser  Satz  ist  somit  bewiesen.     Zugleich  folgt: 

Zwischen  zwei  Ebenen  £vLnd£i  i^t  eine  geome- 
trische Verwandtschaft  zweiten  Grades  eindeutig  be- 
stimmt,  wenn    sieben  gegebenen  Punkten    der  einen 
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Ebene  sieben  gegebene  Punkte   der   anderen    Ebene 
zugewiesen  sind. 
Dieser  Satz  enthält  die  vorhergehenden,  wenn  ein  gegebener  Hauptpunkt 
der  einen  Ebene  und  die  entsprechende  Hauptlinie  der  anderen  für  je  zwei 
Punkte  gezählt  werden. 

Uebrigens  können  die  gegebenen  sieben  Punkte  jeder  Ebene  solche 
besondere  Lage  zu  einander  haben,  dass  durch  sie  die  geometrische  Ver- 
wandtschaft der  Ebenen  nicht  völlig  bestimmt  ist.  Bei  der  oben  angeführ- 
ten Construction  kann  z.  B.  der  Fall  eintreten ,  dass  der  Strahlenbüschel, 
welcher  während  der  Drehung  von  b^  um  B^  gleichzeitig  von  gi  beschrieben 
wird ,  den  Punkt  Gi  selbst  zum  Mittelpunkte  hat.  Die  nähere  Erörterung 
dieser  Ausnahmefälle  muss  ich  der  Kürze  wegen  übergehen. 

Da  bei  der  Drehung  von  a,  um  Ai  auch  jede  achte  Gerade  ^i ,  die  von 
einem  Punkte  iT  die  Polare  ist,  einen  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  lässt 
sich  offenbar  im  Allgemeinen  eine  einzige  Lage  von  a^  bestimmen ,  so  dass 
A,  durch  einen  gegebenen  Punkt  Bi  hindurchgeht. 

Zwischen  zwei  Ebenen  £  und  27,  ist  eine  geometrische  Verwandtschaft 
zweiten  Grades  u.  A.  auch  dann  im  Allgemeinen  völlig  bestimmt,  wie  leicht 
zu  erkennen,  wenn  in  ihnen  gegeben  sind : 

1)  ein  Paar  zugeordneter  Hauptpunkte  ü  und  üi  nebst  den  entspre- 
chenden Hauptlinien  u^  und  u  (so  dass  u  und  u^  nicht  durch  resp. 
l^und  ü^  gehen),  sowie  drei  Paare  entsprechender  Punkte;  oder 

2)  das  Hauptdreieck  von  £  nebst  vier  Paaren  entsprechender  Punkte. 
Durch  je  zwei  Punkte  von  2^^  ist  nämlich  eine  Gerade,  durch  die 
entsprechenden  beiden  Punkte  von  £  aber  der  entsprechende  Ke- 
gelschnitt bestimmt,  u.  s.  w. 

3)  Oder  wenn  gegeben  sind  zwei  Paar  projectivischer  Strahlenbü- 
schel, deren  Mittelpunkt  ü  und  U^  sowie  V  und  F]  zwei  Paare  zu- 
geordneter Hauptpunkte  der  Ebenen  sind.  Jeder  Punkt  P  von  £ 
bestimmt  nämlich  zwei  Strahlen  von  U  und  T,  deren  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel  ü^  und  K|  sich  in  dem  entsprechenden  Punkte 
Pi  schneiden.  Von  dieser  Annahme  istSeydewitz  ausgegangen. 
Von  den  Hauptpunkten  jeder  Ebene  können  in  diesem  Falle  keine 
zwei  imaginär  sein ;  auch  können  nicht  alle  drei  zusammenfallen. 

4)  Es  könnten  auch  gegeben  sein  zwei  Kegelschnittbüschel,  die  einem 
J)reieck  (dem  Hauptdreieck)  von  S^  umschrieben  sind,  und  zwei 
zu  jenen  resp.  projectivische  Strahlenbüschel  in  27,  so  jedoch,  dass 
dem  gemeinschaftlichen  Kegelschnitt  der  ersteren  der  gemein- 
schaftliche Strahl  der  letzteren  entspricht. 

Es  lassen  sich  unschwer  noch  weitere  Fälle  aufstellen. 

Durch  die  obigen  Entwickelungen  ist  beiläufig  auch  die  Aufgabe  gelöst: 

WenninzweiEbenen27und2^ije   sieben  einander 

entsprechende  Punkte  gegeben  8 i a <ijigjt||>d bfÖbö^f t"^ 

ZeiUchrifl  für  Malliemalik  u.  Physik.  XI,  4.  20  ^ 
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achter  Punkt  Z7und  V^    so  hestimmt  werden,   dass   die 
Strahlenbüschel    ü  und   £/,   projectivisch  sind    in  An- 
sehung derjenigen  sieben  Strahlenpaare,  welche  die 
gegebenen  Punkte  projiciren. 
Nämlich  U  und  ?7,  sind   zwei  zugeordnete  Hauptpunkte   der  mittelst  jener 
sieben  Puuktenpaare  geometrisch   auf  einander  bezogenen  Ebenen  £  und 
Z^.     Die  Aufgabe   hat  also  stets  eine,  und  im  Allgemeinen  höchstens  drei 
Lösungen. 

§.3. 
Besondere  Lagen  der  Ebenen  E  und  S^  zu  einander. 

Wir  haben  gesehen,  dass  zwei  geometrisch  verwandte  Ebenen  2^  und 
Zx  mindestens  je  einen  reellen  Hauptpunkt  ?/ und  f7,  haben,  und  «war  ist 
27  dem  f/,  zugeordnet,  so  dass  die  HauptbCischel  l^  und  U^  einander  ent- 
sprechen und  projectivisch  sind.  Wir  können  deshalb  die  Ebenen  S  und 
Ex  in  eine  solche  Lage  zu  einander  bringen,  dass  die  Büschel  ü  und  ü^  per- 
spectivisch  liegen,  d.  h.  Schnitte  eines  und  desselben  Ebenenbüschels  sind, 
dessen  durch  V  und  {7i  gehende  Axe  mit  z  bezeichnet  werde.  Je  zwei  ein^ 
ander  entsprechende  Gerade  g  und  ^j  von  U  und  27,  bestimmen  dann 
eine  durch  z  gebende  Ebene;  und  die  Verbindungslinien  ihrer  einander 
entsprechenden  Punkte  bilden  die  sämmtlichen  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes, der  auch  die  Geraden  g  und  ^i  berührt.  Auch  wird  «  geschnitten 
von  jeder  Geraden,  welche  zwei  entsprechende  Punkte  der  Ebenen  mit  ein- 
ander verbindet. 

Projiciren  wir  die  Ebenen  E  und  E^  beziehungsweise  aus  zwei  auf  der 
Axe  z  liegenden  Punkten  S  und  S^ ,  so  entstehen  zwei  geometrisch  ver- 
wandte Strahlenbündel.  Je  zwei  entsprechender  Strahlen  dieser  Bündel 
schneiden  einander,  weil  die  durch  sie  projicirten  Punkte  von  ^und  2^,  mit' 
SSx  oder  z  in  einer  Ebene  liegen.  Der  Ort  aller  solcher  Schnittpunkte 
heisst  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  nämlich  mit  jeder  durch 
S  oder  Sx  gelegten  Ebene  einen  durch  resp.  S  oder  Sx  gehenden  Kegelschnitt, 
und  folglich  mit  jeder  Geraden,  die  nicht  ganz  in  die  Fläche  hineinfallt, 
höchstens  zwei  Punkte  gemein  hat.  Denn  einer  solchen  Jibene  ven  S,  d.  h. 
den  sämmtlichen  in  derselben  liegenden  Strahlen  von  S,  entspricht  in  S^ 
eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  den  Strahl  SSx  enthält,  und  mit 
jener  Ebene  den  erwähnten,  durch  S  gehenden  Kegelschnitt  gemein  hat; 
oder  auch  die  Ebene  entspricht  sich  selbst,  wenn  sie  nämlich  durch  SS^  geht, 
und  dann  liegen  in  ihr  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  S  und  S^,  welche 
den  Kegelschnitt  erzengen.     Derselbe  hann  auch  in  zwei  Gerade  zerfallen. 

Je  nachdem  die  Ebenen  E  und  E^  je  zwei ,  je  einen  oder  keinen  von 
17  resp.  Uy  verschiedenen  reellen  Hauptpunkt  besitzen,  schneiden  sich  die 
Strahlenbündcl  S  und  S^  in  einem  einfachen  Hyperboloid .   welches  auch  in 
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ein  hyperbolisches  Paraboloid  ausarten  kann,  oder  in  einer  Kegelfläche, 
oder  in  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  keine  Geraden  enthält,  also 
entweder  ein  Ellipsoid,  oder  ein  elliptisches  Paraboloid,  oder  ein  zweifaches 
Hyperboloid  sein  muss.  Die  von  z  verschiedenen  Hanptstrahlen  der  Bün- 
del liegen  nämlich  ganz  in  der  erzeugten  Fläche  zweiter  Ordnung.  Die- 
jenigen beiden  Ilauptlinien  w^  und  u  der  Ebenen  -£,  und  2",  welche  den 
Hauptpunkten  IT  und  V^  entsprechen,  werden  aus  resp.  S^  und  5  durch 
zwei  Berührungsebenen  der  Fläche  zweiter  Ordnung  projicirt.  Denn  jeder 
in  einer  dieser  Ebenen  liegende  Strahl  von  S  und  5|  entspricht  dem  ge- 
meinschaftlichen Hauptstrahle  SSy  der  Bündel,  und  berührt  die  Fläche  zwei- 
ter Ordnung,  weil  er  mit  derselben  nur  den  Punkt  S  oder  5,  gemein  hat. 
Eine  Ausnahme  machen  nur  die  etwaigen  Hauptstrahlen  von  S  oder  5^, 
welche  in  jenen  Berühruugsebenen  liegen,  und  welche  mit  allen  ihren  Punk- 
ten der  fläche  angehören. 

Werden  die  Ebenen  H  und  2^,  in  einander  gelegt,  so  ist  die  Frage,  wie 
viele  Paare  entsprechender  Punkte  dann  auf  einander  fallen  können.  Da 
2?  in  doppelter  Weise  reciprok  auf2^i  bezogen  ist,  so  folgt,  dass  jeder 
Funkt  A  von  2?,  welcher  mit  seinem  entsprechenden  Punkte  A^  von  2,  zu- 
sammenfällt, also  sich  selbst  entspricht,  auf  jeder  der  beiden  Polaren  liegt, 
die  A  in  2^  besitzt.     Daraus  ergiebt  sich  sofort : 

Wenn  drei  Punkte  einer  Geraden  sich  selbst  ent- 
sprochen, so  fälltjeder  Punkt  der  Geraden  mit  seinem 
entsprechenden  zusammen. 

Denn  die  Gerade  liegt  in  diesem  Falle  perspectivisch  zu  jedem  der  beiden 
Strahlenbüschel,  welche  von  den  Polaren  ihrer  sämratlichen  Punkte  gebil- 
det werden.  Uebrigens  geht  in  diesem  Falle  die  Gerade  durch  zwei  zu- 
geordnete reelle  Hauptpunkte  der  Ebenen.  Schneiden  sich  die  Ebenen 
in  einer  Geraden,  deren  sammtliche  Punkte  sich  selbst  entsprechen,  und 
verbindet  man  die  beiden  anderen  Paare  zugeordneter  Hauptpunkte,  die 
für  den  Augenblick  als  reell  angenommen  werden  mögen,  durch  zwei  Ge- 
rade, so  zeigt  sich  sofort,  dass  je  zwei  entsprechende  Punkte  mit  jeder  die- 
ser Geraden  in  einer  Ebene  liegen.  Die  sämmtlichen  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  werden  also  von  zwei  festen  Geraden  geschnitten. 
Dieser  besondere  Fall  ist  es,  welchen  Steiner  (a.  a.  0.)  mit  gewohnter 
Meisterschaft  eingehend  untersucht  hat. 

Seydewitz  zeigte  zuerst  (in  Grunert^s  Archiv  Bd.  8,  p. 35),  dass 
diejenigen  Punkte  von  zwei  in  einander  gelegten  reciproken  Ebenen, 
welche  auf  ihren  Polaren  liegen ,  einen  Kegelschnitt  bilden ,  der  sich  aber 
auf  Gerade  oder  auf  einen  Punkt  reduciren ,  oder  aber  imaginär  werden 
kann.  Also  giebt  es  in  27  zwei  Kegelschnitte,  deren  sammtliche  Punkte 
aaf  einer  ihrer  beiden  Polaren  in  2|  liegen.    Die  gemeinschaftlichen  Punkte 
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dieser  beiden  Kegelschnitte  liegen  also  auf  jeder  ihrer  beiden  Polaren,  und 
fallen  mit  ihren  entsprechenden  zusammen;  oder: 

Zwei  in  einander  gelegte,  geometrisch  verwandte 
Ebenen    haben   im    Allgemeinen    und    höchstens   vier 
(reelle  oder  imaginäre)  Punkte  entsprechend  gemein, 
und  nu r  ausn ah msweise  die  sämmtlichen  Punkte  eines 
Kegelschnitts  oder  auch  einer  oder  zwei  Geraden. 
Dieser  Ausnahmefall  tritt  namentlich   dann  ein^  wenn   zwei   zugeordnete 
Hauptbüschel   U Mnd  Z7,    der   Ebenen  projectivisch   gleich   sind  und  zur 
Deckung  gebracht  werden.     Denn  weil  alsdann  jeder  Punkt  mit  seinem 
entsprechenden  auf  einer  durch  {^gehenden  Geraden  liegt,  so  ist  er  in  je- 
der seiner  Polaren  enthalten ,   sobald  er  auf  einer  derselben  liegt.     Die  im 
obigen  Beweise    erwähnten   beiden  Kegelschnitte   decken   also    einander. 
Eine  Fläche  zweiter  Ordnung,    welche   durch  zwei  geometrisch  verwandte 
Strahlenbündel  erzeugt  wird ,  hat  deshalb  mit  jeder  beliebigen  Ebene  einen 
Kegelschnitt  gemein,   welcher  jedoch  auch  imaginär  M'erdcn,  oder  sich  auf 
eine  oder  zwei  Gerade  oder  auch   einen  Punkt  reduciren  kann.     Denn  in 
der  Ebene  liegen  zwei   geometrisch  verwandte  Schnitte  der  Strahlenbündel 
so,  dass  zwei  zugeordnete  Hauptbüschel  einander  decken.     Uebrigens  lässt 
sich  diese  Eigenschaft  der  Flächen  2^^*"  Ordnung   auch   direct  aus  der  oben 
aufgestellten  Definition  folgern. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich  sehr  einfach  durch  Projiciren  aus 
einem  beliebigen  Punkte: 

Liegen  zwei  geometrisch  verwandte  Ebenen  nicht 
in  einander,  so  gehen  von  den  sämmtlichen   Verbin- 
dungslinien   entsprechender   Punkte    höchstens    vier 
durch  einen  beliebigen  Punkt   des  Raumes,  und   nur 
durch  gewisse  Punkte,  zudcuen  auch  die  Hauptpunkte 
derEbenen  gehören,  gehen  unendlich  viele  solcheVer- 
bindungslinion,    welche    dann    in    einer   Kegel  fläche 
zweiter  Ordnung,  oder  auch  in  einer  oder  zwei  Ebenen 
liegen. 
Zwei  auf  einander  gelegte  geometrisch  verwandte  Ebenen  «S  und  ^i 
können  auch  involutorisch  liegen,   so  dass  jeder  Punkt  einem  anderen  dop- 
pelt entspricht,    zu  welcher  der  beiden  Ebenen   wir  nämlich  den  ersteren 
auch  rechnen  mögen.     In  diesem  Falle  muss  jeder  Hauptpunkt  ü 
von2'mit   einem  Hauptpunkte  von  2^^  zusammenfallen,  weil  je- 
der durch  1/ gelegten  Geraden  a  eine  Gerade  a^   doppelt  entspricht,  und 
also  a  auch  einen  Hauptpunkt  von  Si  enthält,  unendlich  viele  Hauptpunkte 
aber  in  ^1  nicht  vorhanden  sein  können.     Auch   die  Ha  uptliuien  fal- 
len deshalb  paarweise  zusammen;   denn  auch  ihnen  entspriclit  ein 
Hauptpunkt  doppelt.     Wenn   also  entweder  in  jeder  Ebene  nur  ein  reeller 
Hauptpunkt  cxistirt,  oder  wenn  der  eine  und  daher  jeder  von  zwei  zugeord- 
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neten  Hauptpunkten  auf  der  entsprechenden  Hauptlinie  des  anderen  liegt, 
80  fallen  je  zwei  zugeordnete  Hauptpunkte  auf  einander.  Hat  dagegen 
jede  Ebene  drei  reelle  Hauptpunkte ,  so  kann  entweder  jeder  Hauptpunkt 
mit  seinem  zugeordneten  zusammenfallen;  oder  von  zwei  Hauptpunkten 
V  und  W  der  Ebene  £  fällt  der  eine  und  folglich  jeder  zusammen  mit  dem 
zugeordneten  Plauptpunkte  {W^  oder  Vi  in  £i)  des  andeten,  eben  deshalb 
aber  fällt  der  dritte  Hauptpunkt  ü  von  £  mit  dem  ihm  zugeordneten  üi  von 
£^  zusammen.     Also: 

Liegen  zwei  geometrisch  verwandte  Ebenen  in- 
volutorisch,    so   fallen  entweder  nur  irgend  zwei  (U , 
und  27|)    oder  je   zwei   zugeordnete  Hauptpunkte    auf 
einander.     Die  Strahlenbüschel    ü  und  ü^   fallen   ent- 
weder mit  je  zwei  einander  entsprechenden  Strahlen 
zusammen,  oder  sie  liegen  in volutorisch. 
Der  zweite  Theil  dieses  Satzes   ergiebt  sich  unmittelbar  daraus,   dass  die 
Büschel  U  und  Ui  projectivisch  sind ,  und  dass  je  zwei  Punkte   der  Ebene 
einander  doppelt  entsprechen. 

Die  Untersuchungen  der  synthetischen  Geometrie  führen  häufig  auf 
involutorische  Systeme  dieser  Art.  Nimmt  man  z.  B.  in  der  Ebene  einen 
Kegelschnitt  x  (oder  allgemeiner  ein  Polarsystem)  und  einen  festen  Punkt 
ü  an,  und  nennt  zwei  Punkte  P  und  Pi  einander  entsprechend,  von  denen 
jeder  in  Bezug  auf  x  in  der  Polaren  des  anderen  liegt,  und  deren  Verbin- 
dungslinie durch  U  geht,  so  entsteht  ein  involutorisches  System,  in  welchem 
ü  ein  Hauptpunkt  ist,  und  jeder  Strahl  von  U  mit  seinem  entsprechenden 
zusammenfällt.  Jeder  Punkt  von  x  entspricht  sich  selbst;  U  aber  entspricht 
jedem  Punkte  seiner  harmonischen  Polaren  in  Bezug  auf  x.  Auch  ent- 
spricht im  Allgemeinen  jeder  Geraden  ein  durch  ü  gehender  Kegelschnitt. 
Diesen  Fall  haben  gleichzeitig  die  Herren  Geiser  und  Hirst  eingehend 
untersucht.  Derselbe  tritt  auch  dann  ein,  wenn  zwei  reciproke  Ebenen 
auf  einander  gelegt  werden,  und  jeder  Punkt  P  dem  Schnittpunkte  P,  seiner 
beiden  Polaren  zugeordnet  wird ;  denn  alle  Geraden  PP^  gehen  durch  einen 
festen  Punkt  U  und  entsprechen  sich  selbst.  •  Endlich  werden  zwei  geome- 
trisch verwandte  Strahlenbündel  S  und  5i ,  die  sich  in  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  schneiden ,  von  jeder  Ebene ,  welche  durch  die  harmonische  Po- 
lare der  Geraden  SS^  hindurchgeht,  ebenfalls  in  einem  involutorischen 
System  dieser  Art  geschnitten.  —  Werden  zwei  Polarsysteme  auf  einander 
gelegt,  nimmt  man  z.  B.  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  x  und  iL  an,  so 
können  wir  wieder  zwei  Punkte  P  und  P^  einander  entsprechend  nennen, 
von  denen  jeder  auf  beiden  harmonischen  Polaren  des  anderen  liegt.  In  die- 
sem Falle  liegen  die  beiden  einander  zugeordneten  und  concentrischenHaupt- 
bttschel  2/ und  üi  involutorisch.  Denn  die  Ebenen  haben  nur  die  vier 
reellen  oder  imaginären  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  entsprechend  gep 
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moin;  sie  müssten  aber  die  sämmtlicben  Punkte  eines  reellen  oder  ima- 
ginären Kegelschnittes  entsprechend  gemein  haben,  wenn  jeder  Strahl  von 
V  mit  seinem  entsprechenden  von  (/j  zusammenfiele  (pag.  300). 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  einzelne  der  hier  angegebenen  Construc- 
tioncn  involutorischer  Ebenen  zweiten  Grades  auch  auf  den  unendlichen 
Kaum  auszudehnen.  In  diesem  entspricht  dann  im  Allgemeinen  jedem 
Punkte  wieder  ein  Punkt,  jeder  Ebene  aber  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 
Herr  Geiser  hat  für  den  von  ihm  betrachteten  Fall  diese  Ausdehnung  auf 
den  unendlichen  Kaum  in  trefflicher  Weise  durchgeführt. 

Auf  eine  ganz  specielle  Art  der  involutorischen  Verwandtschaft  zwei- 
ten Grades  führt  das  Princip  der  reciproken  Radien.  Durch  das- 
selbe wird  nämlich  jedem  Punkte  der  Ebene  ein  Punkt  als  entsprechender 
zugewiesen,  jeder  Geraden  im  Allgemeinen  ein  Kreis,  welcher  durch  einen 
gegebenen  Punkt  ü  der  Ebene  hindurchgeht,  und  jedem  nicht  durch  ü  ge- 
henden Kreis  wieder  ein  Kreis.  Die  sämmtlicben  Kreise,  welche  den 
sämmtlicben  Geraden  der  Ebene  entsprechen,  haben  also  den  Punkt  l/^  ge- 
mein, ausserdem  aber  nach  bekannten  Sätzen  zwei  imaginäre  Punkte  V 
und  W,  in  welchen  sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten  wer- 
den; durch  Fund  Igelit  auch  jeder  andere  Kreis  der  Ebene.  U^  Fund 
JFsind  also  die  Hauptpunkte  der  Ebene;  und  wirklich  entspricht  auch  jeder 
durch  U  gehenden  Geraden  kein  Kreis,  sondern  diese  Gerade  selbst,  ausser- 
dem aber  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche  dem  Hauptpunkte  ü  als 
Hauptlinie  entspricht.  Die  sämmtlicben  Punkte,  welche  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammenfallen,  liegen  auf  einem  reellen  oder  imaginären 
Kreise  A,  dessen  Mittelpunkt  TJ  ist.  Jede  Gerade  hat  mit  ihrem  entspre- 
chenden Kreise  ihre  beiden  Schnittpunkte  mit  k  gemein. 

§.4. 

Gnrven,  die  einander  entsprechen. 

Unter  einer  Curve  w*®*"  Ordnung  verstehen  wir  eine  solche,  die  von 
einer  Ebene  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  n Punkten  geschnitten  wird; 
an  eine  Curve  n^^^  Classe  dagegen  können  von  einem  Punkte  aus  im  All- 
gemeinen und  höchstens  «Tangenten  gezogen  werden.  Im  Folgenden  wird 
hauptsächlich  von  ebenen  Curven  w'"  Ordnung  oder  n*^'"  Classe  die  Rede 
sein.  Dieselben  werden  aus  jedem  nicht  in  ihrer  Ebene  gelegenen  Punkte 
durch  eine  Kegel  fläche  n^"  Ordnung  oder  n'**^  Classe  projicirt. 

Sind  21  und  Z^  zwei  geometrisch  verwandte  Ebenen ,  so  entspreche 
irgend  einer  Curve  der  n^*"  Ordnung  k  von  2  eine  Curve  m*"  Ordnung  k^ 
in  2J'i.  Dann  ist  im  Allgemeinen  f/i>«;  z.  B.  für  «  =  1  ist  m  =  2,  wie  wir 
gesehen  haben.     Sei  nun  ^|  irgend  eiue  Gerade  in  ^j ,   und^  der  entspre- 
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eilende  Kegelschnitt  in  2.  Dann  schneiden  sich  gi  nnd  k^  im  Allgemeinen 
und  höchstens  in  m Punkten,  sowie  y  nnd  k  bekanntlich  in  2 »Punk- 
ten.^) Weil  aber  jedem  Schnittpunkte  von  gr,  und  k^  ein  solcher  von  y  und 
/:. entsprechen  mnss,  so  ist  m  =  2n,  oder: 

Jeder  Curve  n*"  Ordnung  in  £  entspricht  im  All- 
gemeinen eine  Curve  2«^®'"  Ordnung  k^  in  £^, 

In  diesem  wie  in  jedem  der  folgenden  Satze  sind  mehrere  andere  ent- 
halten, wie  leicht  daraus  zu  erkennen  ist,  dass  wir  uns  die  geometrische 
Verwandtschaft  zwischen  £  und  ^J",  auf  verschiedene  Arton  erzeugt  denken 
können.  Denken  wir  uns  z.  B.  Z^  in  doppelter  Weise  reciprok  auf  £  be- 
zogen, so  kann  der  Satz  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Zwei  collineare  Strahlenbüschel  «*"  Ordnung  von 
^(welche  nämlich  zwei  collineare  Curven  »'^''Classe 
einhüllen)  schneiden  sich  in  einer  Curve  von  der  2;«^^" 
Ordnung,  zu  w  eich  er  jeder  Punkt  gehört,  in  welcliem 
zwei  einander  entsprechende  Strahlen  der  Büschel 
sich  schneiden.  * 

Betrachten  wir  dagegen  2^  und  ü^  als  Schnitte  von  zwei  geometrisch 
verwandten  Strahlenbündeln,  die  einander  in  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
schneiden,  so  ergiebt  sich : 

Eine  Fläche /"zweiter  Ordnung,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  einer  Kegel  fläche  n^^'  Ordnung  hindurch- 
geht, wird  von  dieser  in  einer  (räumlichen)  Curve 
2;}^*^' Ordnung  geschnitten,  so  dass  letztere  aus  jedem 
beliebigen  Punkt  der  Fläche /"durch  eineKegelfläche 
der  2«**^°  Ordnung  projicirt  wird. 

Denken  wir  uns  k  durch  zwei  sich  schneidende  einfache  Strahlen- 
büschel der  Ebene  2^  erzeugt,  so  stellt  sich  Atj  dar  als  erzeugt  durch  zwei 
auf  einander  bezogene  Kegelschnittbüschel;  u.  s.  w.  — 

Geht  k  durch  einen  Hauptpunkt  [/von  2J,  so  enthält  k^  die  sämmtlichen 
Punkte  der  entsprechenden  Hauptlinie  Wj  von  2^,,  oder  A:,  zerfällt  in  die  Ge- 
rade t/j  und  eine  Curve  von  der  Ordnung  2n  —  1.  Geht  k  wiederholt,  etwa 
pmal  durch  U,  so  dass  r/' ein  j^facher  Punkt  der  Curve  k  ist,  so  ist  auch  t/| 
mehrfach,  nämlich  pmal  in  A:^  enthalten.  Gewöhnlich  berücksichtigt  mau 
solche  ein-  oder  mebrmal  in  k^  vorkommende  Hauptlinien  nicht,  sondern 
nur  den  übrigen  Theil  der  Curve ,  welche  zu  k  die  entsprechende  ist.  Die 
Ordnung  von  k^  wird  also  dadurch  erniedrigt,  und  es  gilt  der  Satz : 


1)  S  ey  de  witz  hat  (in  GrnnerVs  Archiv  VII,  pag.  124  CT  diese  und  andere 
Eigenschaften  höherer  Curven  auf  synthetischem  Wege  meisterhaft  enlwickeltQQlp 
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Geht  eine  Curve  «'•'  Ordnung /r  beziehungsweise  p, 
^undrmaldurch  die  Hauptpunkte  von^,  so  entspricht 
ihr  in  2^,  eine  Curve  k^  von  der  Ordnung  2« — (p+5'+0- 
Z.  B.  einer  Curve  vierter  Ordnung,  welche  die  drei  Hauptpunkte  von  2^  zu 
Doppelpunkten  hat,  entspricht  in  2^,  eine  Curve  zweiter  Ordnung;  wird  aber 
jede  Hanptlinie  von  2^,  zweimal  der  entsprechenden  Curve  zugezählt,  so  ist 
diese  von  der  achten  Ordnung,  wie  im  allgemeinen  Fall. 

Hat  die  Curve  k  einen  p fachen  Punkt,  der  nicht  ein  Hauptpunkt  von 
^  ist,  so  entspricht  demselben  auch  in  Atj  ein  pfacher  Punkt.  Ausserdem 
aber  sind  die  Hauptpunkte  von  £i  im  Allgemeinen  mehrfache,  nämlich 
fi  fache  Punkte  von  Atj.  Denn  da  k  von  der  Hauptlinie  u  im  Allgemeinen 
und  höchstens  nmal  geschnitten  wird,  so  geht  k^  im  Allgemeinen  und  höch- 
stens nmal  durch  den  entsprechenden  Hauptpunkt  U^,  Jedoch  ist  üi  nur 
ein  {n  —  9)facher  Punkt  von  Atj,  wenn  q  von  den  n Schnittpunkten  der  A:  mit 
u  zugleich  Hauptpunkte  von  £  sind ,  und  die  entsprechenden  Hauptlinien 
nicht  zu  k^  gerechnet  werden.  Ist  l^  der  dem  Uf  zugeordnete  Hauptpunkt, 
und  P  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  von  k  und  t<,  der  aber  nicht  zugleich 
ein  Hauptpunkt  ist,  so  Certthrt,  wie  leicht  zu  erkennen,  derjenige  Strahl  von 
Ui ,  welcher  der  Geraden  UP  entspricht,  die  Curve  k^  im  Punkte  ü^.  Wird 
k  von  u  berührt  in  P,  so  ist  ü^  ein  Kückkehrpunkt  der  Curve  k^y  in 
welchem  nämlich  zwei  Zweige  von  ki  einander  berühren.  Dagegen  ist  ü^ 
ein  Wendepunkt  von  Atj,  wenn  k  von  ^7/^  berührt  wird  im  Punkte  P. 
Wenn  irgend  ein  Zweig  von  k  nur  imaginäre  Punkte  mit  u  gemefn  hat,  so 
gehört  Uf  dem  entsprechenden  Zweige  von  k^  als  i soll rter  Punkt  an. 

Ich  glaube  bei  diesen  allgemeinen  Sätzen,  die  zum  Theil  als  Definitio- 
nen aufzufassen  sind ,  nur  kurz  verweilen  zu  sollen,  weil  dieselben  nebst 
vielen  anderen  von  Steiner  und  namentlich  von  Seydewitz  bereits  in 
vortrefflichster  Weise  entwickelt  worden  sind,  und  weil  die  Untersuchungen 
dieser  Art,  welche  jene  ausgezeichneten  Geometer  für  einen  besonderen  Fall 
der  geometrischen  Verwandtschaften  zweiten  Grades  ausgeführt  haben,  sich 
sofort  auf  unseren  allgemeinen  Fall  übertragen  lassen.  Diese  Sätze  ge- 
statten namentlich  auch,  den  Lauf  einer  Curve  Ar,  mit  grosser  Sicherheit  an- 
zugeben, sobald  die  entsprechende  k  vollständig  bekannt  ist.  Ich  füge  noch 
eine  naheliegende  Bemerkung  über  die  unendlich  fernen  Punkte  und  die 
Asymptoten  einer  solchen  Curve  Ar,  hinzu. 

Sei  r,  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  ^, ,  in  welcher  nach  der 
sogenannten  perspectivischen  Au ffassungs weise  die  sämmtlichen  unendlich 
fernen  Punkte  von  2J,  liegen,  so  entspricht  auch  dieser  ein  Kegelschnitt  r, 
welcher  dem  Hanptdreieck  der  Ebene  £  umschrieben  ist.  Jedem  Punkte 
jP,  in  welchem  Ar  yon  r  geschnitten  wird,  entspricht  dann  ein  aufr,  liegender 
und  folglich  unendlich  ferner  Punkt  Qf  von  Atj.  Der  Asymptote  in  diesem 
Punkte  Qi  entspricht  in  2^  ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  Hauptdreieck  von 
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£  nmscbrieben  ist  und  in  Q  die  Carve  k  beröhrt.  Sollte  dieser  Kegelschnitt 
mit  r  zusammenfallen,  also  k  von  r  im  Punkte  Q  berührt  werden,  so  fallt 
jene  Asymptote  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  Tj  zusammen,  oder  die 
Curve  kl  strebt  in  ähnlicher  Weise  ihrem  unendlich  fernen  Paukte  Q^  zu, 
wie  diejenige  Parabel ,  welche  der  gemeinschaftlichen  Tangente  von  k  und 
r  entspricht.  Da  k^^  im  Allgemeinen  you  2n*^'*  Orade  ist,  so  hat  sie  im  All- 
gemeinen und  höchstens  2n  Punkte  mit  r^  gemein  und  besitzt  ebenso  viele 
Asymptoten. 

Zu  einer  unbegrenzten  Zahl  specieller  Sätze  führt  uns  die  schon  von 
Steiner  aufgestellte  Bemerkung,  dass  jeder  projectivischen  Eigenschaft 
einer  gegebenen  Figur  eine  leicht  zu  ermittelnde  Eigenschaft  jeder  geome- 
trisch verwandten  Figur  entsprechen  muss.  Die  bekannten  Hauptsätze  über 
die  Kegelschnitte  lassen  u.  A.  zahlreiche  Uebertragungen  auf  gewisse  Cur- 
ven  drittej  und  vierter  Ordnung  zu.  Beispielsweise  führe  ich  Folgen- 
des an: 

Einem  Kegelschnitt  A:  von  2?,  welcher  entweder  durch  zwei  Hauptpunkte 
von  £  oder  durch  einen  oder  durch  keinen  solchen  hindurchgeht,  entspricht 
in  2^1  eine  Curve  k^y  welche  beziehungsweise  entweder  von  der  zweiten 
Ordnung  ist  und  durch  die  zugeordneten  beiden  Hauptpunkte  geht;  oder  von 
der  dritten  Ordnung,  und  den  zugeordneten  Hauptpunkt  zum  Doppelpunkte 
hat,  aber  auch  durch  die  übrigen  beiden  Hauptpunkte  voni?,  hindurchgeht; 
oder  aber  der  vierten  Ordnung  angehört,  und  die  drei  Hauptpunkte  von  £^ 
zu  Doppelpunkten  hat.  Diese  Doppelpunkte  können  übrigens  auch  zu  iso- 
lirten  Punkten  oder  zu  Rtickkehrpunkten  werden  und  mit  einander  oder  mit 
anderen  Punkten  zusammenfallen. 

Dieser  Satz  kann  auch  so  ausgesprochen  werden : 

Liegen  zwei  projectivischeKegelschnitte  in  einer 
Ebene  Z^y  so  liegen  die  Schnittpunkte  von  je  zwei  ein- 
ander entsprechenden  Tangenten  derselben  entweder 
in  einer  Geraden,  oder  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung 
oder  in  einer  solchen  dritter  Ordnung  mit  einem  isolir- 
ten  oder  Doppelpunkt,  oder  endlich  in   einer  Curve 
vierter  Ordnung  mit  drei  isolirten  oder  Doppelpunk- 
ten, je  nachdem  nämlich   die  projectivischen  Kegel- 
schnitte drei    oder   zwei   oder   eine  oder  keine   ihrer 
vier    gemeinschaftlichen     Tangenten     entsprechend 
gemein  haben. 
Denken  wir  uns  k  durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  erzeugt, 
so  erscheint  die  entsprechende  Curve  k^  als  Schnitt  von  zwei  projectivischen 
Kegelschnittbüscheln ;  also : 

Zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel,  welche 
demselben  Hauptdreieck  umschrieben  8ind(^f^g^^n 


306  Geometrische  Verwandtschaften  zweiten  Grades. 

im  Allgemeinen  eine  Curve  vierter  Ordnung,  von  wel- 
cher   die  Eckpunkte    jenes   Dreiecks    Doppelpunkte 
sind^  und  auf  welcher   die  Schnittpunkte  von  je  zwei 
einander      entsprechenden     Kegelschnitten     liegen. 
Doch  kann  die  Curve  auch  zerfallen  in  eine  solche  von 
der   dritten,   zweiten  oder  ersten  Ordnung  und  resp. 
eine,  zwei  oder  alle  drei  Seiten  jenes  Hauptdreiecks. 
Eine  wiederum  ganz  verschiedene  Form  erhält  der  Satz,  wenn  wir  statt 
der  geometrisch  verwandten  Ebenen  zweiStrahlenbUndel  einführen,  die  sich 
in  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  schneiden.     Ich  begnüge  mich,  folgenden 
besonderen  Fall  unseres  Satzes  seiner  Wichtigkeit  wegen  hervorzuheben, 
obwohl  er  auf  anderem  Wege  längst  bewiesen  ist: 

Wenn     zwei     nicht     concentrische    Kegelflächen 
zweiter  Ordnung   oder   eine  Kegel-   und  einjB  Regel- 
fläche sich  in  einer  Geraden  schneiden,   so  schneiden 
sie  sich   ausserdem  in  einer  unebenen  Curve  dritter 
Ordnung,   welche   aus  jedem  ihrer  Punkte  durch  eine 
Kegel  fläche  zweiter  Ordnung  projicirt  wird,  und  also 
mit  keiner  Ebene  mehr  als  drei  Punkte  gemein  hat. 
Daraus  lässt  sich  leicht  schliessen,  dass  auch  drei  projectivische  Ebe- 
nenbüschel sich  im  Allgemeinen  in  einer  unebenen  Curve  dritter  Ordnung 
schneiden.     Ueberhaupt  ergeben  sich  sofort  die  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  Curve,  welche,  wie  von  St  au  dt  in  seiner  nur  zu  wenig  bekannten 
„Geometrie  der  Lage*'  gewiss  sehr  richtig  bemerkt,  für  die  Geometrie  des 
Raumes  eine  ähnliche  Bedeutung  hat,   wie  die  Kegelschnitte  für  diejenige 
der  Ebene.  — 

Eine  Haupteigenschaft  der  Kegelschnitte  ist  die,  dass  je  zwei  Tangen- 
ten eines  solchen  von  den  übrigen  projectivisch  geschnitten  werden.  Suchen 
wir  nun  zu  einem  Kegelschnitt  nebst  dessen  sämmtlichen  Tangenten  eine 
geometrisch  verwandte  Figur,  so  erhalten  wir  für  diese  den  Satz : 

Umschreibt  man    einem   (eigentlichen   oder  uneigentlichen) 
Dreieck  Uy^  F,  W^  die  sämmtlichen  Kegelschnitte,  welche 

1)  entweder  eine  gegebene  Gerade  berühren, 

2)  oder  eine  Curve  siweiter  Ordnung  berühren,  die  durch  zwei 
Eckpunkte  des  Dreiecks  geht, 

3)  oder  eine  Curve  dritter  Ordnung  herühren,  welche  durch 
zwei  Eckpunkte  des  Dreiecks  geht  und  den  dritten  Eck- 
punkt zum  isolirten  oder  zum  Doppelpunkt  hat, 

4)  oder  eine  Curve  vierter  Ordnung  berühren,  welche  jeden 
Eckpunkt  des  Dreiecks  zum  isolirten  oder  auch  zum  Dop- 
pelpunkt  (re«p.  Kückkehrpunkt)  ^^%.,^^^^^Qoo^\<Z 


Von  Dr.  Th.  Reye.  307 

so  werden  je  zwei  dieser  Kegelschnitte  von  den  übrigen  projecti*- 
visch  gesclinitten. 
Wenn  also  von  fünf,  einem  Dreieck  üi  F,  ^,  umschriebenen  Kegel- 
schnitten vier  gegeben  sind,  und  der  fünfte  der  Bedingung  genügen  soll, 
das»  die  vier  ersteren  ihn  in  noch  vier  harmonischen  Punkten  schneiden,  so 
werden  die  sämmtlichen  Lagen  dieses  fünften  im  Allgemeinen  von  einer 
Cnrve  vierter  Ordnung  eingehüllt ,  welche  auch  die  vier  Kegelschnitte  be- 
rührt und  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  £7,  F,  ^Tj  zu  isolirten  oder  zu  Doppel- 
punkten hat. 

Die  bekannten  Sätze  über  die  harmonischen  Polaren  von  Kegelschnit- 
ten führen  zu  folgender  Eigenschaft  der  vorliegenden  ebenen  Curven 
dritter  und  vierter  Ordnung : 

Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  ^^  der  Curve 
dritter,  oder  durth  einen  Doppelpunkt  ^,  der  Curve 
vierter  Ordnung  Secanten  gelegt  werden,  so  schnei- 
det jede  derselben  die  Curve  im  Allgemeinen  in  noch 
zwei  Punkten.  Der  vierte,  durch  diese  beiden  harmo- 
nisch von  üi  getrennte  Punkt  liegt  auf  einem  durch  U^ 
gehenden  Kegelschnitt. 

Aus  jedem  der  drei  isolirten  oder  Doppelpunkte  der  Curve  vierter 
Ordnung  lassen  sich,  wie  leicht  zu  erkennen,  im  Allgemeinen  zwei  Tangen- 
ten an  die  Curve  ziehen,  welche  nicht  in  diesen  Punkten  selbst  die  Curve 
berühren.  Der  Lehrsatz  des  Brianchon  lehrt  uns,  dass  diese  drei 
Tangentenpaare  einem  Kegelschnitt  umschrieben  sind,  —  Hat 
eine  Curve  vierter  Ordnung  drei  Kückkehrpunkte,  so  schneiden  sich  die 
drei  Tangenten  derselben  in  einem  Punkte.  Von  der  Richtigkeit 
dieser  beiden  Sätze,  von  welchen  der  letztere  von  Steiner  herrührt,  über- 
zeugt man  sich,  indem  man  zu  der  Curve  vierter  Ordnung  einen  geometrisch 
verwandten  Kegelschnitt  construirt.  Ebenso  wird  der  bekannte  Satz  über 
Kegelschnittbüschel  bewiesen: 

Ein  Kegelschnittbüschel  schneidet  jene  Gerad  e, 
die  durch  keinen  Hauptpunkt,  und  jeden  Kegelschnitt, 
der  durch  zwei  Hauptpunkte  des  Büschels  hindurch- 
geht, involutorisch. 

Viele  Aufgaben  über  die  hier  betrachteten  speciellen  Curven  dritter 
und  vierter  Ordnung  lassen  sich  sofort  auf  solche  über  Kegelschnitte  za- 
rückführen.  Z.  B.  die  Frage :  „Von  welcher  Classe  sind  diese  Cur- 
„ven  dritter  oder  vierter  Ordnung?**  ist  gleichbedeutend  mit  fol- 
gender: „Wie  viele  Kegelschnitte  lassen  sich  durch  vier  gegebene  Punkte 
„legen,  so  dass  sie  einen  gegebenen  Kegelschnitt  berühren,  wenn  entweder 
„einer  oder  keiner  der  gegebenen  Punkte  auf  letzterem  liegt?**  Ebenso 
führt  die  Frage  nach   der  Anzahl    der   Doppelt^ngen(^]^  dieser 
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• 
Cnrven  vierter  Ordnung  zurück  auf  die  folgende:  „Wie  viele  Kegel- 
„ schnitte  sind  durch  drei  gegebene  Punkte  möglich,  welche  einen  gegebe- 
„nen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  berühren?^'  Offenbar  liefert  diese. 
Aufgabe  nur  dann  reelle  Lösungen,  wenn  alle  drei  Punkte  von  dem  gegebe- 
nen Kegelschnitt  entweder  eingeschlossen  oder  ausgeschlossen  sind,  und  es 
giebt  also  gewisse  Curven  vierter  Ordnung,  die  keine  reellen  Doppeltan- 
genten besitzen.  Dieselben  haben  die  Eigenthttmlichkeit,  dass  sie  von  je- 
der Geraden  in  mindestens  zMrei  reellen  Punkten  geschnitten  werden.  — 

Die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Wendepunkte  der  vorliegenden 
Curve  dritter  oder  vierter  Ordnung  lässt  sich  auf  folgende  zurück- 
führen :  „  Wie  viele  durch  drei  gegebene  Punkte  gehende  Kegelschnitte  giebt 
„  es,  die  sich  einem  gegebenen  Kegelschnitt  dreipunktig  anschmiegen,  wenn 
„auf  letzterem  einer  oder  keiner  der  gegebenen  Punkte  liegt? ^^ 

Es  würde  ermüden,  wollte  ich  an  nocfh  mehr  Beispielen  zeigen,  wie 
neue  Sätze  aus  bekannten  abgeleitet  werden  können.  Die  angeführten 
werden  genügen,  noch  einmal  auf  den  grossen  Reichthum  neuer  nicht  un- 
wichtiger Sätze  hinzuweisen,  auf  welche  die  Theorie  der  geometrischen 
Verwandtschaften  zweiten  Grades  schon  geführt  hat.  Der  hier  befolgte  Weg 
zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten  ist  zuerst,  wie  bekannt,  von  Steiner 
eingeschlagen  und  namentlich  von  ihm  und  von  Seydewitz  ausgebeutet 
worden. 


Schlnssbemerkiing. 
Wie  schon  oben  erwähnt,  können  analoge  Untersuchungen  wie  die  bis- 
herigen für  jede  andere  Art  der  geometrischen  Verwandtschaften  zweiten 
Grades  angestellt  werden.  Doch  erhalten  wir  dadurch  keine  wesentlich 
neuen  Ergebnisse,  sondern  solche,  die  auf  die  früheren  mittelst  des  Gesetzes 
der  Reciprocität  unmittelbar  zurückgeführt  werden  können.  Nur  wo  be- 
sondere Lagen  der  geometrisch  verwandten  Ebenen  oder  Strahlenbündel  in 
Betracht  kommen,  bieten  sich  neue  Aufgaben  und  Sätze  dar. 

Ich  will  eine  solche ,  sehr  nahe  liegende  Aufgabe  noch  kurz  erörtern. 
Es  seien  zwei  Ebenen  2?  und  2*,  geometrisch  so  auf  einander  bezogen,  dass 
im  Allgemeinen  jedem  Punkte  von  £  ein  Strahl  von  21*1  entspricht,  jeder 
Geraden  von  £  aber  die  sämmtlichen  Tangenten  eines  projectiviscfaen  Ke- 
gelschnitts von  £^ ,  sowie  umgekehrt  jedem  Strahlenbttschel  von  £i  die 
sämmtlichen  Punkte  eines  projectivischen  Kegelschnittes  von  £  Wenn  dann 
die  Ebenen  in  einander  gelegt  werden,  so  fallen  gewisse  Punkte  von  £  auf 
die  ihnen  entsprechenden  Geraden  von  £i ,  und  es  entsteht  die  Frage  nach 
dem  geometrischen  Ort  dieser  Punkte  und  Geraden.  OoOqIc 


Von  Dr.  Th.  Reye.  909 

V.  Staudt  hat  in  seinen  ausgezeichneten  Beiträgen  ^ar  Geome'> 
trie  der  Lage  No.  9  bewiesen,  dass  auf  einer  Geraden,  welche  mit  einem 
ihr  projectivischen  Kegelschnitt  in  einer  Ebene  liegt,  mindestens  ein  und  im 
Allgemeinen  höchstens  drei  Punkte  vorkommen ,  welche  auf  den  ihnen  ent- 
iBprechenden  Tangenten  des  Kegelschnittes  liegen^}.  Sollten  auf  einer  Oe- 
rnden  mehr  als  drei  solche  Punkte  sich  finden ,  so  berührt  die  Gerade  den 
Kegelschnitt,  und  jeder  ihrer  Punkte  liegt  auf  der  entsprechenden  Tangente. 
Also  enthält  jede  Gerade  von  £  mindestens  einen  und  im  AUgemeinen  höch- 
stens drei  Punkte,  welche  auf  ihren  entsprechenden  Strahlen  von  2i  liegen^ 
d.  h: 

Alle  solche  Punkte  von  £  liegen  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung.  Dieselbe  geht  durch  die  drei  Haupt- 
punkte von  £, 

Ganz  analog  ergiebt  sich  für  diejenigen  Strahlen  von  ^i  j  welche  durch  ihre 
entsprechenden  Punkte  von  £  hindurchgehen,  dass  jeder  einfache  Strahlen- 
büschel  von  ^j  deren  mindestens  einen  und  im  Allgemeinen  höchstens  drei 
enthält,  so  dass  wir  sagen  dürfen: 

Alle  solche  Strahlen  von  ^j  berühren  eine  Curve 
dritter  Classe«  Dieselbe  hat  auch  die  Hauptlinien  von 
£i  zu  Tangenten. 

Die  Curve  dritter  Ordnung  kann  auch  in  drei  Gerade  oder  in  eine  Ge- 
rade und  einen  Kegelschnitt  zerfallen ,  und  ebenso  die  Curve  dritter  Classe 
in  drei  Punkte  oder  in  einen  Punkt  und  einen  Kegelschnitt.  Auch  kann 
der  besondere  Fall. eintreten,  dass  jeder  Punkt  von  2?  auf  dem  entspro- 
chenden Strahl  von  2^  liegt.  Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  wir  zwei  col- 
lineare  Ebenen  £  und  2^|  auf  einander  legen,  und  dann  jedem  Punkt  P  von 
£  diejenige  Gerade  von  £i  zuweisen ,  welche  P  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  Pi  von  £i  verbindet. 

Zwei  nicht  concentrische  Strahlenbüudel  S  und  S^  können  so  auf  ein- 
ander bezogen  werden,  dass  im  Allgemeinen  jedem  Strahle  von  S  eine  Ebene 
von  5|  entspricht,  jedem  Strahlenbüschel  von  S  aber  die  sämmtlichen  Be- 
rührnngsebenen  einer  zu  ihm  projectivischen  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
von  Si ,  sowie  jedem  Ebenenbüschel  von  S^  die  sämmtlichen  Strahlen  einer 
ihm  projectivischen  Kegelfläche  von  S.  Dann  erzeugen  diese  Strahlenbün- 
del eine  Fläche  dritter  Ordnung,  zu  welcher  jeder  Punkt  gehört,  in 
welchem  ein  Strahl  von  S  die  entsprechende  Ebene  von  5,  schneidet.  Denn 
diese  Fläche  hat,  wie  sofort  aus  dem  eben  Bewiesenen  folgt,  mit  jeder 
Schnittebene  im  Allgemeinen  eine  Curve  dritter  Ordnung  gemein,  und  daher 
mit  jeder  Geraden,    die   nicht  ganz   in    sie   hineinfällt,   höchstens  drei 


1)  Vergl.  auch :   Rcye,  Geometrie  derLage,  Hannover  1866  bei  Rürapicr, 
P*«-  ^^^-  üigitized  by  GoOglC 
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Punkte.  Es  möchte  wohl  der  Mühe  werth  sein ,  diese  merkwürdige 
Fläche  eingehend  zu  untersuchen.  Hier  sei  nur  bemerkt,  dass  die- 
selbe die  drei  Hauptstrahlen  des  Bündels  S,  sowie  die  drei  Schnitt- 
linien der  einander  entsprechenden  Hauptebenen  von  S  und  ^i  ent- 
hält. Jede  durch  S  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  ebenen 
Cnrve  dritter  Ordnung,  von  welcher  S  ein  isolirter  oder  ein  Doppelpunkt 
ist.  Ebenso  schneidet  jede  Ebene  von  S^  die  Fläche  in  einer  Curve  dritter 
Ordnung,  von  welcher  aber  S^  ein  einfacher  Punkt  ist.  Jede  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  drei  Hauptstrahlen  von  S  hindurchgehti 
schneidet  die  Fläche  noch  in  einer  unebenen  Curve  dritter  Ordnung. 

Die  vorhin  betrachteten  Ebenen  2? und  ü^  erzeugen  ebenso,  falls  sie 
beliebig  im  Räume  liegen,  einen  Ebenenbündel  dritter  Ordnung,  von  dessen 
Ebenen  durch  eine  beliebige  Gerade  höchstens  drei  gehen,  und  zu  welchem 
jede  Ebene  gehört,  die  einen  Punkt  von  £  mit  dem  entsprechenden  Strahle 
von  2i  verbindet. 

Zürich,  den  13.  September  1865. 
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XIV. 
Ueber  die  Normalen  von  Kegelschnitten, 

besonders  über  die  Constructionen  der  von  einem  beliebigen 
Punkte  ausgehenden  Normalen. 

Von 

F.  E.  ECKARDT, 
Stnd.  mathem.  in  Leipzig. 


(Hierzu  Tafel  lU,  Figur  l  bis  4.) 


Im  26.  Bande  von  Crelle^s  Journal  hat  Joachims tbal  eine  Reihe 
sehr  interessanter  Sätze  über  die  Construction  der  von  einem  beliebigen 
Punkte  aus  auf  eine  Ellipse  zu  fällenden  Normalen  aufgestellt  und  rein  geo- 
metrisch abgeleitet.  Es  würde  aber  wahrscheinlich  eine  analytische  Ab- 
leitung derselben  auch  von  Interesse  sein,  besonders  deshalb,  weil  man  ans 
den  sich  dann  ergebenden  Formeln  auf  einfache  Weise  noch  eine  Reihe 
sehr  bemerkenswerther  Sätze  folgern  kann.  Ich  will  deshalb  im  Nachste- 
henden zunächst  eine  solche  Untersuchung  über  die  Normalen  der  Central- 
kegelschnitte  durchführen  und  an  dieselbe  dann  eine  gleiche  Betrachtung 
der  Normalen  einer  Parabel  anschliessen. 

I. 
Für  die  Centralkeg^elschnitte. 

§.1. 
Die  Gleichung  der  im  Punkte  x  y  der  Ellipse 

errichteten  Normalen  ist  bekanntlich: 

a^xy  —  h^yx  =  c^x'  y\ 
wobei  c=^ya^  —  6" 

die  lineare  Excentricität  der  Ellipse   bedeutet.     Umgekehrt  liegen  daher 
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die  Fusspunkte  der  von  einem  ausserhalb  des  Umfanges  der  Ellipse  sich 
befindlichen  Punkte  xy  auf  diese  zu  fällenden  Normalen  in  der  Curve: 

2)  c*  a:  y  =  c^x'y  —  6*y'  a? , 

d.  i.  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der 
Ellipse  und  durch  den  Funkt  x'y  geht.  Diese  schneidet  die  Ellipse  l)  in 
vier  Punkten,  deren  Ordinalen  y  sich  aus  der  Gleichung  ergeben: 

3)  cV  +  2&*cy y»  +  h^ip^y^  +  a'a;'«  —  c*)y«  —  2bU*yy  —  ^«y *  ==  0. 
Diese  Gleichung  führt  discutirt  zu  den  bekannten  Sätzen  über  die  Anzahl 
der  reellen   in  einem  Funkte  xy  zusammenlaufenden  Normalen  einer  El- 
lipse oder  überhaupt  eines  Centralkegelschnittes. 

Eine  Construction  der  vier  möglichen  Normalen,  sie  mögen  sämmtlich 
reell  oder  theilweise  imaginär  sein,   mit  Hilfe  der  geraden  Linie  und  des 
Kreises  allein*  ist  nicht  zu  erwarten.    Anders  verhält  es  sich  dagegen,  wenn 
bereits  eine  Normale  gegeben  ist,   denn  dann  hat  man  nur  noch  drei  Fuss- 
punkte im  Umfange  der  Ellipse  zu  bestimmen,    und  diese  können  durch 
einen  Kreis  verbunden  werden.  Kann  man  diesen  finden,  so  ist  das  Problem 
gelöst.     Wir  werden  uns  daher  zunächst  mit  der  Aufgabe  beschäftigen:     ' 
In  einer  Normalen  der  Ellipse  l)  ist  einPunktgo- 
geben;  man  soll  von  diesem  aus  die  drei  noch  übrigen 
möglichen  Normalen  auf  die  Curve  fällen. 
Es  seien  X  Y  die  Coordinaten  des  Fusspunktes   der  gegebenen  Nor- 
'  male,  alsdann  muss  der  Voraussetzung  zufolge-  die  Gleichung  bestehen : 

4)  a^xY'-V'yX  —  i^XY, 
aub  welcher  folgt: 

,  _  ^(c»r+  h^y) 

"" ^TP  • 

Wird  dies  in  3)  eingesetzt  und  statt  X  und  Y  nur  die  eine  Grösse  Y  einge- 
führt, so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung,  die,  wie  es  sein  muss,  durch 
y — y  theilbar  ist.  Die  Ausführung  der  Division  ergiebt  folgende  Glei- 
chung dritten  Grades: 

Dieselbe  bestimmt  drei  Funkte  der  Ellipse,  durch  welche  wir  nun  einen 
Kreis  zu  legen  versuchen  wollen.     Es  sei  dessen  Gleichung: 

6)  a:»-f  y*  — 2^a:  — 2Äy  +  C==0. 

Alsdann  muss  die  Gleichung,  welche  man  durch  Combination  von  6)  mit  der 
Gleichung  2)  der  gleichseitigen  Hyberbel  für  y  erhält,  durch  5)  theilbar 
sein.  Man  könnte  auch  statt  der  Gleichung  2)  diejenige  der  Ellipse  1)  neh- 
tneu,  würde  aber  alsdann  complicirtere  Rechnungen  nöthig  haben.  Führt 
man  die  zuerst  erwähnte  Combination  aus,  setzt  also  in  die  Gleichung  6) 
den  aus  2)  folgenden  W^crth: 

a^xy 

b^y  +  c*y 
ein,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung:  ^^.^.^^^ by GoOglc 
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Soll  dieselbe  durch  die  Gleichung  5)  theilbar  sein,  so  muss  sie  identisch  sein 
mit  folgender: 

{y—a)[(^Y*U'+c'F'y'(c'Y+2b'y')+b*yy(b'y+2c'r)+b^yy'^]^(), 
wobei  y  =  €c  die  Ordinate  des  vierten  Punktes  ist,  den  der  Kreis  0)  mit  der 
Hyperbel  2)  gemein  hat.     Diese  Gleichung  giebt  entwickelt: 

8)  c*r*j^*+c*l^*i,'(c«r+26V— «c*)+y»(6«y'«+26Vy'7— ac*r« 
—  2a6»c»  Y*y)+b^yy{b^y  V—ab^y—^ac'  r)-ab'  Yy*  =  0, 

und  aus  ihrer  Vergleichnng  mit  der  Gleichung  7)  folgen  nach  einigen  kleinen 
Beductionen  folgende  zu  erfüllende  Bedingungen  der  Identität: 

Y+2B—a=Siy 
(?Y*[2Aa*x+^Bb^y'^C<^—€i{2b^y+<^Y)]  * 

9)  .  {  =a'x'Y*—2b'c^ry*—b'y\b*'^F*)  4 
2Y''{Cc'^Aa^x'^Bb^y)  +  ab\b'y+2c'F)^b^Fy\ 

CF+ab*=0. 

Diese  Gleichungen  sind  gerade  hinreichend  zur  Bestimmung  der  vier  Grös- 
sen A^  By  Cund  a,  welche  sich  denn   auch  in  sehr  einfacher  Gestalt  nach 
einigen  Reductionen,  bei  welchen  besonders  die  Gleichungen  1)  und  4)  in 
Anwendung  kommen,  ergeben.     £s  wird  nämlich : 
/  _a^xY—b*yX 

10)  <2^=--,;;        2B- 


Y  '  b*X 


Durch  die  Grössen  A,  B^  C  ist  der  gesuchte  Kreis  vollkommen  bestimmt  und 
kann  daher  construirt  werden.  Da  nun  aber  dieser  Kreis  die  Ellipse  in 
vier  Punkten  schneidet,  von  diesen  jedoch  nur  drei  Punkte  gesucht  worden 
sind,  so  ist  es  von  Interesse,  zu  wissen,  wo  der  vierte  Schnittpunkt  liegt. 

Es  sei  ß  die  Ordinate  dieses  vierten  Schnittpunktes;  alsdann  eliminire 
man  aus  der  Gleichung  des  Kreises 

x'  +  y^—2A€i—2By  +  C—0 
und  derjenigen  der  Ellipse 

die  Abscisse  o:,  lim  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Ordinaten  der  vier 
Punkte  zu  erhalten,  in  welchen  sich  Kreis  und  Ellipse  schneiden.  Diese 
Gleichung  wird  die  folgende: 

4A^an*y^  +  {aH^+Cb^'^2Bb^y—c^yy—AA'a^by 
Aus   ihr  ergiebt  sich  als  die  Summe  ans  den  Ordinaten  der  vier  Schnitt- 
punkte der  Werth: 

456« 
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und  zieht  man  hiervon  die  aus  der  Gleichung  5)  folgende  Summe  aus  den 
Ordinalen  der  drei  Normalen fusspünkte  ab,  so  erhält  man  den  Werth  von 
ß.     Es  ist  demnach : 

/3  =  i(c«7+26V  — 456») 


=M-+"'''-^> 


was  sich  mit  Hilfe  der  Gleichung  4)  reducirt  zu : 

11)  ß=^-T. 

Dieses  Resultat  ist  der  Ausdruck  des  interessanten  Satzes: 

Fällt  man  von   einem  Punkte  aus   auf  eine  Ellipse 

die  vier  möglichen  Normalen,   so  geht  der  Kreis,  wel- 

cherdurch  drei   der  Fusspünkte  bestimmt  wird,    auch 

4     durch  den  dem  vierten  diametral  gegenüberliegenden 

Punkt. 

(Vergl.  Joachimsthal  a.  a.  O.) 

§.2. 

Der  soeben  gefundene  Satz  ist  oifenbar  sehr  dienlich  bei  der  Construc- 
tion  des  oft  erwähnten  Kreises,  die  sich  nun  nach  den  gemachten  Vorbe- 
reitungen sehr  leicht  in  der  von  Joachimsthal  aufgestellten  Gestalt 
ergiebt. 

Dazu  forme  man  nur  noch  die  Werthe: 

wie  sie  sich  in  10)  ergeben  haben,  mit  Hilfe  der  Gleichung  4)  um  zu 

12)  2^  =  0:'  — ~Z;      2B  =  y+j^T. 

c*  c» 

Da  nun  —  X  und -Y  die  Abschnitte  sind ,  welche  die  Normale  des 

a»  b* 

Punktes  XT  resp.  auf  der  Abscissen-  und  Ordinatenaxe  bildet,  so  ergiebt 

sich  sofort  folgende  Construction  des  gesuchten  Kreises: 

Es  sei  i'der  Fusspunkt  der  gegebenen  NorQialen, 
iRf  der  Punkt  in  ihr,  von  welchem  aus  die  übrigen  Nor«* 
malen  gefällt  werden  sollen.  Alsdann  errichte  man 
in  den  Punkten,  wo  die  Coordinatenaxe'n  von  derge* 
gebenen  Normalen  geschnitten  werden,  Perpendikel 
zu  denselben;  ihr  Durchschnittspunkt  sei  £.  Ist  nun 
L'  der  diesem,  sowie  P'derdemPunkte  P  diametral  ge- 
genüberliegende Punkt,  so  wird  ein  Kreis,  welcher 
die  Mitte  (7  von  L'M  zumCentrum  hat  und  durch  jP' geht, 
dieEllipseinnochdreiPunkten  schneiden,  deren  Nor- 
malen in  ^convergiren.     (Taf.  III,  Fig.  1.) 
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§.  3. 
Sftmmtliche  yoraDgehende  RechniiDgen  gelten  ebenso  für  die  Hyperbel 

wenn  nur  b  mit  by — 1  vertaoscht  wird.    Man  erhält  dann  statt  der  Formeln 
für  Ay  B,  C  in  10)  folgende : 

\^'^—         a«7'       ^^~         b'X' 

Auch  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Construction  gilt  ebenso  für  die 
Hyperbel. 

Ein  interessanter  Satz   folgt  noch   aus   den  Formeln  10).     Bildet  man 
nämlich  das  Product  der  Coordinaten  A  und  B,  so  wird  dies : 

AB  =  lxy. 
Dies  Product  aber  ist  unabhängig  von  den  Coordinaten  X,  F  und  zugleich 
anabhängig  von  den  Axen  ^a  und  b  der  Ellipse.     Man  erhält  dadurch  fol- 
genden Satz: 

Fällt  man  von  einem  Punkte  aus  auf  eineEllipse 
oder  Hyperbel  die  vier  möglichen  Normalen  und  legt 
durch  je  drei  der  Fusspunkte  einenKreis,  so  liegen 
die  Mittelpunkte  der  vier  so  entstehenden  Kreise  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  die  Axen  des 
Kegelschnittes  zu  Asymptoten  hat.  Diese  Hyperbel 
ist  aber  ganz  unabhängig  von  der  Länge  der  Axen  des 
Kegelschnittes,  ist  also  zugleich  der  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  derartigen  Kreise  in  Bezug  auf  alle  Ke- 
gelschnitte, welche  mit  dem  gegebenen  dasselbe 
Centrum  und  gleiche  Axenrichtungen  besitzen. 

§.  4. 

Ein  besonders  interessanter  specieller  Fall  der  im  §.  1  gelösten  Auf- 
gabe ist  die  folgende: 

Man  soll  von  einem  im  Umfange  einerEllipse  oder 

Hyperbel  gelegenen  Punkt  aus  auf   diese  Normalen 

fällen. 

Die  Lösung  dieses  Problems  geht  aus  der  allgemeinen  Lösung  hervor, 

wenn  man  den  Punkt  x'y  mit  dem  Punkte  X,  F  zusammenfallen  lässt.    Die 

Gleichungen  unter  10)  reduciren  sich  alsdann  durch  die  Substitution  x'=X, 

y  ^=^Y  bedeutend,  nämlich  zu: 

15)  2^  =  5^'     2^  =  f«^>      (7=-(a*  +  6«). 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  ist  besonders  interessant;  sie  lehrt  den  Satz:^ 

21*  ^ 


316  Ueber  die  Normalen  von  Kegelachnitten. 

Fällt   man  von   einem  Punkte  im  Umfange  einer 
Ellipse  aufdieselbe  die  drei  möglichen  Normalen  und 
'    legt  durch  die  Fusspnnkte  einenKreis,   soistdiePo- 
tenz   desselben  in  Bezug  auf  das  Centrum  der  Curve 
constant,  nämlich  gleich  dem  negativen  Quadrate  der 
Sehne  des  elliptischen  Quadranten. 
Noch  mehr  vereinfachen  sich  die  Formeln,  wenn  man   eine  gleichsei- 
tige Hyperbel  voraussetzt.     Für  diese  wird  6*  =  —  a*  und  dadurch  ergiebt 
sich : 

2^=  —  ^,     2^  =  — F,     C  =  0, 
d.h.: 

Werden   von  einem   Punkte    einer  gleichseitigen 

Hyperbel  ans  auf  diese  die  drei  möglichen  Normalen 

gefällt,  so  geht  derKreis,  welcher  durch  die  dreiFusa- 

punkte  derselben  geht,   zugleich  durch   das  Centrum 

der  Curve.     Uebrigens  fst  dieser  Kreis  dem  Rechteck 

umschrieben,  welches   bestimmt  wird  durch  den  dem 

Convergenzpunkte      diametral     gegenüberliegenden 

Punkt,    dessen    Projectioneu    auf    die   Axen    und    das* 

Centrum  der  Hyperbel, 

Es  ist  hierbei  jedoch  zu  bemerken,  dass  im  Falle  einer  Hyperbel  diese 

drei  Noi:malen  nie  sämmtlich  reell  sind,  sondern  stets  nur  eine  von  ihnen; 

dass  man  aber  nichts  desto  weniger  ebenso  gut  von  einem  Kreise  durch  die 

drei  Fusspnnkte  reden  kann,  wie  im  Falle  von  drei  reellen  Normalen. 

§.6. 

Auf  die  im  §.  1  behandelte  Aufgabe  lässt  sich  die  folgende  zurück- 
ftthren: 

Es  sind  zwei  Punkte  ^  und  ^  eines  Centralkegel- 
Schnittes  gegeben;   man  soll  zwei  Punkte  ^  und  ^  so 
bestimmen,  dass  ihre  Normalen  mit  denen  von  ^und  B 
M  .         sich  in  demselben  Punkte  begegnen. 

Es  seien  X' T\  X" Y"  die  Coordinaten  von  Ä  und  j9;  ferner  {,  iy  die 
des  Durchschnittspunktes  der  in  Ä  und  B  gelegten  Tangenten;  x  y  endlich 
die  des  Durchschnittspanktes  der  in  Ä  und  B  gelegten  Normalen.  Alsdann 
gelten  folgende  bekannte  Eelationen: 

^=-^^'  y- — w-^^ 

^  ^  l  T  —  Y" 


Die  zwei  zu  bestimmenden  Punkte  C  und  D  finden  sich,  da  der  Punkt  x\y 
sowohl  in  der  Normalen  von  A,  als  auch  in  derjenigen  von  B  liegt,  in  jedem 
der  beiden  Kreise:  C^ r^r^nAo 
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und 


folglich  auch  in  deren  Schnittlinie: 

Werden  hierin  die  Werthe  von  x\  y  ans  16)  eingeführt  und  wird  ansserdem 
anch  die  Gleichung  für  -^  benutzt,  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Re- 
dnction  folgende  Gleichung  für  die  Linie  CD: 

— 5     —n 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Constrnction  : 

Um  diePnnkte  C2>  eines  Centralkegelschnittes  zu 

finden,  deren  Normalen  mit  denen  von  zwei  gegebenen 

Punkten   ^  und  ^  in   einem  Punkte   zusammenlaufen, 

construire   man  den   Pol  derSehne^^  und   fälle  von 

dem,   diesem   diametral   gegenüberliegenden  Punkte 

aus  aufdieAxen  Perpendikel;    die  Verbindungslinie 

derFusspunkte  ist  die  Linie  CD.     (Taf.  III,  Fig.  2.) 

Durch  Umkehrung   dieser  Construction  kann  man  aus  den  Punkten  C 

und  D  die  Punkte  A  und  B  und   somit  eine  zweite  constructive  Lösung  des 

Problems  finden ;  nämlich : 

Man  ziehe  die  Sehne  AB  und  errichte  dort,  wo 
diese  die  Axen  trifft,  Perpendikel  zu  denselben,  be- 
stimme den  dem  Schnittpunkte  dieser  Geraden  dia- 
metral gegenüberliegendenPunkt  und  lege  von  diesem 
aus  an  den  Kegelschnitt  Tangenten;  die  Berührungs- 
punkte sind  alsdann  die  gesuchten  Punkte  ^  und  ^. 
Einige  specielle  Fälle  dieser  von  Joachimsthal  gefundenen  Sätze 
sind  noch  besonders  bemerkenswerth. 

Fällt  der  Punkt  A  mit  dem  Punkte  B  zusammen,  so  schneiden  sich  die 
Normalen  der  beiden  Punkte  im  Krümmungsmittelpunkte  von  A»  Der  erste 
Satz  nimmt  alsdann  die  Gestalt  an : 

Ist  i^  ein  Punkt  eines  Centralkegelschnittes  und 
werden  von  dem  ihm  diametral  ge.genttberliegenden 
Punkte  aus  auf  die  Axen  Perpendikel  gefällt,  so 
schneidet  die  gerade  Linie  durch  die  Fusspunkte  die 
Gurre  in  zwei  Punkten,  deren  Normalen  durch  den 
Krümmungsmittelpunkt  von  A  gehen.    oigitizedbyGoOgle 
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Wenn  dagegen,  als  ein  anderer  specieller  Fall,  die  Linie  CD  eine  Fo- 
calseline  wird,  so  ergiebt  sich  leicht  der  folgende  Satz: 

Liegen  zwei  Punkte  ^  und  ^  in  einem  Kegelschnitt 

so,  dass  ihre  Verhindungslinie  mit  der  einen  DirectriK 

in  der  grossen  Axe   zusammentrifft,   so  geht  die  Linie 

durch  die  beiden  Punkjbe   Cundi>,  deren  Normalen  mit 

«  denen  von^tfund  B  in  einemPunkte  zusammenlaufen, 

zugleich  durch  den  nicht  zu  jener  Directrix  gehörigen 

Brennpunkt. 

Ueberhaupt  findet  man,  dass,  wenn  sich  dje  Linicf  ^^  um  einen 

festen  Punkt   dreht,    auch    die  Linie  CD   durch    einen   festen 

Punkt  geht. 

§.6. 

Ich  will  an  das  Vorhergehende  noch  eine  Reihe  von  Sätzen  anschlies- 
sen,  welche  sich  auf  vier  in  eiuem  Punkte  zusammenlaufende  Normalen  be- 
ziehen. Sie  lassen  sich  sämmtlicb  leicht  mit  Hilfe  symmetrischer  Functio- 
nen aus  der  Gleichung  3)  ableiten;  die  Beweise  sind  jedoch  meist  etwas  um- 
ständlich, weshalb  ich  sie  hier  übergehe. 

1)  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  auf  eine 
Ellipse  oderHjperbel  die  vier  möglichen  Normalen 
und  bestimmt  das  Productaus  den  vier  Halbdurch- 
messern, welche  den  Tangenten  in  ihren  Fusspunkten 
parallel  laufen,  so  steht  diesProduct  in  constantem 
Verhältniss  zu  demProductaus  den  Entfernungen  des 
Convergenzpunktes  von  den  beiden  Brennpunkten. 

Es  ist  nämlich  dieses  Product  gleich: 

Dies  Product  bleibt  constant,  so  lange  r^r^  constant  bleibt,  d.  h. :  wenn 
sich  der  Convefgenzpunkt  in  einer  Cassini'schen  Linie  be- 
wegt, deren  Brennpunkte  mit  denen  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes zusammenfallen. 

Man  kann  obigem  Satz  auch  die  Gestalt  geben : 

9i 9t  Qb  9i  Qi  Qi  ^»  ^4  =  -^  n*  r,*, 

wo  dann  Qu(ft^9i>Q4  die  Entfernungen  der  vier  Fnsspnnkte  von  dem  einen, 
Qi\ift\ 99^94  "^^^  andern  Brennpunkte  siod. 

Für  den  spcciellen  Fall,  wo  der  Convergenzpunkt  in  der  Curve  selbst 
liegt,  nimmt  demzufolge  unser  Satz  die  Gestalt  an : 

2)  Fälltmanvon  einem  Punkte  im  Umfange  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  die  drei  möglichen  Normalen  auf  die- 
selbe und  bestimmt  das  Product  aus  den  sechs  Brenn- 
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strahlen  der  Fnsspankte,  so  steht  dies  in  constantem 
Verhältniss  za  dem  Prodnet  der  beiden  Brennstrahlen 
des  Convergenzpnnktes. 
Es  folgt  anch  sofort  der  folgende  Satz  ans  1): 

3)  Fällt  man  von  einem  Punkte  ans  auf  jeden  von  zwei 
confocalen  Kegelschnitten  die  vier  möglichen  Norma- 
len und  bestimmt  die  Prodncte  aus  den  jedesmaligen 
vier,  zu  den  Tangenten  in  den  Fnsspunkten  parallel 
laufenden  Halbdurchmessern,  so  stehen  diese  in  con- 
stantem Verhältniss.  « 

4)  Werden  von  einem  Punkte  (:p,y)  ans  auf  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  die  vier  möglichen  Normalen  gefällt, 
so  ist  die  Summe  aus  den  Quadraten  der  Abstände 
ihrer  Fusspunkte  vom  Centrnm  gleich: 


i-'±^+'^^^. 


wo  das  obere  Vorzeichen  für  die  Ellipse,  das  untere  für  die  Hyperbel  gilt. 

Ist  die  gegebene  Curve  eine  Ellipse,  so  ist  derOrtallerPunkte, 
für  welche  diese  Summe  eine  constante  Grösse  ist,  eine  ihr 
concentrische  Hyperbel,  deren  Asymptoten  senkrecht  stehen 
auf  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse. 

Es  ist  übrigens  die  Beziehung  zwischen  der  Ellipse  nnd  dieser  Hyper- 
bel eine  reciproke;  es  ist  nämlich  auch  für  jeden  Punkt  der  Ellipse  jene 
Summe  genommen  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  constant. 

Setzt  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  voraus,  d/  i. :  6*=  —  a\  so  ver- 
einfacht sich  obige  Summe  bedeutend,  man  erhält  nämlich: 

X'  +  y\ 
und  damit  den  Satz : 

5)  Liegen  vier  Punkte  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
«              so,  dass  sich  ihre  Normalen  in  einem  Punkte  begeg- 
nen, seist  die  Summe  aus  den  Quadraten  ihrer  Halb- 
messer gleich  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Con- 
vergenzpunktes  vom  Centrum. 

Liegt  der  Convergenzpunkt  in  der  Hyperbel  selbst,  so  ergiebt  sich  für 
die  Fusspunkte  der  dann  noch  möglichen  3  Normalen  jene  Summe  gleich 
Null,  woraus  man  sofort  erkennt,  dass  zwei  der  Fusspunkte  imaginär  sein 
müssen. 

6)  Werden  von  einem  Punkte  aus  an  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  dievierNormalen  gezogen  undanfdiesevom 
Centrum  aus  Perpendikel  gefällt,  so  ist  das  Product 
ans  deren  Längen  gleich: 
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wo  X,  y  die  Abstände  des  Convergenzpnnktes  von  den  Axen  und  r^  r,  von 
den  beiden  Brennpunkten  bedeuten.  Man  erkennt  sofort ,  dass  dies  Pro- 
duct  constant  ist  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte ,  welche  mit  jenem  con- 
focal  sind. 

IL 
FtU:  die  Parabel. 

§•7. 
Die  Gleichung  der  im  Punkte  x,y,  einer  Parabel: 
17)  y^  =  2px 

errichteten  Normale  ist  bekanntlich : 


oder,  weil 


P 


Umgekehrt  liegen  die  Fusspunkte  der  von  einem  Punkte  x^yi   ausser- 
halb einer  Parabel  auf  diese  gefällten  Senkrechten  in  der  Curve : 

19)  2a^  +  y'—t/'j  —  yyi=o, 

deren  Gleichung  man  erhält,  wenn  man  in  18}  Xty^  mit  xy  vertauscht  und 
umgekekrt.  Die  gesuchten  Fusspunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Curve 
19)  mit  der  Parabel  17).  Durch  diese  Schnittpunkte  gehen  aber  noch  un- 
endlich viele  Curven  2.  Grades,  deren  Gleichungen  sämmtlich  in  der  folgen- 
den enthalten  sind : 

yt  _pa?-f  ;?(2j?*  +  ^  -  y«^  — yyO  =  0. 

P 

Unter  diesen  Curven  ist  eine  besonders  interessante  zu  finden,  nämlich  ein 

Kreis.     Er  entspricht  dem  Werthe : 

P+^i 
und  hat  die  Gleichung : 

20)  a^  +  y^  —  a:{p+  arj)  — ?^  =  o. 

Da  dieser  Kreis  durch  den  Scheitel  der  Parabel  geht,  so  hat  man  den  inter- 
essanten Satz : 

Die  Fusspunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
ausserhalb  einer  Parab.el  auf  diese  au  fällenden  SNor- 
malen    liegen   mit   dem   Scheitel   derselben   in   einem 
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Dieser  Kreis  ist  besonders  aach  für  die  Constraction  jener  3  Normalen 
wichtig.  Man  erhält  ihn,  wie  eine  einfache  Betrachtung  lehrt,  anf  folgende 
Weise: 

Man  errichtet  in  dem  Punkte  der  Parabel,  welcher 
mit  dem  gegebenen  in  demselben  Perpendikel  znrAxe 
liegt,  die  Normale  und  legt. an  den  Punkt  der  Parabel, 
welcher  mit  dem  gegebenen  in  derselben  Parallelen 
zur  Axe  liegt,  die  Tangente.  Alsdann  geht  der  ge- 
suchte Kreis  durch,  die  Punkte,  in  welchen  die  erste 
dieser  Linien  der  Axe  und  die  letzte  der  Scheiteltan- 
gente begegnet,  en-dlich  durch  den  Scheitel  der  Para- 
bel. (Taf.  III,  Fig.  3.) 
Diese  Constraction  zeigt  zugleich ,  dass  auch  die  Umkehrnng  des  vor- 
hererwähnten Satzes  gilt,  nämlich : 

Je^der  Kreis,  welcher  durch  den  Scheitel  einer  Pa- 
rabel geht,   schneidet  diese  noch  in  drei  Punkten,  de- 
ren Normalen  in  einem  Punkte  convergiren. 
Fallen  von  diesen  drei  Schnittpunkten  zwei  zusammen,  so   schneiden 
sich  ihre  Normalen  im  Krümmungsmittelpunkt.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

Jeder  Kreis,  welcher  durch  den  Scheitel  einerPa- 
rabel   geht    und    dieselbe   in    einem    Punkte    berührt, 
schneidet  sie  zugleich  in  einem  Punkte,  dessen  Nor- 
male durch   den  Krümm ungsmittelpunkt  jenes  Berüh- 
rungspunktes geht. 
Wenn  ferner  der  Convergenzpunkt  der  Normalen  in  die  Parabel  selbst 
gelegt  wird,  so  vereinfacht  sich  die  Constraction  des' Kreises  und  liefert 
folgenden  speciellen  Satz : 

Jeder  Kreis,  welcher  einem  Viereck  umschrieben 
ist,  dessen  Seiten  von  der  Axe  und  der  Scheiteltan- 
gente einer  Parabel,  sowie  von  der  Tangente  und  Nor- 
malen eines  ihrer  Punkte  gebildet  werden,  schneidet 
die  Parabel  zugleich  noch  in  zwei  Punkten,  deren 
Normalen  sich  in  jenem  Punkte  ihres  Umfanges 
treffen. 

§.8. 

Eb  ist  vortheilhaft,  die  cubische  Gleichung  selbst  aufzustellen,  nach 
welcher  die  Fusspunkte  der  in  einem  gegebenen  Punkte  sich  treffenden 
Normalen  bestimmt  werden.     Man  erhält  sie  sofort  durch  Einsetzen'  von 

0;  =  ^  in  die  Gleichung  20)  des  Kreises  in  der  Form: 

21)  S^»  — 2/)y(j?i— p)  — 2p»yi  =  0. 

In  dieser  Gleichung  fehlt  das  Glied  mity*;  dies  beweist,  dass  der  Schweb 
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Punkt  eines  Dreiecks,  welches  durch  die  Fnsspnnkte  der  von 
einem  Punkte  aus  auf  eineParabel  gefällten  Normalen  ge* 
bildet  wird,  in  der  Parabelaxe  liegt. 

Die  Gleichung  21)  leitet  discutirt  sehr  leicht  zu  den  bekannten  Sätzen 
über  die  Anzahl  der  reellen  Normalen  einer  Parabel.  Wir  wollen  sie  nach 
dieser  Seite  hin  aber  nicht  verfolgen ,  sondern  aus  ihr  nur  noch  einen  Satz 
ableiten. 

Bekanntlich  schneiden  sich  die  Höhenperpendikel  eines  der  Parabel 
umschriebenen  Dreiecks  in  einem  Punkte  der  Directrix,  und  zwar  in  der 
Höhe: 

, y  y  y    ,  yjfy+y 

wo  y\y\y"  die  Ordinaten  der  Berührungspunkte  sind.  Wählt  man  für 
diese  diejenigen  Punkte  der  Parabel,  deren  Normalen  in  einem  Punkt  {x^^y^ 
sich  treffen,  so  hat  man  zu  setzen :  ^ 

yy  y  =^p*ytj   y +y  +y  =0. 
Also  ist  y  =  yi» 

DerConvergenzpunktderHöhenperpendikelliegt 
somit  ebenso  hoch  über  der  Axe,  als  der  Convergenz- 
punkt  der  Normalen. 

§.9. 

Auf  die  in  §.  7  behandelte  Aufgabe  lässt  sich  sofort  auch  die  folgende 
zurückführen,  welche  man  jedoch  mit  Vortheil  selbstständig  löst: 

Es  ist  in  einer  Normalen  einer  Parabel  ein  Punkt 
gegeben;  man  soll  von  ihm  aus  die  übrigen  noch  mög- 
lichen Normalen  auf  die  Curve  fällen. 
Es  sei  M{xj^y^)  der  gegebene  Punkt  in  der  Normalen,  deren  Fnsspunkt 
Pf  die  Coordinaten  X,J^  haben  möge;   P^  und  P^  seien  die  Fusspunkte  der 
gesuchten  Normalen.     Alsdann  ist  offenbar : 

ar.-jr=-^(y.-r), 

Wird  dies  in  die  Gleichung  21)  eingesetzt,  so  kann  diese  durch  y —  F  divi- 
dirt  werden,  und  giebt  nach  Ausführung  dieser  Division  die  quadratische 
Gleichung : 

22)  y'  +  yr+2p«^  =  o. 

Aus  derselben  ergeben  sich  die  Ordinaten  :r'y"  der  beiden  Punkte  P,,  Pg. 
Nun  aber  ist  die  Gleichung  der  Sehne,  welche  diese  Punkte  verbindet: 

X  —X  )'-x{y—y)^xy  —x  y,  ^^ 
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oder  da  , y^         \, y"* 

ip'  2p 

y  W  +  y')  —  2px  =  yy\ 
Werden  hierin  endlich  die  ans  22)  folgenden  Werthe  von  y +y"  und  y  y" 
eingesetzt,  so  erhält  man: 

23)  a:r  +  yX  +  py,  =  0 

als  einfachste  Gleichung  der  Linie  PtPy    Offenbar  bildet  diese  gerade  Linie 

mit  der  Parabelaxe  einen  Winkel,  dessen  Tangente  — -^  ist;  daher  ist  fol- 
gender Satz  klar: 

Fällt  man  von  einemPunkte  in  der  Ebene  einerPa- 
rabel  anf  diese  die  drei  Normalen  und  verbindet  den 
einen  der  Fnsspnnkte  mit  dem  Scheitel  der  Parabel 
durch  eine  gerade  Linie,  so  bildet  diese  mit  derAxe 
denselben  Winkel,  wie  die  Verbindungslinie  der  bei- 
den andern  Fnsspnnkte. 
Besonderes  Interesse  verdient  auch  hier  der  Fall,  in  welchem  die  Nor- 
malen von  einem  Pnnkte  im  Umfange  der  Parabel  aas  zn  fällen  sind.    Man 
kann  hier  sofort  die  Formeln  22)  und  23)  anwenden^  sobald  man  nur  X^=x^^ 
r=yt  s^tzt.     Es  werden  alsdann  diese  Gleichungen  einfacher: 


I  xxy  +yari  +/>yi  =0, 
und  liefern  eine  Beihe  interessanter  Sätze. 

Bekanntlich  schneiden  sich  die  in  den  Punkten  x' y\  x"  y"  einer  Para- 
bel an  dieselbe  gelegten  Tangenten  in  einem  Punkte,  dessen  Abscisse  ist: 

y  » 

Im  vorliegenden  Falle  ist  yy'^=^2p^^  also  ?^:— =  /?,  also  constant.  Daraus 

2p 

ergiebt  sich  der  Satz : 

Legt  man  in  zwei  Punkten  einer  Parabel,  deren 
Normalen  sich  in  einem  Punkte  der  Curve  selbst  tref- 
fen, die  Tangenten,  so  schneiden  sich  diese  in  einer 
festen  Parallelen  zur  Scheiteltangente,  welche  von 
dieser  auf  der  positiven  Seite  derAxe  um  den  Para- 
meter ab»tehL 
Aus  der  zweiten  Gleichung  in  24)  folgt  femer : 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  einer  Para- 
bel, deren  Normalen  sich  in  einem  Punkte  der  Curve 
selbst  treffen,  geht  durch  einen  festen  Punkt  in  der 
Axe,  welcher  vom  Scheitel  rückwärts  um  den  Para- 
meter absteht 
Endlich  ergiebt  sich  noch  leicht  der  folgende  Satz: 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punktedie/fn^Para- 
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bei,  deren  Normalen  in  einem  Punkte  derCarve  selbst 

zusammenlaufen,    trifft   die  VerbiDdungslinie  dieses 

Punktes  und  des  Scheitels  in  derDirectrix. 

Die  erste  Gleichung  in  24)  lehrt  auch ,   in  welchen  Fällen   die  beiden 

Normalen  der  Parabel ,  welche   von  einem  Punkte  in  deren  Umfang  selbst 

aus  gefällt  werden,  reell  verschieden,  zusammenfallend  oder  imaginär  sind. 

Man  erhält  als  Kennzeichen  hierfür: 

a?i  ^  4p. 

§.10. 

Die  nun  schliesslich  noch  zu  erledigende  Aufgabe,  zu  zwei  Punkten 
A  und  i^einerParabel  den  Punkt  C  zxx  finden,  dessen  Normale 
mit  denen  von  A  und  B  in  einem  Punkte  zusammentrifft,  lässt 
einige  sehr  einfache  Lösungen  zu. 

I.  Ist  0  der  Parabelscheitel,  so  wird  der  durch  0,  A^  B  gelegte  Kreis 
die  Parabel  weiter  in  dem  gesuchten  Punkt  C  schneiden. 

IL     Man  ziehe  durch   0  eine  gerade  Linie,  welche   mit  der   Axe 
einen   gleichen   nur  nach   entgegengesetzter  Seite  aufgetragenen  Winkel 
bildet,  wie   AB.     Dieselbe  wird   der  Parabel   in  dem  gesuchten  Punkt  6' 
begegnen.     Da  sich  hiernach  i^^  nicht  ändert,   wenn  sich   auch  die  Linie 
AB  parallel  verschiebt,  so  folgt  der'bemerkenswerthe  Satz: 

Bewegt  sich  eine  Parabelsehne  parallel  mit  sich 

fort,    so    beschreibt   der   Dnrchschnittspnnkt    der   in 

ihren  Endpunkten    gelegten  Normalen  eine  Gerade, 

welche  ebenfalls  eine  Normale  der  Parabel  ist. 

IIL     Sind  die  Ordinaten  von  A  und  B  y  und  y\   so  ist  diejenige  von 

(7  einem  früher  bewiesenen  Satze  zufolge: 

-(y'+y"). 

Man  erkennt  leicht,  wie  diese  Constructionen  auch  angewendet  werden 
können ,  um  den  Krümmungsmittelpunkt  irgend  eines  Parabelpunktes  A  zu 
finden ;  man  darf  alsdann  nur  A  und  B  zusammenfallen  lassen.  Man  wird 
alsdann  eine  Beihe  von  Constructionen  hervorgeben  sehen,  welche,  wie  be- 
sonders die  folgende,  die  gewöhnlichen  Methoden  an  Einfachheit  mindestens 
erreichen. 

Isi  MQ  die  Normale  des  Paral^elpunktes  M  und 
zwar  iß  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Axe;  ist  ferner  0  der 
Scheitel  derParabel,  so  errichte  manaufO^  in  der 
Mitte  eine  Senkrechte,  welche  die  Normale  von  ilf  in 
/{schneide.  Alsdann  braucht  man  nur  noch  das  Stück 
MQ  auf  der  Verlängerung  von  3fi{.  von /?  aas  dreimal 
aufzutragen,  um  den  Krtimmungsmittelpunkt  C  von  itf 
zu  erhalten.     (Taf.  III,  Fig.  4.) 
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XV. 

Ueber  die  Gesetzmässigkeit  und  die  Theorie  des 
Elektricitätsverlustes. 

Von 

Dr.  F-  Dellmann, 

Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasiam  zu  Krenznacli. 


§.1. 
Einleitnng. 

Wenn  man  einen  beliebigeti  Körper  elektrisirt  and  seine  Elektricität 
anch  durch  den  besten  Isolator,  Schellack,  absperrt^  diese  Elektricit/it  gleich 
-nach  dem  Laden  und  nach  einiger  Zeit  wieder  misst,  so  findet  man  bekannt- 
lich bei  der*zweiten  Messung  stets  eine  Abnahme,  welche  man  den  Elek- 
tricitätsverlust  nennt. 

Was  bis  jetzt  über  den  Elektricitätsverlust  bekannt  ist,  rührt  fast  nur 
von  Coulomb  her;  Kiess  und  der  Verfasser  haben  kleine  Zusätze  gelie- 
fert, Riess  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  elektrische  Dichtigkeiten*'*) 
und  in  seinem  vortrefflichen  Werke  über  Reibungselektricität;  der  Verfasser 
in  seinem  Aufsatze :  „Ueber  Luftelektricität".**)  Was  Coulomb  gelie- 
fert, ist  ausser  seinen  eigenen  Abhandlungen***),  welche  nicht  Jedem  zu- 
gänglich sind,  recht  gut  und  umfassend  dargestellt  in  den  Werken  von  Biot 
und  dem  genannten  Werke  von  Riess.  Die  Lehrbücher  der  Physik  sind 
meist  sehr  lakonisch  im  Capitel  über  den  Elektricitätsverlust,  und  zum  Theil 
bebandeln  sie  das  bereits  vorhandene  Material  von  Thatsachen  mit  völliger 
Ents.telluug. 

Riess  sagt  Bd.  I,  S.  117  seines  Werkes:  „Wird  der  Zerstreuungscoef- 
ficient  unzweifelhaft  durch  den  Feuchtigkeitszustand  der  Luft  bestimmt,  so 
bleiben  auf  ihn  wahrscheinlich  die  Temperatur  der  in  der  Luft  vorhandenen 


•)  P  ogg.  Annal.  Bd.  71,  8.  359  ff, 
**)  ^ogg.  Annal.  Bd.  89,  ß.  258  ff. 
***)  Besonders  das  3.  Memoire,  Jahrg.  1785,  S.  012  ff.  der  Memoiren  der  Acad^mie 
TOy9\e.  Oigitized  by  GoOglC 
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Wassertbeile ,  der  Stand  des  Barometers  und  die  der  Luft  zufällig  bei- 
gemischten Gasarten  nicht  ohne  Einfluss.  In  der  That  findet  man  zuweilen 
die  Zerstreuung  der  Elektricität  in  der  entgegengesetzten  Weise  verändert, 
als  man  nach  dem  hygrometrischen  Zustande  der  Luft  erwarten  konnte,  und 
es  ist  bis  jetzt  keine  Hoffnung  vorhanden,  ihre  Abhängigkeit  in  allen  Ver- 
wicklungen klar  zu  übersehen. "  Ferner  sagt  er  auf  der  vorhergehenden 
Seite:  „ Die  Erfahrung  hat  nun  gezeigt,  dass  der  Zerstreuungscoefficient 
für  einen  elekrrisirten  Körper  desto  grösser  ausfällt,  je  mehr  der  Feuchtig- 
keitszustand der  den  Körper  umgebenden  Luft  sich  dem  Sättigungszustande 
nähert;  jener  Coefficient  hängt  daher  von  der  absoluten  Menge  des  Wasser- 
gases ab,  das  die  Luft  enthält,  und  von  dem  Verhältnisse  dieser  Menge  zu 
der  grössten  Menge,  die  sie  bei  ihrer  Temperatur  enthalten  kann.*'  Die 
schwache  Hoffnung,  welche  am  Schlüsse  des  1.  Satzes  ausgesprochen  ist, 
theilt  der  Verfasser  mit  Riess  nicht;  und  in  wie  weit  der  2.  Satz  richtig 
ist,  wird  das  Folgende  zeigen. 

Als  ich  meine  elektrischen  Untersuchungen  vor  13  Jahren  aufs  Neue 
in  Angriff  nahm,  hätte  ich  gern  mehr  gewusst  über  d^n  Elektricitätsverlust; 
aber  es  war  nicht  mehr  zu  finden.  Doch  im  Laufe  der  Zeit  fühlte  ich  mehr 
und  mehr  den  Mangel  des  bisherigen  Wissens  über  diese  Erscheinung, 
welche  bei  Messungen  der  statischen  Elektricität  immer  mehr  oder  weniger 
stört,  und  so  gab  ich  mich  zu  verschiedenen  Zeiten  daran,  meine  Kenntnisse 
durch  eigene  Untersuchungen  zu  erweitern;  zuerst  behufs  der  Controle 
meines  atmosphärisch  -  elektrischen  Apparates,  und  später  noch^einmal,  um 
meine  Kenntniss  der  Isolatoren  zu  vermehren.  Im  letzten  Winter  wollte 
ich  wissen,  welchen  Einfluss  der  Elektricitätsverlust  auf  die  Spannung  einer 
offenen  Säule  hat.  Hier  musste  besonders  die  umgebende  Luft  sorgfältig 
in  Bezug  auf  ihren  Gehalt  an  Wasserdämpfen  zugleich  untersucht  werden. 

Wenn  ich  damit  meine  Studien  über  den  Elektricitätsverlust  noch  kei- 
neswegs als  abgeschlosen  betrachtet  wissen  will,  so  hat  sich  doch  durch  die 
bisherigen  Arbeiten  ein  Material  angehäuft,  welches  weit  über  die  Grenzen 
des  Bekannten  hinausgeht.  Ich  werde  im  Nachfolgenden  vorläufig  meine 
Erfahrungen  und  Ansichten  über  die  Gesetzmässigkeit  und  die  Theorie  des 
Elektricitätsverlustes  mittheilen.  Anderes,  namentlich  über  verschiedene 
Mittel  zu  seiner  Abänderung,  und  über  die  Isolirungsfähigkeit  verschiedener 
Isolatoren,  später  veröffentlichen.  Die  Beschreibung  desBeobachtuugs-  und 
Berechnungs Verfahrens,  sowie  die  genaue  Bestimmung  der  Begriffe  Inuss 
vorhergehen. 

A.    BeobachtuDgs-  und  Berechnungsverfahren.    Begriffe- 

bestimmungen. 

§.2. 
Messapparate. 

Es   wurde  zu  den  nachfolgenden  Untersuchungen  das  .Elektrometer 

^igitized  by 
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verweDdet,  welches  von  mir  vollstäDdig  beschrieben*)  ist  in  Po  gg.  Annal, 
Bd.  86,  8.  524  ff.  Später  habe  ich  Verbessernngen  desselben  angegeben  in 
Po  gg.  Annal.  Bd.  89,  S.  269  ff.  Für  die  Leser  dieser  Blätter  möge  deshalb 
eine  nur  allgemeine  Beschreibung  genügen. 

Die  Kraft,  mittelst  deren  die  Elektricität  gemessen  wird,  ist  die  Tor« 
sion  eines  dünnen  Glasfadens.  Diese  Kraft  ist  bekanntlich  sehr  constant 
und  deshalb  zuverlässiger,  als  die  Torsion  der  Metalldräbte.  Der  Glasfa* 
den  ist  oben  mit  Schellack  befestigt  an  einem  Messingstift,  welcher  einen 
Zeiger  trägt,  der  über  einem  getheilten  Kreise,  dem  Torsionskreise,  sich  be- 
wegt. Am  untejn  Ende  des  Glasfadens  hängt  ein  etwa  zwei  Zoll  langes, 
dünnes,  plattgeklopftes  Messingdrähtchen  (Saite  No.  13)  horizontal,  seine 
Flächen,   welche  durch  das  Klopfen  entstanden,  in  verticaler  Bichtang;  es 


*)  In  den  Gmndzügen  schon  vor  22  Jahren  im  Programm  des  Krenznacher  Gym- 
nasiums und  in  Pogg.  Ann.  Bd.  55,  S.  301  ff.  Dort  hatte  ich  zwei  Principien  ange- 
geben, mii  deren  Anwendung  es  mir  gelungen  war,  ein  sehr  empfindliches  Elektroskop 
zu  constcuiren ;  das  eine  war  schon  vorher  beim  Säuleneicktroskop  zur  Anwendung 
gekommen,  das  andere  war  neu.  Das  erste  war  das  Princip ,  die  Einwirkung  zweier 
elektrischer  Körper  auf  einander  durch  ein  gegebenes  Quantum  dadurch  zu  erhöhen, 
dass  man  dies  Quantum  blos  einem  Körper  zukommen  lässt  und  den  andern  aus  einer 
andern  Quelle  ladet.  Das  zweite  war  das  Princip,  diese  Einwirkung  zu  erhöhen  durch 
Ycrgrösserung  der  Anzahl  wirkender  Punkte  und  Verdichtung  der  Elektricität  .an 
passenden  Stellen.  Mittelst  dieses  letzteren  hatte  sich  Herr  Kohlrausch  nach 
mehrjähriger  Bemühung  ein  sehr  empfindliches  und  genaues  Elektrometer  construirt 
und  damit  schöne  Entdeckungen  gemacht  an  der  geschlossenen  und  einigen  offenen 
Säulen,  zugleich  aber  auch  in  der  ersten  seiner  in  den  Jahren  1847 — 1853  ziemlich 
rasch  auf  einander  folgenden  Abhandlungen  gezeigt,  dass  das  Instrument  sich  für 
sämmtliche  Elektricitätsqnellen  mit  unendlichem  Zufluss  besonders  eigne ,  also  auch 
zum  Studium  der  atmosphärischen  Elektricität.  Diese  Arbeiten  von  Kohl  rausch 
bestimmten  mich ,  zuerst  die  Rcconstruction  des  Messapparates  vorzunehmen  und  ihn 
dann  zum  Studium  des  letzteren  Gebietes  zu  verwenden.  Nachdem  auch  ein  passen- 
der Sammelapparat  construirt  war,  bestehend  in  einer  isolirten  Kugel,  welche  behufs 
der  Ladung  über  das  Beobachtungslokal  gehoben,  oben  ableitend  berührt  und  dann 
wieder  zum  Messen  gesenkt  wird,  konnten  die  Beobachtungen  im  Januar  1852  began- 
nen. Im  Jahre  1856  sah  Herr  Prof.  W.  Thomson  meinen  Apparat  zu  Kreuznach  in 
Thätigkcit,  so  wie  auch  das  Elektroskop  mit  der  Anwendung  beider  Principien.  Seit 
dieser  Zeit  studirt  Hr.  Thomson  mit  grossem  Eifer  und  dem  besten  Erfolg  atmosphä- 
rische Elektricität  mit  neuen  von  ihm  construirten  Apparaten,  besonders  mit  sehr  em- 
pfindlichen und  genauen  Messinstrumenten;  bei  deren  Construction  er  beide  genann- 
ten Principien  sehr  zweckmässig  in  Anwendung  bringt.  Sein  Beflexionselektrometer 
ist  so  empfindlich,  dass  er  mittelst  desselben  die  Erscheinungen  an  der  geschlossenen 
Säule,  für  deren  Studium  Herr  Kohlrausch  einen  Condensator  zu  Hilfe  nahm,  ohne 
diesen  zeigt,  und  mit  Unterstützung  einer  besonderen  Vorrichtung  sogar  in  einem  Celle- 
gienversuch.  Sein  portables  Elektrometer  zum  Beobachten  an  beliebigen  Orten,  von 
welchem  seit  einiger  Zeit  durch  die  Munificenz  der  Rojal  Society  mir  ein  Exemplar 
zur  Benutzung  übergeben  ist,  hat  zwar  eine  geringere  Empfindlichkeit,  aber  diese  ist 
doch  so  zu  steigern,  dass  man  mit  demselben  die  Spannung  nur  eines  Elementes  einer 
Zink -Kupfer -Säule  noch  zur  Anschauung  bringen  kann.  C^OOoIp 
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ist  also  der  Wagebalken,  wie  Coulomb  diesen  Theil  seiner  Drehwage 
genannt  hat.  Der  Unterschied  zwischen  Coulomb's  und  meinem  Wage- 
balken besteht  darin,  das»  jener  von  einem  Isolator,  meiner  yon  einem  gu- 
ten Leiter  verfertigt  ist;  und  ferner  darin,  dass  jener  cylindrisch,  meiner 
linealisch  ist  mit  scharfen  Rändern.  Der  Standkugel  der  Drehwage  ent- 
spricht in  meinem  Instrumente  ein  ebenfalls  etwa  zwei  Zoll  langes  und  eine 
Linie  breites,  dünnes  Metallplftttchen  mit  scharfen  Rändern,  von  mir  Streif- 
chen genannt.  Es  sitzt  im  obern  Einschnitt  eines  etwa  eine  Linie  dicken 
und  vier  bis  fünf  Zoll  langen  Messingdrahtes,  welcher  mit  Schellack  in  den 
Boden  des  dicken  Metallgefässes  gekittet  ist  und  vertical  nach  aussen  geht. 
Diesen  Messingdraht  habe  ichZuleitungsdraht  oder  Z u  1  e i t e r  genannt, 
weil  mittelst  desselben  die  zu  messende  Elektricität  in  das  Qefäss  des  In- 
strumentes geleitet  wird.  Beim  Laden  müssen  sich  Wagebalken  und  Streif- 
chen rechtwinklig  berühren.  Um  diese  Berührung  leicht  herstellen  und 
wieder  aufheben  zu  können ,  ist  am  Torsionskreise  mittelst  eines  Bügels 
eine  Schraube  befestigt,  welche  gedreht  werden  kann,  ohne  dass  der  Mes- 
singstift^  an  welchem  der  Glasfaden  hängt,  sich  mitdreht.  Nacb' der  La- 
dung wird  die  Schraube  zurückgedreht  und  dadurch  die  Berührung  von 
Wagebalken  und  Streifchen  aufgehoben.  Dann  wird  der  Zeiger  des  Tor- 
sionskreises  auf  0  der  Eintheilung  gestellt  und  unten  der  Winkel  abgelesen, 
welchen  Wagebalken  und  Streifchen  durch  die  Abstossung  der  Elektricität 
mit  einander  bilden.  Zu  diesem  Ablesen  liegt  unter  dem  Streifchen  auf 
dem  Boden  des  Gefässes  ein  polirter,  getheilter  Kreis.  Die  Kreisplatte 
muss  also  in  der  Mitte  eine  entsprechende  Oeffnung  haben  für  den  Durch- 
gang des  Zuleitungsdrahtes.  Das  Ablesen  geschieht  durch  Spiegelung  zur 
Vermeidung  der  Parallaxe.  Es  versteht  sich,  dass  vor  dem  Beginn  des 
Messens  das  Instrument  so  ajustirt  sein  muss,  da^s  der  Wagebalken  auf  der 
untern  und  der  Zeiger  auf  der  obern  Eintheilung  gleiche  Winkel  zeigen. 
Dieses  Ajustiren  ist  leicht  auszuführen.  Der  Glasfaden  hängt  in  einem 
Glasrohr,  welches  in  der  Mitte  des  Glasdeckels  in  einer  Messingbüchse  steht, 
mittelst  deren  das  Rohr  aufgeschraubt  wird.  Das  Glasrohr  ist  oben  und 
unten  mit  weichem  Leder  umgeben ,  um  es  unbeschädigt  in  passende  Mes- 
singbüchsen steif  eindrücken  zu  können.  Das  Ajustiren  wird  nun  bewirkt 
durch  Umdrehen  des  Glasrohrs  in  einer  dieser  beiden  Büchsen.  Zuui  An- 
hängen der  Kugeln,  deren  Elektricitätsverlust  gemessen  werden  soll,  wird 
das  untere  Ende  des  Zuleitungsdrahtes  zu  einem  Häkchen  umgebogen. 

Zur  Bestimmung  der  Zeit  diente  eine  Secundenuhr  mit  Compensations- 
pendel ,  welche  die  Secunden  recht  deutlich  hören  lässt,  welches  für  diesen 
Zweck  durchaus  erforderlich  ist;  eine  Taschenuhr  ist  deshalb  unbrauchbar 

dazu. 

Das  Psychrometer,  welches  zur  Messung  der  Wasserdämpfe  diente,  wird 
von  Greiner  jun.  in  Berlin  für  die  meteorologischen  Stationen  Preussens 
mit  musterhafter  Sorgfalt  angefertigt.     Das  eine  Thermometer  brauche  ick 
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seit  14  Jahren,  ist  oft  revidirt  and  stets  genau  richtig  befanden  worden ;  es 
ist  zugleich  sehr  empfindlich.  Das  andore  hat  ein  etwas  grösseres  Kugel- 
chen,  ist  also  etwas  weniger  empfindlich ;  es  wurde  mehrere  Jahre  von  D  o  v  e 
als  Normaliastrument  benutzt. 

§.3. 
Versuohsmefhoden. 

Die  Versuchsmethoden  müssen  sich  nach  den  Apparaten  richten.  Was 
Kohlrausch  über  das  beschriebene  Elektrometer  in  seinem  Aufsatze 
Bd.  72,  S.  353  ff.  der  Ann.  von  Pogg.  sagt  und  was  ich  selbst  an  demselben 
erfahren,  konnte  mich  nur  ermuthigen,  es  ohne  Bedenken  auch  zu  diesem 
Zwecke  anzuwenden.  Der  Körper,  dessen  Verlust  untersucht  werden  sollte, 
stand  entweder  während  der  ganzen  Verlustperiode  mit  dem  Zuleiter  in 
leitender  Verbindung,  oder  dieselbe  wurde  am  Anfange  und  Ende  der  Pe- 
riode momentan  hergestellt  und  das  Messinstrument  blieb  auch  in  diesem 
Falle  während  der  ganzen  Periode  geladen.  Dieser  bequemste  Weg  des 
Experimentirens,  nämlich  der,  die  wirksamen  Theile  des  Messinstrumentes 
der  Oberfläche  nach  als  einen  Theil  der  Oberfläche  des  Verlustkörpers  zu 
betrachten  und  den  Verlust  dieses  kleinen  Theiles  dem  Verlust  des  grossen 
proportional  zu  setzen,  ist  auch  ein  sicherer,  da  diese  Voraussetzung  für  die 
meisten  der  nachfolgenden  Gesetze  giltig  warj  und  bei  den  Versuchsreihen, 
wo  diese  Voraussetzung  der  Wirklichkeit  nicht  entsprach,  wo  nämlich  die 
Luft  um  den  Versuchskörper  geändert  wurde,  im  Gefässe  des  Mesaappara- 
tes  aber  nicht,  wurde  dafür  gesorgt,  dass  der  Versuchskörper  möglichst 
gross,  also  gegen  seine  Oberfläche  die  der  wirksamen  Theile  des  Messinstru- 
mentes möglichst  eine  verschwindende  Grösse  war.  Hier  trug  dann  noch  die 
grosse  Isolirungsfähigkeit  des  Apparates,  von  welcher  der  Grand  in  Pogg. 
Ann.  Bd.  106,  S.  332  angegeben  ist,  dazu  bei,  die  etwaigen  kleinen  Fehler 
auf  ein  Minimum  zu  bringen. 

Es  konnte  aber  noch  ein  Zweifel  darüber  entstehen ,  ob  dieselbe  Be- 
rechnungstabelle noch  gelte,  wenn  der  Verlustkörper  am  Zuleiter  hängt 
während  der  Messung.  Es  wurden  deshalb  die  Torsionsmessungen,  welche 
der  Tabelle  zur  Grundlage  dienen,  so  wiederholt,  dass  während  der  ganzen 
Dauer  derselben  die  Verlustkugel  am  Zuleiter  hängen  und  aus  einer  con- 
stauten  Quelle  geladen  blieb.  Die  Zahlen  waren  fast  genau  dieselben ,  wie 
die  früher  ohne  Kugel  erhaltenen,  so  dass  der  Zweifel  als  unbegründet 
erschien. 

Andere  Versuchsmethoden ,  z.B.  die  mit  Jedesmaliger  Entladung  des 
Elektrometers  nach  der  Messung  und  dann  am  Anfange  der  neuen  Periode 
mit  neuer  Ladung  vom  Verlustkörper;  oder  das  Verfahren,  das  Elektrometer 
vor  der  Ladung  von  der  Verlustkugel  aus  einer  constanten  Quelle  zu  laden 
und  den  constanten  Summanden  in  Rechnung  zu  bringen ,  erwiesen  sich  in 
der  Praxis  als  weniger  vortheilhaft.  oigitizedbyCaOOQlC 
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§.  4. 

Art  und  Weise  zn  ezperimentiren. 
Das  Experimentiren  findet  in  folgender  Weise  statt     Die  Kugel  wird 
mit  einem  beliebigen  Quantam   Elektricität  geladen.     Zu  dieser   Lädung 
dient  am  besten  für  +E  ein  kleiner  Elektrophor,  und  für  — feine  etwa 
zweizöllige   Korkscbeibe  mit  LackstieL      Wird   diese  einmal   stark  über 
wollenes  Tuch  gestrichen,  so  besitzt  sie  ein  Quantum  von  negativer  Elektri- 
cität» welches  ausreicht,  eine  etwa  vierzöllige  Kugel  so  stark  zu  laden,  dass 
das  Elektrometer,  wenn  der  Glasfaden  nicht  zu  dick  ist,  von  ihr  einen  Aus- 
schlagswinkel von  70-- 80  oder  noch  mehr  Graden  erhält.     Ist  das  Elektro- 
meter ebenfalls  geladen  und  der  obere  Zeiger  auf  0  gestellt ,  so  geht  man 
zur  Uhr,  zählt  die  Secunden  mit  bis  etwa  60,  indem  man,  zum  Messapparat 
zurückgekehrt,  gleichzeitig  den  Ausschlagswinkel  abliest.   Es  versteht  sich, 
dass  der  Wagebalken  vorher  vollständig  zur  Ruhe  gekommen  sein   muss. 
In  dem  Moment,  wo  das  Pendel  60  schlägt,  muss  man  sich  des  Aussclilags- 
winkels  möglichst  versichert  haben.     Man  steht   dann  gleich  auf  und  sieht 
auf  der  Uhr  nach,  ob  man  auch  die  Minuten  richtig  gelesen  und  die  Secun- 
den richtig  gezählt  hat.    Dann  erst  wird  aufgeschrieben.    Für  die  im  Nach- 
folgenden beschriebene  Berechnungsmethode  ist  es  am  besten ,  die  Verlust- 
perioden möglichst  klein  und  gleich  gross  zu  nehmen ;  sie  wurden  meist  zu 
fünf  oder  zehn'  Minuten  angenommen.     Eine   halbe  Minute  vor  der  folgen- 
den Messung  wird  der  Wagebalken,  welcher  nach  jeder  Messung  auf  90®  zu- 
rückgestellt wird,   mit  dem  Streifchen  eben  in  Berührung  gebracht,   dann 
wieder  gehoben,  und   nun  der  obere  Zeiger  wieder  auf  Null  gestellt.     In 
ein  paar  Secunden  ist  dies  geschehen.     Um  es  so  schnell  und  sicher  be- 
werkstelligen zu  können,  ist  eine  besondere  Vort'ichtung  erforderlich.   Der 
Stift,   an  welchen  oben  der  Glasfaden  gekittet  ist,   wird  gedreht  mittelst 
eines  dreiarmigen  Haspels,  welcher  über  dem  Zeiger  mit  einer  Stellschraube 
befestigt  ist.     An  den  Bügel  für  die  Schraube  zum  Senken  und  Heben  des 
Wagebalkens  schraubt  man   einen  dicken  Eisenstift;  an  diesen  lässt  man 
den  einen  Arm  jenes  Haspels  schlagen,  wenn  der  Zeiger  auf  Null  steht,  und 
einen  andern  Arm  von  der  entgegengesetzten  Seite,  wenn  er  00®  zeigt.    Da 
der  Stift  durch  Lüftung  seiner  Stellschraube  sich  verschieben  lässt ,  so  ist 
diese  Bedingung  leicht  herbeizuführen.     Bei  allen  Messungen  durch  Aus- 
schlagswinkel  braucht  man   dann   den  Zeiger  oben   gar  nicht  zu  stellen, 
braucht  nicht  aufzustehen  beim  Ablesen,  versäumt  keine  Zeit  und  erreicht 
seinen  Zweck  weit  sicherer. 

Hängt  die  Kugel  nicht  am  Messapparat ,  so  bringt  man  sie  selbst  mit 
dem  Schlage  der  letzten  Secunde  einer  jeden  Periode  mit  dem  Zuleitungs- 
draht  in  Berührung,  oder  den  Ueberträger,  welchen  man  vorher  schon  gegen 
sie  gestemmt  hat. 
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§.6. 

Begriflsbestimiiningeii.  * 

Die  Begriffsbestimmungen  beziehen  sich  auf  den  atmosphärischen 
Wasserdampf  und  auf  den  Elektricitätsverlust. 

Da  Wasserdämpfe  Luft  sind,  so  drücken  sie  also  auch  mit  den  andern 
Oasen  der  Atmosphäre  auf  das  Barometer,  haben  ihren  Antheil  am  Baro- 
meterstände. Hier  in  Kreuznach  beträgt  dieser  Summand  des  Oesammt- 
barometerstandes  im  Durchschnitt  fast  genau  ein  Procent.  Man  nennt  ihn 
den  „Dunstdruck**  und  berechnet  ihn  in  denselben  Einheiten ,  durch 
welche  auch  die  Barometerhöhe  dargestellt  wird.  Die  Atmosphäre  enthält 
aber  höchst  selten  so  viel  Wasserdämpfe  an  irgend  einem  Orte,  am  wenig- 
sten in  einem  Zimmer,  als  sie  bei  der  gerade  obwaltenden  Temperatur  auf- 
nehmen kann ;  mit  andern  Worten ,  sie  ist  selten  gesättigt  mit  Wasserdäm- 
pfen. Ist  dies  aber  der  Fall ,  so  haben  die  Dämpfe  das  Maximum  ihrer 
Dichtigkeit,  und  der  Versuch,  sie  noch  mehr  zu  verdichten,  hat  nur  die 
Folge,  4^ss  ein  Theil  derselben  zu  Tröpfchen  wird,  welche  nun  wegen 
ihrer  Kleinheit  in  der  Luft  schwimmen.  Aber  zu  jeder  andern  Zeit  lässt 
sich  fragen,  wie  weit  die  atmosphärischen  Wasserdämpfe  noch  vom  Maxi- 
mum ihrer  Dichtigkeit  entfernt  "sind.  Man  bestimmt  dies,  indem  man  be- 
rechnet, wie  viel  Procent  sie  bei  der  stattfindenden  Temperatur  von  der 
Menge  ausmachen,  welche  bei  dieser  Temperatur  in  der  Atmosphäre  sein 
würde ,  wenn  sie  das  Maximum  ihrer  Dichtigkeit  hätten*.  Dieser  Procent- 
satz vom  Maximum  der  Dichtigkeit  bei  gerade  obwaltender  Temperatur 
wird  die  „relative  Feuchtigkeit"  genannt;  wir  wollen  sie  in  der  Folge 
schlechtweg  „Feuchtigkeit*'  nennen.  Man  kann  aber  auch  noch  fragen, 
wie  schwer  denn  die  Wasserdämpfe  sind,  welche  bei  gerade  obwaltender 
Temperatur  eine  gewisse  Ranmeinheit,  z.  B.  einen  preuss.  Cubicfuss,  ein- 
nehmen. Diese  Gewichtsbestimmung  für  eine  angenommene  Raumeinheit 
nennt  man  „absolute  Feuchtigkeit**  oder  „Dunstmenge**,  Wir 
wollen  im  Nachfolgenden  der  Kürze  wegen  das  letztere  Wort  verwenden. 

Es  ist  bekannt,  dass  elektrisirte  Körper  Elektricität  verlieren  durch 
die  umgebende  Luft,  und  durch  die  Isolatoren,  welche  zur  Absperrung  der 
Elektricität  dienen.  Ersteren  Verlust  wollen  wir  „Luftverlust**,  letzte- 
ren „Btützenverlust**«  nennen.  Der  Stützenverlust  kann  seiner  Natur 
nach  nie  allein  auftreten.  Wir  wollen  nun  den  stets  mit  Luftverlust  ver- 
bundenen Stützenverlust  „Gesammtverlust**  nennen.  Für  jede  dieser 
drei  Arten  müssen  wir  aber  wieder  den  absoluten  vom  relativen  Ver- 
lust unterscheiden.  Den  absoluten  Verlust  für  einen  Zeitraum  nennen  wir 
die  Differenz  zwischen  dem  Anfangs-  und  Endqnantum ,  und  für  eine  Zeit- 
einheit die  Zahl,  welche  man  erhält,  wenn  man  diese  Differenz  durch  die 
Anzahl  der  Zeiteinheiten  der  Periode  dividirt.  Der  relative  Verluit  ist  das 
Verhältniss  des  absoluten  Verlustes  einer  Periode  zum  mittleren  Quantum 
derselben,  ausgedrückt  in  Procenten   dieses  mittleren  Quantums.      V(\f'^ 
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haben  also  einen  absoluten  und  relativen  Luft-,  Stützen-  und  6e- 
l^ammtverlust  zu  stndiren. 

§.6. 
BereohnnngsverfEJiren. 

In  Bezug  auf  die  Berechnung  der  Grössen  des  Wasserdampfes  braucht 
nur  bemerkt  zu  werden,  dass  dieselbe  stattgefunden  hat  nach  den  August- 
sehen  Tafeln. 

Die  Berechnung  der  relativen  Elektricitäts Verluste  kann  in  zweifacher 
Weise  stattfinden,  sowohl  in  Beziehung  auf  das  mittlere  Quantum  der  gan- 
zen  Periode,  als  in  Bezug  auf  das  mittlere  Quantum  jeder  Zeiteinheit. 
Die  letztere  Berechnung  ist  zwar  genauer,  die  erstere  aber  bequemer,  und 
da  sie  bei  genauer  Beobachtung  und  nicht  zu  grossen  und  möglichst  glei- 
chen Perioden  die  Gesetzmässigkeit  der  Erscheinungen  vollständig  erken- 
nen lässt,  so  wurde  sie  meist  gewählt.  Nehmen  wir  zur  Zeiteinheit  die 
Minute,  so  ist  die  Formel  für  die  erste  Berechnnngsweise,  wenn  a  jand  ß  die 
zu  Anfang  und  Ende  der  Periode  beobachteten  Quantitäten,  resp.  die 
Quantitäten  sind,  welche  sich  nach  den  beobachteten  Winkeln  aus  den  Ta- 
bellen ergeben,  i  und  /  die  Anfangs-  und  Etidzeit  in  Minuten  bedeuten  und 
r  den  relativen  Verlust  bezeichnet : 

_     (a—ß)  100 

Ferner  stand  noch  die  Formel  für  die  zweite  Berechnungsweise  zur 
Disposition,  welche  Riess  auf  S.  100  des  1.  Bandes  seines  Werkes  mittheilt, 
welche  er  aber  in  eine  Näherungsformel  verwandelt  hat,  nach  der  er  seine 
Rechnungen  ausführt;  nämlich  die  Formel: 

1  ^logQo—iogQz 

p  0,4343  Z        ' 

oder  als  Procentformel  für  den  relativen  Verlust: 

0,4343 Z  ' 

wo  —  den  Zerstreunngscoefficienten,  Qo  das  Anfangs-,  Qz  das  Endquantum 

und  Z  die  Anzahl  der  Zeiteinheiten,  resp.  der  Minuten  bedeutet.  Es  ist 
zwar  für  mein  Instrument  diese  Formel  passender,  als  für  die  Drehwage, 
da  die  Quantitäten  direct  aus  den  Tabellen  herausgelesen  werden.  Ich  verglich 
die  Resultate  derselben  mit  den  nach  der  obigen  Formel  berechneten,  und 
will  auch  hier  eine  Beobachtungsreihe,  nach  beiden  Formeln  berechnet, 
mittheilen,  damit  der  Leser  beurtheilen  kann,  in  wie  weit  meine  Formel  ge- 
nau ist.  Gleich  der  zweite  Verlust  der  Reihe  Hess  erkennen  an  seiner 
Grösse , «dass  er  kein  reiner  Luft  Verlust ,  sondern  ein  Gesammtverlast  sei. 
Dieser  sollte  in  einen  Luftverlnst  verwandelt  werden,  weshalb  gleich  nach 
3^0'  einige  Rauchwolken  von  einer  Cigarre  auf  die  Kugel  geblasen  wurden. 
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1.  Uebersicht. 

rt       .  A.     1  «,  Relal.  Verlutt nach 

Zei».  Ausschlarswink.  ö«»»»*^™      MItllcresOuanlam.  Ab»ol.  Vcr-  meiner  Form.  d.  Riess'tchen 
^              desselben.                    *                lost  pro  1*.  Fnrmnl 


pro  1'.  Formel. 


2*44' 

84A- 

40' 

83|» 

64' 

82r 

69' 

81/,» 

3*4' 

80*» 

Ö' 
Banch.       -, 
Noeh 
einige      ^ 

78» 
70»» 

Mal        20' 

68*» 

3045,5 


2850 


2630 


2398 


2186 
1947,7 


1539 
1406,5 


1307,7 


2947,7 

39,1 

1,326 

1,327 

2743 

42,8 

1,560 

1,661 

2517 

47,6 

1,891 

1,893 

2292 

42,4 

1,850 

1,851 

2066,8 

47,7 

2,308 

2,308 

1743,3 

40,9 

2,346 

2,355 

1468,7 

26,5 

1,804 

1,801 

1357,1 

19,8 

1,459 

1,457 

1273,2 

13,8 

1;084 

1,084. 

B»^ch.     34'  0g|o  1238,7 

Dieses  Resultat  veranlasste  mich  zur  Anwendung  meiner  Formel  bei 
den  meisten  nachfolgenden  Berechnungen. 

Wie  alle  folgenden,  so  ist  auch  diese  Uebersicht  aus  den  vielen^  von 
denen  nur  wenige  hier  mitgetheilt  werden  können,  mit  Absicht  ausgewählt 
worden ,  weil  sie  ein  Mehrfaches  veranschaulicht.  Zuerst  macht  sie  den 
Einfluss  eines  Mittels  zur  Abänderung  eines  Verlustes  deutlich.  Dann  zeigt 
sie  anfangs  den  blossen  Luftverlust ,  woran  zu  erkennen  ist ,  dass  die  Elek- 
tricität  beim  Fortschreiten  über  den  Isolator  Widerstand  findet;  derselbe 
ist  aber  hald  überwunden ,  sie  ist  bis  zum  nächsten  Leiter  gekommen  und 
von  da  an  wird  der  Verlust  immer  grösser,  wie  es  jeder  Oesammtverlust 
zeigt,  bei  welchem  die  Zunahme  jedoch  nur  auf  den  Stützenverlust  kommt. 
Ferner  wird  der  Schellack  mit  Tabaksrauch  abgetrocknet  und  die  Be- 
wegung auf  seiner  Oberfläche  nimmt  ab  in  dem  Maasse,  wie  er  die 
Wassertheile  verliert.  Endlich  sieht  man ,  wie  genau  auch  für  den  grösse- 
ren Zeitraum  von  10  Minuten  beide  Formeln  in  den  Resultaten  überein- 
stimmen. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man  zur  Berechnung  der  absoluten  Ver- 
luste keiner  Formel  bedarf,  da  sie  sich  unmittelbar  aus  den  Zahlen  er- 
geben, welche  die  Tabelle  liefert.  Diese  Tabelle  möge  hier  stehen,  da 
sie  von  der  bedeutend  abweicht,  welche  Kohlrausch  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  Bd.  72,  S.  385  mittheilt.  Die  Gründe  für  diese  Abwei- 
chung stehen  in  meinem  Aufsatze  über  Luftelektricität  in  Poggendorff's 
Annalen  Bd.  86,  S.  272. 
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T 

abelle 

zur  B 

erecb 

nung 

der  Qu 

antiti 

äten. 

Winkel  in 
ganz.Grad. 

Outnl. 

Winkel. 

Qaant. 

Winkel. 

l^uant. 

Winkel. 

Quant. 

Winkel. 

Quant. 

1 

34 

18 

177 

35 

408 

52 

758 

69 

1337 

2 

41 

19 

188 

36 

425 

53 

783 

70 

1382 

3 

48 

20 

200 

37 

442 

54 

810 

71 

1431 

4 

55 

21 

211 

38 

460 

55 

837 

72 

1483 

5 

62 

22 

223 

39 

478 

56 

865 

73 

1539 

6 

60 

23 

234 

40 

497 

57 

894 

74 

1603 

7 

76 

24 

247 

41 

516 

58 

923 

75 

1675 

8 

84 

25 

260 

42 

535 

59 

953 

76 

1755 

9 

92 

26 

273 

43 

554 

60 

985 

77 

1843 

10 

100 

27 

287 

44 

574 

61 

1019 

78 

1939 

11 

109 

28 

301 

45 

595 

62 

1055 

79 

2044 

12 

117 

29 

316 

46 

617 

63 

1092 

80 

2163 

13 

126 

30 

331 

47 

639 

64 

1130 

81 

2300 

14 

136 

31 

346. 

48 

661 

65 

1169 

82 

2467 

15 

146 

32 

361 

49 

685 

66 

1208 

83 

2670 

16 

156 

33 

376 

50 

709 

67 

1250 

84 

3910 

17 

166 

34 

392 

51 

733 

68 

1293 

85 

3181. 

Beicht  diese  Tabelle  nicht  aus,  so  wird  nach  Torsionen  gemessen  und 
berechnet 

B«     GesetzmäsBigkeit  der  Verlusterscheinungen. 

§.  7.     1.  Satz. 
Der  relative  Lnftverlust  ist  oonstant  bei  derselben  LnftbeschaflTenheit. 

Schon  Coulomb  hat  den  obigen  Satz  durch  sorgfältige  Messungen 
constatirt.  Ferner  haben  Riess  und  ich  die  Coul  omb^schen  Messungen 
bestätigt.  Coulomb  hat  jedoch  seine  Verlustmessungen  nur  an  seinen 
innerhalb  des  Gehäuses  seines  Instrumentes  befestigten  Kugeln  gemacht. 
Ich  habe  in  meinem  Aufsatze  über  Luftelektricität  gezeigt,  dass  man  noch 
recht  gut  stimmende  Zahlen  erhalten  kann,  wenn  man  die  Kugel,  deren 
Verluste  gemessen  werden  sollen,  vom  Messinstrumente  ganz  trennt  und 
nur  in  den  Momenten  der  Ladung  mit  diesem  in  Berührung  setzt..  Ein 
paar  Reihen  schon  vor  11  Jahren  gemachter  Messungen,  von  denen  aber  in 
dem  genannten  Aufsatze  nur  die  Resultate  aufgenommen  sind ,  mögen  des- 
halb hier  vollständig  stehen.  Die  Beobachtungen  sind  jedoch  mit  einem 
andern  Elektrometer  gemacht.,  als  die  meisten  übrigen ,  mit  einem  Elektro- 
meter, welches,  wie  die  beigesetzten  Quantitäten  zeigen,  eine  etwas  andere 
Tabelle  erfordert.  Diese  Tabelle  steht,  wie  eine  Vergleichung  lehrt,  zwi- 
schen der  von  Kohlrausch  gelieferten  und  der  oben  mitgetheilten. 
Auch  die  Werthe   der  3.  und  9.  Uebersicht  sind  nach   dieser  Tabelle  be- 
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2.  Uebersicht. 

Keiner  Luftverlust.    Die  Kugel  zur  BeobachtuDg  der  atmospliäriscben  Elek- 
tricität  bat  an  ibrem  Stä^der  einen  neuen  Ring  von  gelbem  Scbellack  be- 
kommen. 

_  Aus8chU«wink.  Tab.-Qaant.  Absol.  Verl.  für 

Zeit.         In  Graden.  deaselbeu«       d.  Periode. 

5*33'  78i  1935 

*  377 

50'  73»  1558 

'  272,5 

6*  7'  691-  1285,5 

*  — . 248,5 

25'  63  1037 

227 

45-  55}  810_     ^^^^^ 

.7*5'  48*  631^     ^^^ 

26'  404  482,7 

^  — : 121,7 

48'  33  361 

8*10'  26|  268,2  ^^^^ 

33'  20i  195,8 

^  -J 61,8 

58'  14  134 


Bei  dieser  Beobacbtungsreibe  participirten  an  der  Isolirung  fünf  Scbcl- 
lackstelleo,  zwei  an  der  Kugel,  der  Scbellack  am  Ueberträger  und  endücb 
die  zwei  Scbellackstellen  am  Elektrometer.  Alle  3  Körper  blieben  in  den 
Zwischenzeiten  geladen,  konnten  also  einen  Verlust  erleiden.  Da  die  Ku- 
gel aber  6  Zoll  Durchmesser  bat,  so  traten  die  etwaigen  Verluste  der  beiden 
andern  Körper  gegen  den  ihrigen  sehr  zurück.  Wir  sehen  am  Ende  der 
Versuchsreihe,  welche  beinahe  3*A  Stunde  dauerte,  die  Verluste  doch  etwas 
zunehmen,  ein  Beweis,  dass  nach  der  langen  Ladung  endlich  doch  eine 
kleine  Menge  Elektricität  sich  durchgearbeitet  hat  bis  zum  nächsten  Leiter, 
wahrscheinlich  auf  dem  Hinge  am  Ständer  der  Kugel,  wo  sie  einen  Weg 
von  nur  etwa  fünf  Linien  zurückzulegen  hatte.  Am  vorhergehenden  Tage 
hatte  dieselbe  Kugel  in  den  ersten  28  Minuten  (es  wurde  von  7  zu  7  Minuten 
gemessen)  durchschnittlich  pro  1  Minute  verloren:  1,42,  in  den  folgenden 
28  Minuten:  1,34,  wieder  in  28  folgenden  Minuten :  1,30,  dann  1,37,  ferner 
1,20,  darauf  1,39  und  endlich  1,34  Procent.  Also  auch  hier  war  der  relative 
Verlust  fast  ganz  constant. 

An  diesen  Reihen  sehen  wir  den  reinen  Luftverlust  bei  Anwendung 
frischen  Schellacks  hervortreten.  Die  folgende  Reihe  zeigt  ihn  uns  an 
dem  über  dem  Ofen  getrockneten  Scbellack  derselben  Kugel;  sie  hatte 
eine  gute  Stunde  an  der  warmen  Luft  gestanden ,   welche  vom^ehoizten 

Ofen  aufstieg.  Oigitlzed  by 


Absol.  Verl. 
prol'. 

M...  rx       .    Rel.  Verl.  in  "^ 
MilU.guant.  d.  miUl.  Ouanl! 

22,2 

1746,5 

1,27 

16 

1422,25 

1,12 

13,8 

1162,25 

1,19 

11,35 

923,5 

1,23 

8,9 

720,6 

1,24 

7,1 

556,95 

1,27 

5,5 

421,85 

1,33 

4,2 

314,6 

1,34 

3,15 

232 

1,36 

2,5 

164,9 

1,52 

Summa: 

12,87. 

Mittel: 

1,29. 

denoizten 
"oogle 
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v^w^i/N^^^^vwn^^.^wv>>^<^^>« 


3.  Uebersicht« 
Keiner  Luftverlust  durch  Trocknen  des  Schellacks  herbeigeführt. 

Zwischen-      ^  Absol. Gesammt-  Absol.Verl.    Mittlere  Qaantt-      Rel.  Lafl- 

Aoscchla^sw.        ^^n,  Quantum,  Terlatt.  pr.lMin.  t&len.  verlnat. 

714  ,  1413 

_? 13  281,5  21,6  1272,25  1,70 

A5i  1131,5 

15'  245,5  16,4  1008,75  1,63 


58|  886 

^5 15'  194  12,9  789  ^   1,64 

51  692 

18'  158,3  8,8  612,85  1,44 

43i  533,7 

1 17' 132  7,8  467,7  1,67 

35t  401,7 

^I 16'  91,2  5,7  356,1  1,60 

291  ^              310,5 

J \i  -! 75,5  4,4  272,75  1,61 

23»  ^              235 

^  \i  62  3,6  204  1,76 

! 17'  43,5  2,6  151,25  1,72. 

13^  129,5 


Mittel:  1,64. 

Eine  etwas  kleinere  Kugel  von  nur  4  Zoll  Durchmesser  war  in  dersel- 
ben Weise  vorgerichtet,  hatte  aber  an  ihrem  Ständer  einen  etwas  breitem 
Ring,  welcher  ebenfalls  am  Ofen  getrocknet  war.  Die  Versuchsreihe  mit 
ihr  nahm  3  Stunden  und  20  Minuten  ein,  da  20  Messungen  von  10  zu  10  Mi- 
nuten gemacht  wurden.  Es  mögen  hier  nur  die  relativen  Verluste  pro  Mi- 
nute folgen:  4,01;  2,88;  2,78;  2,50;  2,50;  2,35;  2,30;  2,04;  2,40;  2,09;  2,16;  1,97; 
2,35;  2,30;  1,34;  1,70;  1,73;  1,63;  1,49.  Also  hier  sehen  wir  den  relativen 
Verlust  ziemlich  regelmässig  abnehmen.  Den  Grund  davon  müssen  wir 
später  im  Zusammenhange  mit  andern  Erscheinungen  aufsuchen. 

§.  8.     2.  Satz. 
Der  absolute  Luftverlust  ist  der  Dichtigkeit  proportional. 

Beweis.  Ist  ^  ^  o\  ^är  jede  Zeiteinheit  constant,  also  gleich  (7,  und 
wir  setzen  für  die  allgemeinen  Werthe  von  a  und  ^  bestimmte  Werthe,  z.  B. 
a  und  ff,  sowie  u  und  ^  ,  so  ist  auch:  ,.  ._«  ^x  =  w  ^^  ■  of*^  =fi  »'so 
auch:  « -/r  :  «'^/T'  =  K«  +/?) :  \{u'  +  /J"). 

§.  9.     3.  Satz. 
Der  absolute  Oesammtverlust  ist  von  da  an,  wo  der  Sttltzenverlnst  n 
Stande  konunti  den  Quadratwurzeln  der  Dichtigkeiten  oder  mittlem  Quan- 
titäten proportional.      Ein    zu    Stande   gekommener   Stützenverlust   soll 
„vollständiger"  Stützenverlust  heissen. 

Für  diesen  Satz  kann  ich  vorläufig  nur  Thatsachen  sprechen  lassen. 
Auch  muss  ich  gestehen,  dass  eine  vollkommene  Uebereinstimmung  der 
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Thatsachen  mit  dem  Satze  noch  nicht  vorhanden  ist.  Ich  habe  nämlich 
beinahe  hundert  Fälle  berechnet,  und  wenn  ich  keine  Auswahl  treffe  unter 
denselben,  also  auch  die  weniger  zuverlässigen  mit  gleicher  Wahrscheinlich- 
keit wie  die  übrigen  in  Rechnung  bringe,  so  ist  eine  Differenz,  aber  nur 
eine  sehr -kleine  vorhanden.  Es  giebt  jedoch  schwerlich  einen  Satz,  der 
eine  der  Thatsächlichkeit  mehr  entsprechende  Formel  zu  liefern  geeignet 
wäre. 

Der  Satz  wurde  zuerst  aus  Zahlen  herausgelesen,  welche  in  einer  lieber- 
sieht  stehen,  die  zu  anderm  Zwecke  gebildet  wurde,  nämlich  um  den  Ein- 
fluss  des  Wasserdampfes  auf  den  Elektricitätsverlust  kennen  zu  lernen. 
Drei  Fälle  gaben  im  Mittel  eine  fast  völlige  Uebereinstimmung  der  That- 
sachen mit  dem  Satze.  Die  Messungen  hatten  Perioden  von  10  Minuten. 
Es  wurde  nun  so  geurtheilt ,  dass,  wenn  der  Satz  in  der  Wirklichkeit  be- 
gründet sei ,  man  noch  bessere  Zahlen  für  denselben  erhalten  müsse ,  wenn 
man  die  Perioden  kürzer  nehme.  Es  wurden  an  verschiedenen  Tagen 
Reihen  gebildet  mit  Perioden  von  5  Minuten.  Wenn  ich  von  diesen  eine 
hier  mittheile,  so  ist  es  wohl  am  zweckmässigsten,  eine  solche  zu  nehmen, 
welche  bei  Tage  und  im  ungeheizten  Zimmer  gemacht  wurde.  Eine  solche 
ist  folgende.     Quantitäten  nach  der  mitgetheilten  Tabelle. 

4.  Uebersicht. 
Gesammtverlust ,  absoluter. 

'gaantiUten.      Absol.Verl.      OerenQuot.  MiUl.Quant  Der en Würz.  Würz.- i,)aot. 

2197 

240,5 


ZelU 

AuMchlaet- 
Winkel. 

1*29' 

80i 

84' 

'8* 

39' 

76 

44' 

70| 

49' 

64| 

54' 

57i 

09' 

50} 

2*  4' 

36 

9' 

25i 

14' 

144 

1056,5 


1675 


281,5 


260 


1415 


1162,5 


252,5 


901,2 


261,3 


727 


174,2 


302 


425 


263,2 


161,8 


141 


2076,7 

45,57 

0,85 

1,07 

1815,7 

42,61 

1,08 

1,08 

1545 

39,31 

1,03 

1,09 

1288,7 

35,90 

0,97 

1,12 

1031,8 

32,12 

1,60 

1,13 

814,1 

28,53 

0,58 

1,15 

576 

24,00 

1,87 

1,29 

344,1 

18,55 

1,32 

1,30 

202,1 

14,22 

Summa: 

9,20 

9,23 

122,2 

Summa : 

Man  sieht,  wie  sich  trotz  der  starken  Abweichungen  in  einzelnen  Fällen 
am  Ende  der  Reihe  doch  Alles  schön  ausgleicht ,  und  wie  meist  auf  einen 
zu  kleinen  Quotienten  bei  den  absoluten  Verlusten  ein  zu  grosser  folgt. 
Die  ausgesprochene  Yermuthung,  dass  man  durch  kleinere  Perioden  Zahlen 
erhalten  würde,  welche  genauer  mit  dem  Satze  stimmen,  bestätigte  sich 
durch  diese  und  alle  andern  Reihen,  und  in  keiner  weichen  einzelne  Fälle 
80  weit  von  einander  ab,  als  in  der  obigen.   Um  jedoch  auch  das  Verhalten 
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bei  Perioden  von  lö  Minuten  zu  zeigen,  möge  noch  folgende  üebersicht 
hier  stehen.  Es  sind  noch  mehrere  Rubriken  beigefügt  zur  Vorbereitung 
auf  Folgendes. 

5.  Üebersicht. 
Absoluter  und  relativer  Qesammt-,  sowie  absoluter  und  relativer  Sttitzen- 

verlust. 

r/  '.      «7-   u    /x       *o    Absol.  Verl.  pro  1'.        Miniere    Deren        Relat.  Verl. pro  1'.  Oaotienlen 

Zeil.    Wink.  Oaant.G6s«mml.,Lufl., Stützen.  QuÄnli-     War- Gesammt-.Stüti.  Luft-  aus 

.      ,         ,  Verlust.  titou.       sein.  Verlust.  Wurs.    Verl. 

10*38'  84i     2955 

48'82f     26Ör^^'^     ^'^       ^'^     ^^^®'^  ^'^     ^'^     ^'^^ 

5<^80i     2^''^'     ""^^       '^'     2416,5  49,15  1,54     0,27     1,27_^^^^ 

11*  8'  76^    1^'^''    ^'^    ''^'    ''''^'  ''^''  '^^   '^''    ^'^/u  no 

,o' «.  r  ,::r"^'''  ^^»^  ^^»^  ^^^»^  ^^^^  2,29  1,02  1,27    * 

18    71f,  1461  1  12  114 

,       ,        --r"32,l      1Ö,6     15,5     1300,5  36,06  2,46     1,19     1,27 
28    64J      1140  1  15  0,99 

OQ'  ..1       ^TT^^»^     ^^»^     *^'^       ^®>^  ^*'2^  ^»30     2,03      1,27 

38    54J       817  1  20  1  16 

.a'  .Ol        ^^T"^^'^       ®»^      *^'^       ^^''»^  ^'^3  ^'12     2,85      1,27 

48    42J       538  1  26  1  27 

,       ,       21,9       5,4-    16,5       428,2  20,69  5,13     3,86     1,27       '         ' 

58'  29^       318,5  1,81  1,55 

12>i  8'  18         ItT^^'^       ^'^     ^^'^       ^^^^'^  ^^''^^  ^*^^     ^'^     ^'^^ 

^       .        7,9       1,6       6,3       137,5  5,82     4,55     1,27 

lö     9f         98 


Summen:  8,13  8,24. 

Mittel:  1,16  1,18. 
Hier  sind  die  erste  und  letzte  Beobachtung  bei  den  Quotienten  nicht 
mit  in  Rechnung  genommen ,  weil  sie  den  Charakter  des  Gesammtverlustes 
mit  vollständigem  Stützenverlust  nicht  haben ;  dieser  besteht,  wie  man  sieht 
iu  einer  regelmässigen  Zunahme  der  relativen  Oesammtverluste ,  welche 
Zunahme  aber  auf  den  Stützenverlust  fällt.  Die  einzelnen  Fälle  der  Quo- 
tienten weichen  weniger  von  einander  ab,  als  in  der  vorigen  Üebersicht- 
auch  stimmen  die  Summen  im  Mittel  fast  überein. 

Wird  aus  sämmtlichen  berechneten  Fällen,  94  an  Zahl,  ohne  alle  Aus- 
wahl das  Mittel  genommen,  so  ist  es  für  die  Quotienten  der  Wurzeln:  1  14 
und  für  die  Quotienten  der  absoluten  Oesammtverluste:  1,16. 

Da    — — -— — -  den  relativen  Verlust  bezeichnet,  der  als  Gesammtver- 

lust  mit  vollständigem  Stützenverlust  erfabrangsmässig  allmälig  wächst,  als 
Luftverlust  aber  constant  bleibt,  so  muss  beim  Gesammtverlust  der  Zähler 
dieses  Bruches,  a — jS,  der  absolute  Verlust,  in  einem  kleinern  Verhältniss 
abnehmen,  als  der  Nenner ,  das  mittlere  Quantum.  In  bei  Weitem  den 
meisten  meiner  Beobachtungsreihen  der  Oesammtverluste  ist  iv — ß  eine  ge> 
räume  Zeit  hindurch  fast  constant,  oder  gar  es  wächst  der  Werth  noch,  wie 
denn  in  der  obigen  4.  Üebersicht  die  4,  in  der  5.  die  3  folgenden  Werthe 
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auch  grösser  sind,  als  der  erste.  In  fast  allen  Uebersichten  sind  die  5 — 8 
ersten  Werthe,  je  nach  der  Länge  der  Beihe  ist  ihre  Zahl  verschieden,  fast 
gleich.  In  einer  finde  ich  folgende  Werthe  der  Reihe  nach  für  a — /3:  145; 
188;  106;  168;  164;  144;  148,5;  142^5;  138;  135;  136;  122,5;  119,5;  86,5;  85;  50,5; 
46;  die  Periode  ist  die  von  5  Minuten.  Hier  also  ist  der  11.  Werth  noch  94  Pro- 
cent des  ersten.  Von  da  an  aber  nimmt  die  Reihe  schnell  ab,  so  d.ass  vom 
elften  an  der  siebente  nur  noch  33  Procent  von  jenem  beträgt.  Und  mehr 
oder  weniger  ähnlich  sind  die  meisten  Reihen ,  in  denen  sich  der  Stützen- 
verlast als  ein  vollständiger  ausspricht. 

Da  der  Gesammtverlust  eine  Summe  ist  aus  dem  Stützenverlast  und 
dem  bekannten  Luftverlast,  so  sind  diese  beiden  auch  leicht  zu  trennen,  wie 
es  in  der  5.  Uebersicht  für  alle  Arten  ausgeführt  ist.  Bei  den  relativen 
Oesammtverlusten  hat  man  nur  den  normalen  Luftverlust  zu  subtrahiren 
und  als  solchen  kann  man  oben  1,27  Procent  annehmen.  Sehr  häafig  fan- 
gen meine  Reihen ,  wie  auch  die  5.  Uebersicht ,  mit  dem  normalen  Luftver- 
last an ,  so  dass  der  erste  Verlustwerth  noch  nicht  erkennen  lässt ,  ob  man 
es  mit  einem  Luft-  oder  einem  Gesammtverlust  zu  thun  hat.  Die  Trennung 
des  absoluten  Gesammtverlustes  in  seine  beiden  Summandeo  geschieht  na- 
türlich im  Verhältniss  der  relativen  Luft-  nnd  Stützenverluste.  Dem  Zäh- 
ler des  Bruches  für  den  relativen  Gesammtverlust  soll  in  jedem  Falle  das 
genommen  werden,  was  den  Bruch  zum  Luftverlust  macht.  Nennen  wir  das, 
was  zu  diesem  Zwecke  von  demselben  subtrahirt  werden  mnss,  a,  den  nor- 
malen relativen  Luftverlust  n,  so  haben  wir  also  die  allgemeine  Gleichang : 

(a_^)_,,_ 

also  ist:  «  =  («  — /5)  — «.^  (a  +  jS). 

Nach  diesem  Aasdrucke  sind  die  obigen  Werthe  für  den  absoluten 
Stützenverlust  berechnet.  Der  Gesammtverlust  ist  eine  gemischte  Er- 
scheinung, ist  eine  Summe  aus  zwei  Bewegungen  ganz  verschiedener  Art. 
Die  eine  davon,  der  Luftverlust,  hat  eine  einfache,  wohlbekannte  Gesetz- 
mässigkeit; die  andere  aber,  der  Stützenverlust,  lässt  sehr  viele  Couiplica- 
tionen  zu.  Man  hat  sich  meiner  Ansicht  nach  die  Sache  in  folgender  Weise 
vorzustellen. 

Wenn  sich  beim  Stützenverlust,  was  offenbar  der  Fall  ist,  ein  Theil  der 
Elektricität  über  die  Oberfläche  des  Isolators  hinweg  begiebt,  so  hat  dieser 
Theil  bei  seiner  Fortbewegung  einen  Widerstand  zu  überwinden ,  welcher 
nach  Beschaffenheit  des  Isolators,  nach  dem  Grade  seiner  Befeuchtung  und 
der  Grösse  seiner  Oberfläche  bis  zum  nächsten  Leiter  verschieden  sein  kann. 
Obige  Zahlen  sind  sämmtlich  mit  Apparaten  erzielt  worden,  wo  der  Weg*) 


•)  Wenn  dieser  Weg  ganz  zurückgelegt  wird  von  der  langsam  vorrückenden  £., 
80  dass  dadurch  ein  dauernder  Abfluss  gesichert  ist,  so  nenne  ich  das  oben  im  3.  Satze: 
„ der  Stützenverlust  kommt  zu  Stande  ".  oigitized  by  GoOqIc 
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der  Elektricität  höchstens  einen  halben  Zoll  bis  zum  nächsten  Leiter  betrug, 
und  doch  war  der  Verlust  zum  Theil  ein  reiner  Luftverlust;  aber  einmal 
auch  verlief  sich  der  Stützen  Verlust  in  einen  Luftverlust  (oben  im  Texte 
nach  der  3.  üebersicht),  wo  nämlich  der  Lack  vorher  getrocknet  war  und 
die  Elektricität  bis  zum  nächsten  Leiter  etwa  einen  Weg  von  einem  halben 
Zoll  zurückzulegen  hatte.  Ist  die  Oberfläche  des  Isolators  nicht  ganz 
trocken,  so  fangt  bei  der  Ladung  der  Stützen verlust  an,  sich  zu  bilden.  Die 
Elektricität  wird  dann  zum  Theil  auf  die  Oberfläche  des  Isolators  getrieben, 
wodurch  ihre  Dichtigkeit,  also  auch  ihre  Druckkraft  und  der  Verlust  ab- 
nehmen muss.  Der  Widerstand  wächst  bei  der  Fortbewegung  und  die 
Druckkraft  nimmt  ab ;  es  muss  also ,  ist  nur  der  Weg ,  welchen  sie  zurück- 
zulegen hat,  lang  genug,  endlich  der  Zeitpunkt  eintreten,  wo  beide  sich  das 
Oleichgewicht  halten,  und  dann  hört  die  Fortbewegung  auf,  der  Stützen- 
verlust kommt  nicht  vollständig  zu  Stande.  Ich  habe  auch  Fälle  von 
Stützenverlusten  beobachtet,  wo  die  Elektricität  einen  Weg  von  mehreren 
Zollen  zurücklegen  musste.   In  einem  Falle  waren  die  Thatsachen  folgende. 

6.  Uebersicht. 
Beispiel  eines  Stützen  Verlustes,  welcher  erst  nach  einiger  Zeit  zu  Stande 
kommt.     Eine  Messingkugel  von  4  Zoll  Durchmesser  hing  an  einem  Stän- 
gelchen  von  Wallrath  und  wurde  jedes  Mal  bei  der  Ladung  mit  dem  Zu- 
leitungsdraht  in  Berührung  gebracht. 

Zeil.  Ausachlag:swinkel.  Ab«oI.  Verl.pr.l'.  Mitll.QaaDlil&l.       Relal.Verl. 

9*31'  59 

—     23,8  834  2,85 


41'  50J- 


50'  43 


10*  0'  38 


17,9  634  2,82 

9,4  507  1,85 

15,2  384  3,96. 


10'  28J 

Hier  sieht  man  deutlich ,  wie  bei  der  5.  Beobachtung  die  Elektricität 
endlich  den  Leiter  erreicht  haben  muss,  den  Draht,  welcher  zum  Aufhängen 
der  Kugel  in  den  Wallrath  eingeschmolzen  war.  An  den  beiden  darauf 
folgenden  Tagen  wurde  der  Versuch  mit  demselben  Apparat  wiederholt  und 
an  beiden  Tagen  zeigte  sich  die  plötzliche  Zunahme  des  Verlustes  schon 
bei  der  4.  Beobachtung. 

§.  10.     4.  Satz. 

Der  relative  Oesammtverlnst  mit  vollständigem  SttttKonverlnst  wächst 

mit  Abnahme  der  Dichtigkeit 

Dieser  Satz  folgt  aus  dem  Vorigen  und  findet  sich  ausgesprochen  in 
den  Uebersichten  über  den  Gesammtverlust. 

Digitized  by  VjOOQ IC 
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§.  11.    5.  Satz. 
Der  absolute  vollständige  Sttttsenverliist  wächst  erst  mit  Abnahme  der 
Dichtigkeit  y  nimmt  aber  nachher  bei  fernerer  Abnahme  der  Sioht^;^ 
keit  ebenso  wieder  ab. 
Dieser  Satz  findet  seine  thatsächliche  Begründang  in  der  Beihe  der 
absoluten  Stützenverlnste,  welche  in  der  ö.Uebersicht  mitgetheilt  ist.   Aehn- 
liehe  Beihen  wurden  bei  andern  Beobachtnogsübersichten  erhalten.     Es 
möge  hier  noch  eine  solche  Reihe  stehen:  0,0;   10,7;   8,5;   11,1;    12,4;   10,4; 
13,2;  13,8;  16,7;  15,9;  17,8;  16,7;  17,7;  12,4;  13,2;  9,0;  7,0.    Die  relativen  Ver- 
laste dieser  Reihe  sind:  1,28  (also  der  Anfang  wieder  normaler  Laftverlast); 
1,79;  1,72;  1,91;  2,06;  2,00;  2,30;  2,50;  2,74;  3,10;  3,70;  4,04;  4,93;  4,53;  5,74; 
5,32;  5,38. 

§.  12.     0.  Satz. 
Der  relative  vollständige  Stfttzenverlnst  wächst  mit  Abnahme  der 

Dichtigkeit 
Dieser  Satz  findet  seine  Begründung  im  Vorigen. 

§.  33.     7.  Satz. 

Der  Laftverlnst  hängt  nicht  ab  vom  Dnnstdrnck  nnd  der  Fenchtigkeit, 

sondern,  soweit  bei  seiner  Entstehung  das  in  der  Atmosphäre  vorhandene 

Wassergas  mitwirkt,  nur  von  der  Dunstmenge  oder  der  absoluten 

Feuchtigkeit. 

Um  darüber  zur  Gewissheit  zu  kommen,  masste  der  Apparat,  für  dessen 
Studium  die  Verlustversuche  aufs  Neue  in  Angriff  genommen  wurden ,  das 
Mittel  sein,  nämlich  die  offne  Säule. 

Keinen  Apparat,  ausser  dem  atmosphärisch -elektrischen,  hat  der  Ver- 
fasser in  den  letzten  13  Jahren  mehr  gebraucht  und  sorgfältiger  studirt ,  als 
die  offne  Säule.  Dass  das  Wassergas  der  Atmosphäre  die  Spannung  der 
offnen  Säule ,  die  Dichtigkeit  der  in  den  Poldrähten  sich  manifestirenden 
Elektricität  schwäche,  stand  fest;  es  sollte  nur  hoch  ermittelt  werden,  welche 
Function  des  Wasserdampfes  es  sei.  Deshalb  wurden  die  Verlustversuche 
mit  isolirten  Kugeln  wieder  vorgenommen;  sie  sollten  die  Antwort  geben. 
ISrst  wurde  der  Verlust  gemessen  in  möglichst  frischer ,  von  aussen  herein 
geleiteter  Luft.  Dann  wurde  der  Wasserdampf  gesteigert  in  der  Stube 
durch  Sieden.  Aufs  Sorgfaltigste  wurden  die  Psych rometerstände  notirt 
und  Alles  wurde  aufs  Genaueste  berechnet.  Es  zeigte«  sich  allerdings  mit 
der  Steigerung  der  Menge  der  Wasserdämpfe  eine  kleine  Zunahme  des 
Elektricitätsverlustes.  Aber  mit  der  Menge  der  Dämpfe  stieg  auch  die 
Feuchtigkeit,  die  Annäherung  an  den  Sättigungspunkt.  Da  wusste  man 
denn  wieder  nicht,  ob  es  das  Eine  oder  Andre  gethan.  Der  Versuch,  die 
Ofenwärme  so  plötzlich  zu  erhöhen,  dass  die  Stube  im  Winter  den  Sommer 
im  Freien  repräsentire ,  misslang.     Denn  im  Sommer  ist  bekanntlich  die 
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Feuchtigkeit  im  Freien  oft  sehr  klein  nnd  die  Dunstmenge  gross ;  wie  denn 
im  Winter  dranssen  die  Feuchtigkeit  oft  sehr  hoch  und  die  Danstmenge 
gering  ist.  Erst  wenn  das  Sieden  im  Zimmer  aufhört,  steigt  die  WArme 
bedeutender. 

Um  den  für  diese  Untersuchung  lästigen  Stützenyerlust  regniiren  oder 
beseitigen  zu  können ,  mnssten  erst  besondere  Studien  gemacht   werden. 
Nachdem  dies  geschehen,  wurde  es  dem  Verfasser  klar,  dass  doch  der  Ap- 
parat am  geeignetsten  sei  zu  seinem  Zweck,  welcher  ihn  durch  die  Isolato- 
ren gar  nicht  belästige,  und  das  ist  eben  die  offne  Säule.   Diese  wurde  also, 
da  sie  gerade  sehr  constant  war,  zu  Hilfe  genommen ,  und  bald  zeigte  sich 
auch  der  Himmel  günstig.     Es  kamen  die  kalten  und  trocknen  Tage  des 
diesjährigen  Januar  und  Februar ,   wo  Morgens  die  Luft  eine  sehr   hohe 
Feuchtigkeit,   aber  nur  sehr  geringe  Dunstmenge  hatte.     Wenn   an  einem 
solchen  Morgen  das  Fenster  geöffnet  wurde,  in  dessen  Nähe  die  Säule  stand, 
so  stieg  ihre  Spannung  fast  augenblicklich,  und  an  einem  Morgen,  wo  Tags 
vorher  im  Zimmer  Wasser  über  eine  Stunde  gekocht  hatte,   also  jedenfalls 
die  Stubenluft  viel  mehr  Wasserdämpfe  hatte,   wie  die  trockne,    11^  kalte 
Luft  draussen,  welche  die  Feuchtigkeit  100  besass,  an  diesem  Morgen  stieg 
innerhalb  einer  Minute  die  Dichtigkeit  der  Säulenelektricität  auf  eine  Höhe, 
welche  1,21  Mal  das  Anfangsquantum  betrug.     Wenn  Versuche  im  vorigen 
Jahre  die  entgegengesetzte  Erscheinung  gezeigt  hatten,  wenn  nämlich  beim 
Oeffnen  des  Fensters  nach  heiterm  Tage  die  Spannung  plötzlich   sank,-   so 
Hessen  diese  die  Ursache  in  Zweifel ,    weil  an  solchen  Abenden  nicht  blos 
die  Dunstmenge,  sondern  auch  die  Feuchtigkeit  höher  ist.     Nur  die  frische 
Luft  der  heitern  Wintertage  konnte,  und  auch  nur  an  der  constanten  Säule, 
den  vollen  Aufschluss  geben,  besonders  der  eine  Morgen,  wo  die  Feuchtig- 
keit ihr  Maximum  und  die  Dunstmeng^  wenigstens  für  unsere  Gegenden 
beinahe  ihr  Minimum  hatte.     In  diesem  Falle  war  aber  auch  der  Erfolg  ein 
so  eclatanter,  dass   ich  die  Säulenspannung  nie  in  so  kurzer  Zeit  so  stark 
sich  ändern  gesehen  habe.     Wenn  die  Annäherung  der  Dämpfe  an  den 
Sättigungspunkt  den  Verlust  herbeiführte,  so  hätte  die  Spannung  bedeutend 
abnehmen  müssen. 

Es  wurde  nun  auch  der  Versuch  gemacht,  durch  numerische  Bestim- 
mungen der  Sache  noch  näher  zu  treten.  Als  eines  Tages  sich  der  Polar- 
Strom  aufs  Neue  eingestellt  hatte,  die  Luft  Abends  recht  trocken  und  bei 
Tage  über  eine  Stunde  lang  Wasser  am  Sieden  gewesen  war  im  Zimmer, 
also  die  Differenz  zwischen  der  Dunstmenge  im  Freien  und  der  im  Zimmer 
bedeutend  sein  musste ,  wurde  zuerst  sorgfältig  die  Säulenspannung  gemes- 
sen; der  +Pol  gab  den  Ausschlag  von  4ß^\  Zweimal  wurde  das  Psychro« 
meter  im  Freien  abgelesen  und  danach  Dunstdrnck,  Feuchtigkeit  and 
Dunstmenge  berechnet;  sie  betrugen:  0'",94;  61,8;  0,00485*).     Dann  wurden 


*)  Loth  auf  den  preuss.  Cubicfass.  Digitized  by  VjOOg IC 
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dieselben  Grössen  der  Luft  über  der  Sftule  gemessen ;  sie  waren :  2''^02 ;  56,4; 
0,00088.  Nun  wurde  das  Fenster  geö&et  und  nach  einigen  Seeunden  fing 
auch  die  Säulenspannung  schon  zu  steigen  an,  aber  das  Steigen  ging  im 
Verhältniss  langsam  vor  sich  gegen  das  schon  oben  bemerkte,  wo  die  Punst- 
menge  draussen  nur  0,00370  betrug  und  die  Differenz  jedenfalls  noch  weit 
grösser  war  zwischen  der  äusseren  Dunstmenge  und  der  des  Zimmers.  Bei 
dem  in  Rede  stehenden  Versuch  wurde  das  Maximum  der  Zunahme  der 
Säulenspannung  abgewartet;  es  trat  erst  etwa  nach  8  Minuten  ein,  wo  der 
Ausschlagswinkel  58^°  betrug.  Die  Spannung  war  also  auf  das  1,49  fache 
gestiegen.  Am  andern  Morgen  wurden  dieselben  Messungen  mit  aller  Sorg- 
falt wieder  gemacht.     Die  Resultate  waren : 

Psychrometer.  Dunstdrack.    Feuchtigkeit.  Dunstmenge.   Säalenspannang:. 

Im  Freien:  —  3^7  u.  —  4^0;  i'",^9;         90,8;       0,00668;     anfangs:  47^ 

Im  Zimmer:       4^4  u.        2^2;  i'",73;  58,4;       0,00863;     n.9Min.:5l^ 

Hier  blieb  das  Maximum  der  Säulenspannung  also  Morgens  noch  län- 
ger aus,  als  Abends  vorher;  dies  Maximum  betrug  das  1,15 fache  des  An- 
fangsquantums. Die  Dunstmenge  im  Freien  verhielt  sich  zu  der  im  Zim- 
mer Abends  wie  1  : 2,06  und  Morgens  wie  1  : 1,29.  Die  Abnahme  beim 
Oeffnen  des  Fensters  betrug  also  Abends  1,06  und  Morgens  0,29  Procent;  die 
Zunahme  der  Säulenspanunng  aber  Abends  0,49  und  Morgens  0,15  Procent; 
jene  Abnahmen  verhalten  sich  wie  1  :  3,7,  diese  Zunahmen  wie  1 :  3,3,  eine 
Uebereinstimmung,  welche  wohl  kaum  erwartet  werden  konnte. 

Es  versteht  sich ,  dass  auch  der  Verlust  einer  elektrischen  Kugel ,  auf 
welche  man  sehr  trockne  Luft  von  aussen  hereinströmen  lässt,  augenblick- 
lich abnimmt.  Es  genüge  in  dieser  Beziehung  die  eine  nachfolgende 
Uebersicht. 

7.  Uebersicht. 

Einfluss  trockner  Luft  von  aussen  auf  die  elektrisirte  Kugel.   Zwischen 

1*24'  und  1*30',  sowie  zwischen  1*35'  und  1*40'  war  das  Fensterchen  (blos 

eine  Glasscheibe)  offen  in  der  Nähe  der  Kugel. 

Zeit.    Ausschlag« Winkel.        Ouantum. 
12*|l'  67|  1283^ 

69' 
1*5' 
9' 
14' 
19' 
24' 
SO' 
35' 
40' 
47'  10  iÖÖ^ 


58 

923 

50i 

721 

44i 

584,5 

36 

425 

32 

361 

26^  (F.  off.). 

275,3 

241  (F.  zu). 

253,5 

18|  (F.  off.). 

185 

16i  (F.  zu). 

161 

Mittlere 
Qnantit&ten. 

Absoluter 
Verlust  pr.l'. 

Relativer 
Verlust. 

1103 

45 

4,08 

822 

40,4 

4,91 

652,75 

27,3 

4,18 

504,75 

31,9 

6,82 

895 

12,8 

3,24 

318,15 

17,1 

5,37 

264,4 

3,6 

1,36 

219,25 

13,7 

6,25 

173 

4,8 

2,77 

130,5 

8,7 

6,67. 

rch   das  Oeffnen   des  Fenstercb^ae , 
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auf  beinahe  ein  Viertel ,  und  auch  beim  zweiten  Oeffnen  unter  die  Hälfte 
des  nächst  vorhergehenden.  Das  erste  Mal  tritt  plötzlich  der  normale 
Luftverlust  ein,  das  zweite  Mal  aber  nicht,  wahrscheinlich,  weil  die  Luft 
sich  schon  zu  stark  abgekühlt  hatte ,  um  auf  die  Oberfläche  des  Schellacks 
kräftig  genug  einwirken  zu  können. 

§.  14.     8.  Satz. 

Auf  den  Elektricitätsverlnst  sind  absolutes  ftnantum,  sowie  OröMe,  Form 

und  Stoff  des  elektrisirten  Körpers  ohne  Einflnss. 

Dieser  bereits  von  Coulomb  gefundene  Satz  findet  in  meinen  Beob- 
achtungen vielfache  Bestätigung.  Wird  eine  Kugel  von  6  Zoll  oder  von 
1  Zoll  Durchmesser  genommen,  der  relative  Verlust  ist  unter  denselben  Um- 
ständen derselbe,  obgleich  jene  ein  3öfaches  absolutes  Quantum  trägt.  In 
Bezug  auf  Verschiedenheit  des  Stoffes  und  der  Form  enthält  die  folgende 
Uebersicht  einige  Facta.  Es  wurde  zuerst  ein  Parallel epiped um  von  Eisen 
an  den  Messapparat  gehangen  und  dessen  Verlust  gemessen;  in  der  Mitte 
der  Reihe  aber  dieser  Körper  mit  einer  Messingkugel  von  bedeutend  klei- 
nerer Oberfläche  vertauscht.  Man  sieht,  wie  schön  die  Reihe  von  der  Ku- 
gel fortgesetzt  wird. 

8.  Uebersicht. 
Verschiedenheit  des  Stoffes,  der  Form  und  der  Orösse  in  einer  Reihe. 

Zeit.       AuMchlagswiDkel.  Quantum.  Mitil.  QuantiUteo.  Abt.  Verl.  pr.l'.  Rel.Verl. 

1)     Eisenparallelepipedum. 
1511 


10*27' 

72i 

82' 

69 

zi 

644 

42' 

60 

47' 

68i 

62' 

49i 

» 

2) 

64' 

64 

68' 

801 

11*  8' 

44} 

8' 

39 

13' 

33i 

18' 

284 

23' 

23 

1337 


1149,5 


945 


844 


697 

Kleine  Messingkugel. 
810 


1424  34,8  2,44 

1242,7  37,5  3,02 

1067,7  32,9  3,08 

914,5  28,2  3,08 

770,5  29,4  3,82. 


715 


588 


478 


384 


308,5 


234 


762,5  23,7  3,11 

651,5  25,4  •          3,90 

533  22  4,13 

431  18,8  4,36 

346,7  15,3  4,41 

271,2  14,9  5,49. 
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§.  15.    9.  Satz. 
Snroh  herbeigefUnten  Luftwechsel  nimmt  der  Elektricitätsverlnst  nicht 

merklich  sn  oder  ab« 
Zar  Ermittelung  diesea  Satzes  wurde  die  Sammelkngel  für  atmosphft- 
rische  Elektricität  benatzt.  Sie  wurde  mit  einem  beliebigen  Quantum  ge  • 
laden  und  dann  abwechselnd  entweder  während  der  ganzen  Verlustperiode 
ruhig  hingestellt,  oder  beständig  im  Zimmer  nmhergetragen.  Die  Resultate 
zweier  Versuchsreihen  waren  folgende. 

9.  Uebersicht« 
1.  Reihe. 

Zmt.  AoMchlAffSwinkel. 

12^54'  TOj. 

1*20'  70  J 


1*30'  664 

1*40'  6lJ 


1*50'  56iV 


ReULVerLpr.  l'in%. 

nicht  getragen : 

1,54 

getragen : 

1,27 

nicht  getragen : 

1,82 

getragen : 

1,70 

nicht  getragen : 

1,97. 

2*  50J 

Dieses  unerwartete  Resultat  veranlasste  zu  einer  2.  Versuchsreihe,  welche 
gleich  nachher  vorgenommen  wurde. 

2.  Reihe. 
2*13'  .     774 


24'  734 

35'  66| 

45'  eöj^ 

55'  62i 


nicht  getragen : 

1,73 

getragen: 

2,33 

nicht  getragen : 

2,00 

getragen: 

2.62 

nicht  getragen : 

2,04. 

3*  5'  46f 

Man  sieht,  dass  in  der  1.  Reihe  die  Perioden  die  grösserif  Werthe  ge- 
ben, in  denen  die  Kugel  an  demselben  Orte  blieb,  in  der  2.  dagegen  die- 
jenigen, in  4enen  sie  beständig  ihren  Ort  wechselte,  dass  aber  die  Verschie- 
denheiten nur  unbedeutend  sind« 

Es  versteht  sich,  dass  es  nicht  gleichgiltig  ist,  wohin  man  die  Kugel 
während  deiT  Herum tragens  bringt.  Bei  der  I.  Versuchsreihe  blieb  sie  auf 
demselben  Zimmer,  welches  ungeheizt  und  ganz  geschlossen  war;  bei  der 
2.  wurde  die  Thür  eines  Nebenzimmers  geöffnet,  wo  die  Thür  nach  dem 
Corridor  auch  offen  war.  Dieser  letztern  Thür  gerade  gegenüber  war  die 
Küchenthür,  welche  ebenfalls  offen  stand.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die 
feuchtere  Küchenluft  in  das  zweite  Zimmer  dringen  musste.  Nun  wurde 
die  Kugel  auf  beiden  Zimmern  auf  und  ab  getragen,  und  zwar  absichtlich 
auf  dem  zweiten  bis  an  die  der  Küchenthür  gegenüberliegende  Thür,  um  sie 
auf  jedem  Gange  in  die  etwas  feuchtere  Luft  zu  bringen.     Deri  Erfolg  wa^: 

üiqitized  bv^V  iV^ 
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voraaszasehen,  dass  jetzt  der  Verlust  während  des  Herumtragens  grösser 
sein  .werde. 

Diesen  Satz  habe  ich  schon  vor  llJahsen  in  meinem  Aufsätze  über 
Luftelektricität  mitgetbeilt.  Er  steht  im  89.  Bde.,  S.  208  der  Annaien  von 
Poggendorff.  £r  ist  aber: wohl  nicht  beachtet  worden,  wie  überhaupt 
die  Yerlustversuche  nicht,  welche  dort  mitgotheilt  sind,  weil  sie  unter  die- 
ser Ueberschrift  nicht  gesucht  werden  könnei^. 

§.  16.     10.  Satz. 
Isolatoren  erleiden  denselben  Verlust,  wie  Leiter. 

Dieser  Satz  ist  ebenfalls  schon  von  Coulomb  nachgewiesen  und  kann 
nur  mit  der  Drehwage  ermittelt  werden. 

§.  17.     11.  Satz. 
Sie  beiden  Elektricitäten  erleiden  unter  denselben  Bedingungen  gleiche 

Verluste. 

Auch  dieser  Satz  ist  bereits  von  Coulomb  aufgestellt  und  bewiesen 
worden. 

§.  18.     12.  Satz. 

Der  Luftverlust  nimmt  ab  durch  Tabaksrauch  und  wahnoheinlioh  auch 

noch  durch  andere,  der  Luft  beigemengte  Stoffe,  welche  in  fein  vertheiltem 

Zustande  in  der  Luft  schwimmen. 

Dieser  Satz  wurde  gefunden ,  indem  bei  den  Verlustversuchen  im  La- 
boratorium geraucht  wurde.  Der  Kaum  war  ein  kleines  Zimmer,  und  so 
musste  die  Wirkung  um  so  stärker  hervortreten.  Es  sollte  die  Isolirungs- 
fäbigkeit  des  Colophoniums  untersucht  werden.  Die  Verluste  der  Kugel, 
welche  an  einem  Colophoninmstengelchen  hing,  waren  in  den  einzelnen 
Perioden,  deren  Minutenzahl  hinter  den  relativen  Verlusten  eingeklammert 
steht,  folgende:  0,94  (10),  1„42  (15),  2,14  (10) ^  2,52  (13),  3,07  (10),  1,39  (11), 
0,05  (11),  0,05  (11),  0,05  (10).  0,05  (10). 

Vor  der  Abnahme  der  Verluste  war  eine  Cigarre  angesteckt  worden, 
deren  Rauch  in  dem  engen  Raum  bald  eine  bedeutende  Dichtigkeit  erreichte. 
Der  geringe  Verlust  von  0,05  während  der  letzten  42"  kann  kein  gewöhnli- 
cher Luftverlust,  er  muss  ein  durch  den  Tabaksrauch  auf  ganz  ungewöhn- 
liche Weise  erniedrigter  Luftverlust  sein.  Seit  der  Zeit  ist  der  Tabaks- 
rauch vielfach  verwendet  worden,  und  immer  mit  Erfolg,  um  den  Gesammt- 
verlust  in  einen  Luftverlust  zu  verwandeln.  Ist  aber  kein  Stützenverlust 
vorhanden,  so  nimmt  durch  diese  Einwirkung  der  Luftverlust  immer  ab, 
wenn  auch  nicht  so  auffallend ,  wie  es  in  den  obigen  Zahlen  ausgesprochen 
ist.  In  einem  zweiten  Falle  sollte  Schwefel  auf  seine  Isolirungsfahigkeit 
untersucht  werden.  Es  wurden  2  Cigarren  während  der  Dauer  von  mehr 
als  4  Stunden  in   einem   grössern  Zimmer  geraucht.     Die  V^lustprocente 
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waren  mit  Einklammernng  der  Minntenzahlen  folgende,  nach  der  Biess- 
Bchen  Formel  berechnet,  weil  die  Perioden  grösser  genommen  werden 
mnssten:  1,12  (70),  0,985  (00),  0,861  (40),  0,675  (48).  Hier  sieht  man  den  ge- 
wöhnlichen Lnftverlnst  während  der  Dauer  von  3  Stunden  47  Minuten  fort- 
während sinken^  welches  nar  eine  Wirkung  des  verbreiteten  Rauches  sein 
kann,  da  das  Zimmer  nngeheii^t  und  verschlossen  war.  £s  ist  nicht  wahr- 
scheinlich, dass  der  Tabaksrauch  der  einsige  Stoff  ist,  welcher  in  dieser 
Weise  wirksam  sich  zeigt. 

Diese  Thatsachen  sprechen  es  deutlich  aus,  dass  durch  den  Tabaks- 
rauch  die  in  der  Luft  vorhandenen  Wassermolecüle  zum  Tbeil  verhindert 
werden ,  zu  dem  elektrisirten  Körper  zu  gelangen.  Da  liegt  denn  auch  die 
Vorstellung  wieder  nahe,  dass  sie  sich  an  die  Rauchmolectile  hängen«  Wie 
sie  zu  diesen  gelangen,  werden  wir  im  3.  Abschnitte  dieser  Abhandlung 
sehen. 

C.  Theorie  des  Elektricitätsverlustes. 
§.  lö. 
Allgemeines. 
Die  vorstehenden  Gesetze  über  den  Luftverlust  müssen  sich  ableiten 
lassen  aus  einer  Theorie  der  Gase.  Die  mechanische  Wärmetheorie  ist  ge- 
nöthigt  gewesen,  die  alte  Gastheorie  zu  verlassen,  um  den  Erscheinungen 
der  Wärme  gerecht  zu  werden.  Man  bat  lange  gezögert,  eine  neue  Theorie 
des  Oasznstandes  auszusprechen.  Zurrst  hat  es  in  Deutschland  Krönig 
gethan  im  00.  Bde.  der  Ann.  von  Pogg.  S.  315  in  seinem  Aufsatze:  „Grund- 
züge einer  Theorie  der  Gase**.  Im  folgenden  Bande  derselben  Zeitschrift, 
8.  353  ff.,  lieferte  Clausius  einen  Aufsatz  unter  der  Ueberschrift:  „lieber 
die  Art  der  Bewegung,  welche  wir  Wärme  nennen".  Clausius  stimmt  im 
Ganzen  den  Ansichten  Krönig*s  bei,  specialisirt  sie  nur  und  modificirt  sie 
in  einzelnen  Punkten*),  Aus  dieser  neuen  Theorie  lassen  sich  die  bekann- 
ten Gasgesetze  ungezwungen  ableiten,  und  wenn  sie  auch,  ohne  ihr  Gebiet 
zu  verlassen ,  noch  nicht  alle  Erscheinungen  der  Gase  erklären  kann ,  so 
giebt  sie  doch  auf  die  meisten  Fragen  eine  weit  befriedigendere  Antwort, 
als  die  bisherige. 

§.20. 
▼ergleiohnng  der  beiden  €FaatheorieB. 

Beide  Theorien  setzen  den  Molecularzustand  der  Materie  voraus,  die 
zweite  mit  vollkommener  Elasticität  der  Molecüle.  Nacli  der  alten  Theorie 
befinden  sich  die  Molecüle,  wenn  keine  bemerkbare  Bewegung  in  der  Ma8s- 
vorhanden  ist,  in  Ruhe;  nach  der  neuen  sind  die  Molecüle,  auch  wenn 
durchaus  Nichts  von  innerer  Bewegung  wahrnehmbar  ist,   in   steter  gerade 


*)  Schon  früher  hatten  Qa8  8endi,Prevo st,  Le  Sage,  Bern oiiilli,JoQel 
und  Andere  ähnliche  Ansichten  ausgesprochen.  C^OOoIp 
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liniger  Bewegung^  stossen  dab«i  gegen  «ioander  Dder  gegen  andere  Körper 
Bnd  ändern  dadurch  häufig  ihre  Bahnen.  Nach  der  alten  Theorie  stosaen 
die  Molecttie  einander  «b ;  nach  der  neuen  ist  der  Einfluss  ihrer  Moiecnlar* 
kräfte  verschwindend  klein  gegen  die  Kraft,  mit  welcher  sie  in  ihren  gerad- 
Itnigoii  Bahnen  fortgehen.  Nach  der  alten  Theorie  sind  die  Molecüie  mit 
einer  Wärme -Atmosphäre  umgeben,  welche  aU  Grund  ihrer  Ahetossnnga- 
kraft  angesehen  wird.  Nach  der  neuen  Theorie  ist  die  Wärme  die  in 
Thätigkeit,  in  Bewegung  gesetzte  Masse  der  Molecüie,  also  ein  Bewegungs- 
znstand ,  wie  das  Licht  der  Vibrationszustand  des  Aethers.  Nach  jener 
Theorie  wird  ako  die  Wärme  noch  als  Stoff,  als  Raum  erfüllendes  Wesen; 
nach  dieser  als  lebendige  Kraft,  als  das  angesehen,  was  sie  nach  allen  neuem 
Untersuchungen  sein  muss.  Die  neue  Gastheorie  fusst  also  auf  das  neue, 
höchst  wichtige,  zuerst  1842  ron  Mayer  in  Heilbronn  ausgesprochene,  spä- 
ter  namentlich  von  Helmholtz,  Joule,  W.  Thomson,  Boscha,  Clau- 
sius  und  Andern  weiter  geförderte  Naturgesetz  von  der  Erhaltung  der  Kraft, 
oder,  wie  es  Helmhol tz  nennt,  der  Wechselwirkung  der  Naturkräfte. 
Wenden  -wir  nun  beide  Theorien  auf  unsern  Gegenstand  an ,  so  wird  sich 
zeigen,  dass  auch  hier  die  neue  Gastheorie  weit  mehr  leistet,  als  die  alte. 

§.  21. 
Theorie  des  7.  Gesetzes  nach  der  alten  Gastheorie. 

Aus  den  unter  B.  mitgetheilten  Thatsachen  folgt,  dass  das,  was  wir 
„Luftverlust**  genannt  haben,  eigentlich  „Dampfverlust**  heissen  mtisste, 
weil  die  in  der  Atmosphäre  vorhandenen  Wasserdämpfe  vorzugsweise,  wenn 
nicht  allein  es  sind,  weiche  diesen  Verlust  herbeiführen.  Warum  die  Luft, 
d.  h.  die  andern  in  der  Luft  enthaltenen  Gase,  besonders  Sauerstoff  und 
Stickstoff,  nicht  Tkeil  nehmen  an  der  Bewirkuug  des  Luftverlustes,  dafür 
lassen  sich  auch  aus  der  alten  Gastheorie  verschiedene  Gründe  angeben. 
Denn  erstens  sind  diese  Gase  Nichtleiter  derElektricität,  auf  der  Oberfläche 
ihrer  Molecüie  kann  also  auch  keine  Bewegung  beider  Elektricitäten  statt* 
finden,  wenn  sie  dem  Einflüsse  eines  elektrisirten  Körpers  auegesetzt  wer- 
den.  Wir  müssen  uns  den  Vorgang  beim  Luftverlust,  wenn  wir  die  alte 
Gastheorie  zu  Grunde  legen,  doch  jedenfalls  so  denken,  dass  die  Molecüie 
aus  einem  leitenden  Stoffe  in  der  Richtung  der  Normalen  auf  der  Ober- 
fläche des  elektrisirten  Körpers,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Molecttls 
geht ,  an  den  entgegengesetzten  Seiten  entgegengesetzt  elektrisch  werden, 
und  zwar  an  der  dem  elektrisirten  Körper  zugewandten  Seite  entgegen- 
gesetzt mit  diesem.  Daraus  wird  eine  Anziehung  der  Molecüie  herbeigeführt, 
welche  bei  der  Berührung  oder  der  grösstmöglichen  Annäherung  sich  als- 
bald in  eine  Abstossung  verwandelt.  Die  Ursache  der  Annäherung  fehlt 
aber,  wenn  auf  den  Molecülcn  keine  Vertheilung  stattgefunden  hat,  und 
diese  Vertheilung  ist  unmöglich,  wenn  die  Molecüie  aus  einem  möglichst 
isolirendeu  Stoffe  bestehen.     Solche  Stoffe  sind   aber  nach  den  bisherigen 
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Erfahrungen  die  genannten  Gase.  Dies  wäre  also  nach  der  alten  Gastheorie 
der  Grund,  dass  der  Lnftverlust  proportional  ist  der  Menge  der  in  der  Luft 
vorhandenen  Wasserdampfmolecfile.  Es  Hesse  sich  indess  auch  noch  ein 
anderer  denken. 

Bekanntlich  hängt  an  der  Oberfläche  aller  Körper,  welche  nicht  aifs 
ganz  frischen  Bruchflächen  besteht,  welche  einige-  Zeit  der  Einwirkung  der 
Atmosphäre  ausgesetzt  gewesen  ist,  eine  Luftschicht  mit  starker  Adhäsion, 
so  dass  meist  eine  bedeutende  Erhitzung  erforderlich  ist,  sie  zu  entfernen 
(siehe  Degen's  Untersuchungen  darüber  in  Pogg.  Ann.  Bd.  38,  S.  440  (F.). 
Denkt  man  sich  nun,  dass  diese  Adhäsion  bei  den  Wassermolecülen  durch 
die  elektrische  Abstossung,  welche  auf  die  Vertheilung  folgt,  leicht  über- 
wunden werden  könne,  bei  den  andern  Gasen  aber  nicht,  weil  die  Verthei- 
lung fehlt,  so  hat  man  denselben  Erfolg. 

Man  sieht,  dass  für  dieses  Gesetz  des  El ektricitäts Verlustes  die  alte 
Theorie  zur  Erklärung  genügend  ist;  nicht  so  für  andere. 

§.  22. 
Confliot  dea  L  und  2.  OeaetEes  mit  der  alten  Oastheorie. 

Wenn  es  auch  nur  die  Wassermolecüle  sind,  welche  den  Luftverlifst 
bewirken,  so  verhalten  sich  doch  die  Kräfte,  mit  welchen  sie  abgestossen 
werden,  jedenfalls  nach  der  Elektricitätslehre ,  wie  die  Quadrate  der  Dich- 
tigkeiten oder  Quantitäten  des  elektrisirten  Körpers ,  wenn  man  eine  Ver- 
theilung vorhergehen  lässt;  also  müssten  auch  die  Geschwindigkeiten  diesen 
Quadraten  proportional  sein,  folglich  auch  die  Mengen  Elektricität,  welche 
entführt  werden.  Das  widerspricht  aber  der  Erfahrung ,  welche  sagt,  dass 
diese  Mengen  den  Dichtigkeiten  selbst  proportional  sind.  Ans  diesem  Er- 
fahrnngssatze  aber  folgt,  dass  die  Geschwindigkeiten  constant  sein  müssen. 
Also  kann  der  Vorgang  nicht  gedacht  werden,  wie  oben  angegeben  wurde. 

Gehen  wir  von  der  Voraussetzung  ans ,  dass  die  Wasserdampfmolecüle 
ihre  Bewegung  von  der  Elektricität  erhalten,  so  muss  die  Bewegung  mit  der 
bewegenden  Kraft,  der  Dichtigkeit  der  Elektricität,  abnehmen,  welches  also 
ebenfalls  der  Erfahrung  widerspricht,  oder  vielmehr  dem  Satse,  welcher 
mit  Nothwendigkeit  aus  der  Erfahrung  folgt  Die  Thatsachen  sprechen  es 
ans,  dass  der  Theil  der  Bewegung  der  Wassermolecüle,  welcher  von  der 
Elektricität  herrührt,  eine  verschwindende  Grösse  ist  gegen  den  andern 
Theil,  welchen  diese  Molecüle  ans  einer  andern  Quelle  beziehen,  und  diese 
ist  die  Wärme. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  zu  sehen,  wie  sich  einige  Verfasser  physi- 
kalischer Lehrbücher  bei  dieser  Schwierigkeit  der  bisherigen  Lehre  vom 
Elektricitätsverluste  verhalten.  J.  Müller  in  den  frühern  Auflagen  seines 
Buches  und  mit  ihm  Andere,  b.  B.  Spill  er,  verschweigen  den  von  Cou- 
lomb gefundenen  Satz,  welches  man  noch  könnte  hingehen  lassen.  Aber 
sie  stellen  für  ihn  eine  Unwahrheit  hin,  indem  sie  behaupten,  dass  der  Lnft-^C 
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verlast  sich  vie  die  Quadrate  der  Dichtigkeiten  verhalte,  weil  er  sich  so 
verhalten  müsse.  In  der  letzten  Auflage  hat  Müller  sich  zu  Coulomb 
bekannt. 

Auf  dem  Gebiete  der  Naturforschung  gelten  verbürgte  Thatsachen 
mehr,  als  Theorien,  und  es  ist  erfreulich,  dass  Müller  sich  zu  diesem 
Grundsatze  bekannt  hat« 

§.  23. 
Conflict  des  9.  Oesetzes  mit  der  alten  Oastheorie. 

Auch  giebt  diese  Vorstellungsweise  durchaus  keinen  Aufscbluss  über 
das  Factum,  dass  durch  das  Umhertragen  der  elektrisirten  Kugel  ihr  Luft- 
verlust nicht  vergrössert  wird ;  es  spricht  sogar  entschieden  gegen  sie.  Nach 
der  alten  Gastheorie  muss  man  sich  jedenfalls  vorstellen,  dass  die  einmal 
abgestossenen  Molectile  in  der  Nähe  bleiben ,  an  andere  einen  Theil  ihrer 
Elektricität  abgeben,  dass  dadurch  bald  ein  neuer  Vertheilungsaustand  auf 
ihnen  hervortrete  und  sie  dann  wieder  aufs  Neue  angezogen  werden  kön- 
nen. Die  Zahl  der  angezogenen  und  wieder  abgestossenen  Molecüle  mttsste 
immer  kleiner  werden,  und  ebenso  die  Menge  Elektricität,  welche  sie  nach 
jeder  neuen  Anziehung  wegführen.  Die  Luftschicht  um  den  elektrisirten 
Körper  müsste  endlich  mit  Elektricität  gesättigt  werden  und  aller  Verlust 
aufhören.  Das  ist  aber  durchaus  nicht  der  Fall;  es  ist  von  einer  Elektri- 
sirung  der  umgebenden  Luftschicht  Nichts  zu  merken.  Dieses  Factum  kann 
die  alte  Gastheorie  nicht  erklären;  wir  müssen  uns  also  zur  neuen  wenden, 
um  zu  sehen,  ob  sie  uns  Aufscbluss  darüber  giebt. 

§.  24. 
Erklärung  der  Erscheinungen  nach  der  neuen  Oastheorie. 

Gesetzt  nun,  die  Molecüle  der  einen  elektrisirten  Körper  umgebenden 
Luft  stossen  auf  ihreid  Wege  gegen  denselben,  sowohl  die  der  permanenten 
Gase,  als  auch  die  des  Wasserdampfs,  so  werden  erstere  höchstens  elektrisch 
an  dem  Punkte,  mit  welchem  sie  anstossen;  letztere  aber,  weil  sie  Leiter 
sind,  werden  auf  ihrer  ganzen  Oberfläche  sich  laden.  Also  auch  ohne  vor- 
hergegangene Elektrisirung  durch  Influenz  anzunehmen,  müssen  es  vorzugs- 
weise die  Dampfmolecüle  sein,  welche  die  Elektricität  fortführen.  Auch 
sieht  man,  dass  nach  dieser  Vorstellung  die  Grösse  des  Verlustes  sich  rich- 
tet nach  der  Menge  der  Dampfmolecüle,  der  Dunstmenge;  denn  die  Zahl 
der  Dampfmolecüle ,  welche  in  der  Zeiteinheit  an  den  elektrisirten  Körper 
Rtosseo ,  muss  proportional  sein  der  Zahl  der  Molecüle,  die  sich  in  dem 
Baume  befinden,  welcher  den  elektrisirten  Körper  umschliesst,  und  da  diese 
mit  constanter  Geschwindigkeit  sich  bewegen,  so  muss  der  Verlust  der 
Dichtigkeit  proportional  sein.  Ferner  ist  nach  dieser  Theorie  die  Wahr- 
scheinlichkeit sehr  gross,  dass  ein  mit  der  Elektricität  des  dem  Verluste 
ausgesetzten  Körpers  geladenes  Molecül  nie  zu  demselben  zurückkehren 


Von  Dr.  F.  Dbllmann.  351 

wird ,  nod  sollte  ea  auch  surückkomioeD ,  so  bat  es  sicher  an  dieser  oder  je- 
ner Wand  vorher  seine  Elektricität  abgegeben,  es  ist  also  dann  wie  ein 
neues  zu  betrachten  in  Besang  auf  den  Verlust.  Und  so  erklärt  diese  Theo- 
rie denn  auch  ganz  ungezwungen  das  Factum,  dass  das  Umhertragen. der 
geladenen  Kugel  den  Verlust  nicht  vergrössert. 

Den  Satz  von  der  Einwirkung  des  Tabakdampf  es  auf  den  blossen 
Luftverlust  erklfirt  die  neue  Gastbeorie  besser  als  die  alte.  Wollte  man 
nach  der  alten  Theorie  annehmen,  daas  die Bauchtheilchen ,  nachdem  sie 
sich  mit  Wassermolecülen  beschwert  haben.,  zn  wenig  beweglich  seien,  um 
-sum  elektrisirten  Körper  gelangen  zu  könfoen ,  so  wäre  dies  eine  sehr  un- 
wahrscheinlich« Hypothese,  da  die  Molecüle  des  Wassers  gegen  die  Bauch- 
partikelchen sehr  klein  sind»  Kann  dieses  aber  nicht  angenommen  werden, 
Bonussen  die  Rauchtheile,  als  Leiter,  den  Verlust  vergrössern,  und  die 
Thatsachen  spreehen  das  Gegentheil  aus. 

Ganz  ungezwungen  erklärt  die  neue  Theorie  diesen  Satz.  Auf  ihren 
Bahnen  stossen  die  Wassermolecüle  zum  Tkeil  an  die  Rauchtheile,  bleiben 
daran'hängen  und  damit  hört  ihre  Bewegung  auf,  sie  können  nicht  mehr 
zum  elektrisirten  Körper  gelangen.  Die  Zahl  Wasdermolecüle ,  weiche  im 
Stande  sind,  dem  elektrisirten  Körper  Elektricität  zu  entführen,  nimmt  also 
immer  mehr  ab. 

Da  auch  der  beste  Isolator  unter  den  festen  Körpern,  Schellack,  kein 
absoluter  Isolator  ist,  und  da  die  Gasmolecüle  sehr  klein  sind.,  so  begreift 
man ,  dass  sie  sich  beim  Anstossen  an  einen  geladenen  Isolator  ebenso  gut 
auf  ihrer  ganzen  Oberfläche  laden  werden,  wie  beim  Anstoss  an  einen  ge- 
ladenen Leiter. 

Die  Erscheinungen  des  Elektricitätsverlustes 
sind  also  eine  bedeutende  Stütze  für  die  neue  Gas- 
theorie und  diese  wiederum  lässt  uns  die  Ursachen 
des  Elektricitätsverlustes  erkennen. 

§.25. 
Zur  Theorie  des  Sttltzenverlustes. 

Die  Theorie  des  Stützenverlustes  ist  im  Grundgedanken  schon  oben 
bei  Besprechung  seiner  Gesetzmässigkeit  angedeutet  worden.  Die  Erschei- 
nungen desselben  sind  sehr  complicirt,  wie  dies  nur  zum  kleinen  Theil  die 
mitgetheilten  Thatsachen  andeuten.  Ihn  zu  entfernen  und  dadurch  Auf- 
schluss  über  sein  Wesen  zu  erhalten,  wurden  bis  jetzt  mit  Erfolg  angewen- 
det: Abwischen  des  Isolators,  trockne  Luft,  Tabaksrauch,  schweflige  Säure 
und  Wasserdampf.  So  seltsam  der  letztere  auch  hier  auftritt,  so  ist  das 
Factum  doch  gewiss.  Stets  wurde  der  Stützenverlust  geringer,  wenn  wäh- 
rend desselben  Wasser  am  Sieden  war  im  Zimmer ;  einmal  sogar  verlor  er 
sich  durch  diese  Operation  ganz  und  ging  in  gewöhnlichen  Luftvcrlnst  über. 
Obgleich  grosse  Sorgfalt  und  viel  Zeit  aufsein  Studium 
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wurde,  kann  die  Untersuchung  doch  noch  lange  nicht  als  geschlossen  be- 
trachtet werden.  So  viel  scheint  sicher  zu  sein,  dass  er  eine  zweifache  Ur- 
sache haben  kann :  die  Ablagerung  von  Molecttlen  eines  Leiters  auf  der 
Oberfläche  des  Isolators  und  die  chemische  Veränderung  dieser  Oberfläche. 
Die  erste  Ursache  ist  die  häufigere.  Die  letztere  ist  offenbar  beim  Schellack 
eingetreten,  wenn  er  durch  Umschmelzen  seiner  Oberfläche  oder  durch  Ab- 
waschen mit  Alkohol  besser  isolirend  wird.  Schweflige  Säure  wirkt  am 
kräftigsten  zu  seiner  Vernichtung  bei  Lack. 

Dass  der  absolute  vollständige  Stützenverlust  geraume  Zeit  hindurch 
mit  Abnahme  der  Dichtigkeit  noch  wächst,  deutet  daraufhin,  dass  er  den 
Widerstand  noch  durch  ein  anderes  Mittel  beseitigt,  als  durch  den  Druck. 
Wie  dieses  Mittel  zu  denken  ist,  darüber  können  die  Ansichten  noch  ver- 
schieden sein;  die  meiste  Wahrscheinlichkeit  wird  wohl  die  Vorstellong 
für  sich  haben ,  dass  der  Strom  sich  verbreitert.  Dafür  sprechen  auch 
Thatsachen.  Wenn  die  Sammelkugel  für  atmosphärische  Elektricität  im 
Kegen  gewesen  ist,  so  dass  Tröpfchen  gefallen  sind  auf  den  Schellackring, 
welcher  den  Ständer  derselben  einige  Zoll  vom  untern  Ende  isolirt ',  und 
dann  die  Kugel  zu  Verlustversuchen  verwendet  wird ,  so  giebt  sie  anfangs 
mehr  oder  weniger  geraume  Zeit  den  gewöhnlichen  Luftverlnst,  bis  endlich 
der  Stützenverlust  hervortritt  und  als  relativer  Verlust  immer  grösser  wird. 
Offenbar  treibt  also  Elektricität  die  Tropfen  auseinander,  indem  sich  ihre 
Molecüle  abstossen.  Es  ist  deshalb  zu  vermuthen,  dass  bei  jedem  Stützen- 
verlust etwas  Aehnliches  stattfinde,  dass  die  Gruppen  von  Wassermolecülen, 
welche  mit  Elektricität  geladen  werden,  sich  ausbreiten  und  dadurch  dem 
Strome  ein  weiteres  Bett  verschaffen. 

§.  26. 
Beseitigung  eines  Einwurfes. 

Es  sei  mir  noch  gestattet,  einem  schwachen  Einwände  zu  begegnen, 
den  man  etwa  gegen  die  obige  Theorie  des  Luftverlustes  erheben  könnte. 
Wollte  man  nämlich  behaupten,  ich  lehne  die  Möglichkeit  der  Elektrisirung 
der  Atome  des  Sauerstoffes  und  Stickstoffes  ab,  da  doch  die  jetzige  Ozon- 
theorie und  die  Theorie  der  Elektrolyse  diese  Elektrisirung  fast  ausser 
Zweifel  stelle,  so  würde  man  mir  Unrecht  thnn.  Meine  Theorie  schliesst 
sich;  wie  man  eingestehen  muss,  an  die  sicher  ermittelten  Thatsachen  an, 
und  da  die  neue  Gastheorie  von  mehreren  Seiten  her  Vieles  für  sich  hat,  da 
sie  namentlich  eine  präcise  Ableitung  der  bekannten  Gasgesetze  gestattet, 
so  stand  schon  von  vornherein  zu  erwarten,  dass  sie  die  Räthsel  lösen 
würde,  welche  die  alte  Theorie  ungelöst  lassen  muss.  Es  wird  ja  auch  von 
mir  nur  behauptet ,  dass  Sauerstoff  und  Stickstoff  sich  gegen  Reibungselek- 
tricität  gerade  so  verhalten,  wie  alle  andern  Isolatoren.  Eine  Elektrisirung 
dieser  Stoffe  auf  anderm  Wege  wird  von  mir  nicht  bestritten.  Was  meiner 
Behauptung  von  der  Isolirungsfahigkeit  des  Sauerstoffs  und  Stickstoffs  noch 
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zur  besondern  Stütze  gereicht,  ist  der  Satz,   dass  anch  in  der  Atmosphftre 
nur  die  Wassermolecüle  die  Träger  der  atmosphärischen  Elektricität  sind. 

Wir  haben  erst  schwache  Anfänge  in  dem  Versuche  gemacht,  die 
Wärme  als  Bewegnngszustand  aufzufassen.  Die  Elektricitätslehre,  welche 
der  Wärmelehre  in  der  Ferne  nachhinkt,  ist  so  weit  noch  nicht  einmal. 
Wenn  die  Reihe  auch  an  sie  kommt,  so  wird  gewiss  der  Genius  nicht  feh- 
len, welcher  uns  demonstrirt,  in  welcher  Weise  die  Bewegungen  vor  sich 
gehen  können  oder  gar  müssen ,  aus  denen  sich  nicht  nur  die  Verschieden- 
heit von  Wärme  und  Elektricität  ergiebt,  sondern  auch  das  verschiedene 
Verhalten  der  Stoffe  gegen  Reibungselektricität  und  den  elektrischen  Strom. 
Einstweilen  wollen  wir  fortfahren,  mit  Gewissenhaftigkeit  und  Eifer  die 
Thatsachen  zu  studiren  und  nns  den  Zusammenhang  zu  deuten ,  so  gut  wir 
können. 
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XXin.  TTeber  ein  angeblich  neues  Criterinm  ftr  die  ConYergem 
unendlicher  Eeihen. 

Im  52.  Bde.  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  (Sitzung  vom 
9.  November  1865)  stellt  Herr  J.  Popper  ein  Kennzeichen  für  die  Conver- 
genz  unendlicher  Reihen  auf,  welches  neu  und  so  allgemein  sein  soll,  „dass 
es  die  Kegeln  von  Gauss,  Cauchy,  Raabe,  Bertrand  etc.  als  specielle 
Fälle  in  sich  begreift".  Leider  sind  beide  Behauptungen  nicht  richtig,  wie 
aus  dem  Folgenden  erhellen  wird. 

Der  Verfasser  beweist  anfangs,  dass  die  Reihe 
«1  +  w»  +  W5  +  . . . 
divergirt,  wenn  der  Quotient 

bei  unendlich  wachsenden  n  eine  endliche  Grösse  bleibt;  daraus  schliesst 
der  Verfasser,  dass  die  Reihe  (welche  natürlich  als  eine  fallende  voraus- 
gesetzt wird)  convergiren  müsse,  sobald  jener  Quotient  die  Null  zur  Grenze 
hat.  —  Dieser  Schluss  ist  nicht  conclndent,  und  schon  dadurch  wird  die 
Sache  unsicher.  Erinnert  man  sich  aber  des  bekannten  Satzes  von  Cauchy 
iCours  dCAnalyse,  pag.  48),  dass 

Lim  {fin  + 1)  —  f(n) }  =  Lim  ^, 

und  wendet  man  denselben  auf  den  Fall  f(n)  =  —  an ,  so  kann  man  die 
Popper*8che  Bedingung 


««+1        w« 

in  die  folgende  einfachere  verwandeln 

Lim =  Lim  {nUn)  =  0 , 

nun 
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and  dies  ist  dieselbe  Convergensbedingnng,  welche  01t  vier  im  2.  Bande 
von  Grell  e's  Joarnal  (S.  81)  durch  ein  Raisonnement  zu.  beweisen  ver- 
sachte,  dessen  Mangelhaftigkeit  schon  von  Abel  (ebendaselbst  Bd.  8, 
8.  70)  gezeigt  wurde. 

Um  das  Letztere  auch  a  posleriori  an  einem  Beispiele  nachzuweisen, 
setzen  wir  zur  Abkürzung 

und  betrachten  die  Reihe 

Hier  ist  nach  dem  Popper'schen  Criterium 
Lim =  Lim 


w«+i      Wn 


(»  +  1)  *«+i  —  ns„ 


=  Lim z : — ^ =  ^<^  — 7-7  =  0 


('•+'K*-+;rTT)-''^ 


und  nach  der  einfacheren  Oliyier'schen  Regel 

Lim  (n  w«)  =  Lim  —  =  0 ; 

die  Reihe  müeste  demgemäss   convergiren,  w&hrend  sie  in  Wirklichkeit 
divergirt 

Der  Fehler  in  Herrn  Foppe r*s  Scblnssweise  lässt'sich   hiernach   mit 
wenig  Worten  aufdecken.     Wenn  die  Beziehung 

lim  -!^!^^flLtL  =  Lim(nun)=^a>0 

stattfindet,  so  muss  für  hinreichend  grossen  das  Product  nUn  mehr  betragen 
als  eine  beliebig  zwischen   0  und  a  eingeschaltete  Zahl  6,  mithin    ist  dann 

IIa  >  — ,  und  die  Reihe  f/„  +  t/no-i  +  w«-f2  +  . . .  divergirt  dann  etwas  stär- 
n 

ker  als  die  Reihe 1 ; —  H : f-  etc.     Ist  aber  a  =  0,  so  kann  eine 

n       n+1       n+2 

derartige  Interpolation  von  b  nicht  stattfinden ,  und  es  lässt  sich  nur  sagen, 

dass  die  Summe  der  Reihe  Un  +  u^^\+  etc.  weniger  beträgt  als 

n  "*";H^  "*"«+!  "*"•'•' 
worin  or^,  «i,  a^  etc.  gewisse  unendlich  abnehmende,  sonst  aber  nicht  näher 
bekannte  Zahlen  bedeuten.     Daraus  lässt  sich  aber  kein  Schluss  ziehen 
hinsichtlich  der  Convergenz  oder  Divergenz  der  ursprünglichen  Reihe. 

SCHLÖMILOH. 
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A/v^^^<^^^^A,^y^^^i^.A/v^^•li/■-^>^^•^^-^<'-»^ 


ZXIT.    lieber  tetraedral-symmetriiohe  Fl&ehen. 

Im  Hefte  vom  8.  Januar  1866  der  Compies  rendus  der  Pariser  Akademie 
{Bd.  LXII,  p.  78)  hat  Herr  delaOonrnerie  in  seiner  Abhandlung  ^^sur 
les  surfaces  reglees  ietraedrales  symetriques'*  einige  Eigenschafton  derjenigen 
Curven  angegeben,  deren  Gleichung  in  trilinearen  Coordinaten  unter  die  Form : 

J€^  +  Bß""  +  Cy"»  =  0 
fftllt,  wenn  a,  /?,  y  die  Coordinaten  eines  Punktes,  Ay  B^  C  Constanten  und 
der  Exponent  m  eine  beliebige  rationale  Zahl  bedeuten  und  nennt  dann  solche 
Curven  triangulär -symmetrische  Curven  (Courbes  iriangulairs  Sf/metriques). 
Die  a.  a.  0.  gegebenen  Eigenschaften  dieser  Curven  lassen  sich  mit  Leich- 
tigkeit auf  diejenige  Classe  vonj'lächen  übertragen,  deren  Gleichung  in 
tetraedrischen  Coordinaten  die  Form  hat: 

1)  Aa^  +  Bß'^  +  €f  +  2)J«  =  0, 

in  welcher  a,  ß,  y^  8  die  Coordinaten,  A,  B^  C,  D  Constanten  und  der  Expo- 
nent m  eine  beliebige  rationale  Zahl  bedeuten.  Solche  Flächen  heissen 
dann  tetraedral  •  symmetrische  Flächen«  Es  möge  nun  die  folgende  Eigen* 
Schaft  dieser  Flächen  hier  Baum  finden.     Es  sind : 

2)  a  =  0,     /?  =  0,     y  =  0,     d  =  0 

die  Gleichungen  der  vier  Tetraederflächen;  die  Gleichungen  solcher  sechs 
Ebenen,  welche  durch  die  Kanten  des  Tetraeders  gehen  und  sich  in  einem 
und  demselben  willkürlichen  Punkte  schneiden,  sind  dann  die  folgenden: 
%a  — 1/?  =  0,     Iß  —  i*y  =  0,     |»y  — va  =  0, 

3)  xa  — fty  =  0,     A/J  — vJ  =  0, 

wenn  x,  A,  f«,  v  Constanten  bedeuten,  nnd  die  derjenigen  Ebenen,  welche 
ebenfalls  durch  die  Kanten  des  Tetraeders  geben  und  mit  den  die  Innern 
Kantenwinkel  halbirenden  Ebenen  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  die- 
selben Winkel  bilden,  wio'die  Ebenen  3),  sind  die  folgenden: 

«        A  ß        y  y        i_ 

%        ß         '      iL        f»         '      /*        ^         * 

i-i-''    4-7=«' 

aus  welchen  ersichtlich,  dass  sich  auch  diese  in  einem  Punkte  schneiden. 

Nimmt  man  nun  an ,  dass  der  erst  gewählte  Punkt  auf  der  Fläche  l) 
sich  bewege,  so  wird  sich  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  4)  in  einer  Fläche 
bewegen,  deren  Gleichung  man  erhält,  indem  man  zuerst  aus  den  Gleichun- 
gen 1)  und  8)  die  Grössen  er,  /},  y^  8  eliminirt,  was 

1h.«  +  £  +  £=. 

X  k  fl  V 

giebt  und  dann  aus  dieser  und  den  Gleichungen  4)  die  Constanten  x,  X,  f»,  v, 
wodurch  sich  Poorrlr^ 
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ergiebt.     Man  erhält  hieraus  folgenden  bemerkenswerthen  Sats: 

„Bewegt  sich  ein  Punkt,  den  man  sich  als  Schnittpunkt  der 
durch  die  sechs  Kanten  eines  Tetraedera  gehenden  Ebenen  denkt, 
auf  der  zu  diesem  Tetraeder  gehörigen  tetraedral  -  symmetrischen 
FlAche  vom  Exponenten  m ,  so  wird  sich  der  gemeinsame  Schnitt- 
punkt derjenigen  sechs  Ebenen,  die  ebenfalls  durch  die  sechs  Kan» 
ton  des  Tetraeders  gehen  und  in  Bezug  auf  die  die  innern  Kanten- 
winkel des  TeCraeders  halbirenden  Ebenen  zu  den  frühern  symme- 
trisch liegen ,  auf  einer  demselben  Tetraeder  entsprechenden  te- 
traedral •  symmetrischen  Fläche  vom  Exponenten  — m  bewegen/^ 
Es  ergiebt  sich  nun  hieraus,  wenn  der  erste  Punkt  auf  der  Ebene 

6)  Aa  +  Bß  +  Cy  +  Bd  —  O 

sich  bewegt,  dass  der  zweite  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  liegt,  deren 
Gleichung 

7)  -+~+-  +  -=0 
a        ß         Y         ^ 

ist,  es  ist  dies  eine  Fläche,  die  durch  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders  hin- 
durchgeht/ Wenn  insbesondere  den  Constanten  noch  die  folgenden  Werthe 
zukommen: 


A  = 


a,6,c. 

«8*8«^J 

«4^<^4 

«l^C| 

<»»''»<•» 

,£=- 

«4*4^4 

,C= 

a,6jC, 

,Z>  =  - 

«i*t<^t 

«4*4"« 

«1  *1  C| 

«i*»«"« 

«i^iH 

indem  man  nämlich  hat: 


8) 


/3  =  a,a? -f  6tSr  +  <^t «  — Pt 
Yt=^a^x  +  b^y+  c^z—p^' 
^  =  a^  j?  +  b^y  +  <?4«  —  P| 
so  gehört  die  Gleichung  0)  der  unendlich  entfernten  Ebene  an,  und  es  sind 
alle  Ebenen,  die  einen  und  denselben  Punkt  der  unendlich  entfernten  Ebene 
gemein  haben,  zu  einer  Geraden  parallel;  während  die  Gleichung  7)  dann 
derjenigen  Fläche  dritter  Ordnung  angehört,   für  deren  Punkte   die  Fuss- 
punkte  der  von  diesen  auf  die  Tetraederflächen  gefüllten  Perpendikel  in 
einer  Ebene  liegen.     Es  ergiebt  sich  somit  folgender  Satz: 

„  Legt  man  durch  die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  Ebenen 
parallel  zu  einer  beliebigen  Geraden ,  und  legt  dann  durch  die 
Kanten  des  Tetraeders  wieder  Ebenen,  die  nach  entgegengesetzten 
.  Seiten  hin  mit  den  die  innern  Kantenwinkel  des  Tetraeders  hal- 
birenden Ebenen  dieselben  Winkel  bilden,  als  die  erstgenannten, 
so  schneiden  sich  die  letzteren  sechs  Ebenen  allemal  in  einem 
Punkte,  der  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  l*®g*-^oOQlc 
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ö) 


10) 


11) 


Der  eben  gegebene  Satz  Usst  sicli  auch  noch  direct  ableiten.  'Es  mö- 
gen nun  die  Gleiclinngen  der  Ebenen,  die  durch  die  Kanten  des  Tetraeders 
geben  sollen,  die  folgenden  sein: 

a  +  xj3  =  0,     ir  +  Äy  =  0,     a-|-|*d  =  0, 
y+vd  =  0,      ß  +  gS^O,      ß  +  CY=0, 
die  Gleichungen  der  Ebenen,  die  ebenfalls  durch  die  Kanten  des  Tetraeders 
gehen  und  in  Bezug  auf  die  die  innern  Kantenwinkel  des  Tetraeders  halbi- 
renden  Ebenen  zu  den  Ebenen  9)  sjmroetrisch  liegen,  sind  dann : 
Ka  +  ß  =  0,     Xa  +  y  =  0,     ^a  +  Ä  =  0, 
vy  +  «  =  0,     Qß  +  8=0,     aß  +  y  =  0. 
Die  Constanten  x,  X,  ft,  v,  q^  a  ergeben   sich  aus  der  Bedingung,  dass  die 
Ebenen  9)  zu  irgend  einer  Geraden,  deren  Gleichungen  , 

«  =  m  2  +  m' 
y  z:^  m  +  n 
sind,  parallel  laufen,  man  erhält 

__^«jm  +  Ä,n  +  c,  a,m  +  6,n  +  c,       _     a^m  +  hin  +  r^ 

_     €if^m+b^n  +  c^       __     Oftn  +  b^n  +c^ <i,m  +  ft,w  +  Ct 

~     a^m+b^n  +  c^'  ^^     a^m+b^n+c^'     ""     a^m  +  b^n  +  c^' 
setzt  man  dann  die  Werthe  von  x,  iL  etc.  in  die  Gleichungen  10)  ein,  so  gehen 
diese  über  in: 

(a^ß —  a^a)m  +  (b^ß  — ft,  a)«  +  c^ß — c,  a=  0 
(flgy  — aia)»i  + (63^  —  6,  a)/i+C3y  —  c,a=0 
(a^ö  —  a^a)m  +  (b^ö  —  bia)n  + c^ö  —  Cjas=0 

(a^ö  —  a^y^m  +  (b^d  —  b^Y)n  +  c^d—c^Y=  ^' 
(a^6—a^ß)m  +  (b^9—biß)n  +  c^5—Ctß=0 
Ky— ö«i5)j»+(63y  — 6,/3)«  +  c,y  — c,/J  =  0 
Die  sechs  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte,   da  aus 
tlen  drei  ersten  der  Gleichungen  12)  sich  die  übrigen  drei  ableiten  lassen. 
Eliminirt  man  ferner  die  Constanten  m,  n  aus  je  drei  solchen  Gleichungen, 
von  welchen  keine  die  Folge  der  zwei  übrigen  ist,  wie  z*  B.  aas  d^n  ersten 
drei  Gleichungen  des  Systems  12),  so  erhält  man: 
a^ß  —  ffi  a     b^ß — 6j  tt     c^ß — CfO 

a^i  —  Oiu     b^ö  —  b^a     c^i  —  c,  a 

Durch  Uinformung  der  links  stehenden  Determinante  ergiebt  sich  nach  und 

nach : 

1     ajft  —  aj«     b^a — b^a     c^a  —  c^a 

1     Otß  —  aia     btß—b^a     c,/J— Cj«    _^ 

1     Ö3y  — a,a     b^y—bttc     c^y—c^a  ' 

1     a,8-^a,a     b,d-b,a     c,ö-^c,a    ,ig,,,,,yGoOgle 
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13) 


1 

«,« 

bytt 

«1« 

1 

Otß 

btß 

Cß 

1 

<hY 

*»r 

Hy 

1 

a^d 

b^ä 

c,li 

=  0, 


es  ist  dies  nun  genau  die  Gleichung  der  letztere Jihnten  Fläche  dritter  Ord- 
nung und  somit  der  vorhin  angegebene  Satz  bewiesen. 

Pesth,  den  5.  Mai  1866.  Dr.  E.  v.  Hunyady. 


XXV.    Veber  msL  Product  zweier  Determinanten. 

Sind  in  den  zwei  Tetraedern  a,  a,  a^  a^  und  a,  «,  ofj  a^  die  orthogona- 
len Coordinaten  der  Tetraedereckpunkte  ai  und  a,*,  respective  or,-,  ^,-,  z,-  und 
lif  Vij  &i  ^  und  z/  die  Determinanten,  von  welchen  die  sechsfachen  Volu- 
mina der  beiden  Tetraeder  abhängen,  U  und  t,-  die  doppelten  Flächeninhalte 
der  den  Punkten  a,-  und  ai  gegenüberliegenden  Sfeitenflächen  des  Tetraeders 
nnd  pi^k  das  vom  Punkte  a,-  des  erstem  Tetraeders  auf  die  dem  Punkte  ak 
gegenüberliegende  Seitenfläche  des  letztern  Tetraeders  gefällte  Perpendikel, 
sowie  fCi^k  das  vom  Punkte  a,-  auf  die  dem  Punkte  a/c  gegenüberliegende 
Seitenfläche  des  Tetraeders  gefällte  Perpendikel,  so  ist  bekanntlich: 


D  = 


^i  yt  H 

*.  Uz  z% 

^4  ^4  U 


J  — 


1    ll   1?l   & 

1  h  Vn  ti 

1    «4  ^4  £4 


Bezeichnen  wir  ferner  noch  denjenigen  Werth  der  Determinante/),  den  wir 
erhalten,  wenn  wir  in  derselben  die  f^°  Zeile  durch  die  k^  Zeile  der  Deter- 
minante J  ersetzen,  mit  Z),-,;t,  und  dem  ähnlich  durch  Ji^k  diejenige  Deter- 
minante, welche  aus  J  entsteht,  wenn  wir  in  der  letztern  die  1^®  Zeile  durch 
die  k^^  der  Determinante  B  ersetzen,  so  ist  zunächst  leicht  ersichtlich,  dass 

P/,jfc=-V~»  und  «/,*= . 

Setzen  wir  dann  ferner  in  das  Product  der  beiden  Determinanten  vierten 
Grades  $  deren  eine  die  sechszehn  möglichen  p,-,it}  ^^^  andere  hingegen  die 
sechszehn  möglichen  m^k  als  Elemente  enthält,  die  soeben  gefundenen 
Werthe  von  pi^u  und  nt^kt  so  ergiebt  sich: 


Pit  P\ 

t  P\%  Pia 

«fl    ^ 

1   t 

^18   ^14 

Pti  P%%  P%zP%A 

7r,i    JTjj   Ä,,   Wj^ 

PBi  PutPsnPsA 

Wji   ntf  «83  ^«4 

P41  P4i  P49  Pll 

^41  ^4«  ^43  ^44 

i>M  D,^D,,D^^ 

-^11  -^it  As 

1 

Al  ^32  ^33  -^34 

-^tl  At  ^3 

iifffiUh 

'^%HU 

Al   Al  -^33 

^41  ^42 

^ 

S^4« 

^Ai  ^A% 

As 

'14 


■'s« 


Digfc'edb'yCoOgle 


360 


Kleinere  Mittheilaügeii. 


führen  wir  nun  die  Mnltiplicatioii  an  den  beiden  rechtsstehenden  Determi- 
nanten aus,  so  erhalten  wir  ihr  Product  etwa  in  der  Form: 

Cji    Cj,   Ci,   Ct 


<-tt  c, 


'14 


•-Sl    "-st   '-SS  *^84 
^41    ^41  ^48  ^44 

indem  wir 

Ai  ^ik  +  l>it  ^tk  +  I>iz  ^%k  +  A'4  ^4*  =  Cik 

setzen.  Nnn  ergiebt  sich  aber  wegen  der  eigenthtimlicheu  Beschaffenheit 
der  Determinanten  Dt^k  nnd  /li,k  ans  einem  bekannten  Determinantensatze 
(B  altzer,  Determ.  2.  Aufl.  S.  3,11),  dass  c^^jt  gleich  DJ  oder  0  ist,  je  nach- 
dem f =Ar  oder  nicht,  weshalb  die  obige  Gleichung  in  die  folgende  übergeht: 


Pll  P\%  P\t  Pl4 
Pt\  Ptt  Pt%  Ps4 
Psi  Ptt  PSB  PsA 

Pll  Pa2  Pa9  Paa 
Pesth,  den  5.  Mai  1860. 


«11 

«It 

«1. 

«14 

«11 

«tt 

«t. 

«14 

».1 

jr„ 

«u 

»84 

»41 

«41 

«48 

«44 

2>*^* 


'l't'8'4^l*f*8*4 

Dr.  £•  y.  Huntadt. 


XXYL  Heber  die  Seibnngsarbeit  oylindrisöher,  oonisöher.nnd  kugel- 
förmiger Tragsapfen.    Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.    (Hlersa  Taf.III,Fig.d.) 

I.  Bei  jedem  Zapfen  ist  die  Summe  der  in  die  Bichtung  des  Zapfen- 
druclcs  Q  fallenden  Componenten  dNsina^  welche  sich  aus  dem  auf  das  Rei- 
bungsflächenelement cfF  kommenden  Normaldruck  di^^pd^  ergeben,  dem 
Zapfenduck  Q  selbst  gleich,  oder  es  ist  bei  dem  Normaldruck  p  auf  die 
Flächeneinheit  in  dF 

1)  0^fpdFsina:=fpd^, 

wenn  dF  unter  dem  Winkel  a  gegen  Q  geneigt  ist,  also  d%  =  dFsina  die 
Projection  von  dF  auf  eine  zum  Zapfendruck  normale  Ebene  bedeutet.  Bei 
der  Winkelgeschwindigkeit  w  und  dem  Reibungscoefficient  g)  ergeben  sich 
ferner,  wenn  dF  um  q  von  der  Drehaxe  des  Zapfens  absteht,  für  das  Rei- 
bungsmoment M  und  die  secundlicbe  Reibungsarbeit  des  ganzen  Zapfens  die 
Gleichungen : 

IM=z(pJ*pQdF 
L  ^=^tpn>J pQdF^=swM. 

Vertheilt  sich  nun  bei  neuen  Zapfen  der  Zapfendruck  gleichmftssig  auf 
die  zu  ihm  normale  Projection  %  der  Reibungsfläche  F^  so  findet  sich  aus 
I)  und  KVLBdQiQz=:zd%:%  sofort,  dass  der  Flächendrnck  p  überall  gleich 
gross  ist,  also 


2) 


8) 


p  =  7^  =  Conttanle. 
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Setzt  man  dagegen  bei  eingelaufenen  Zapfen  die  Abnutzung  a  in 
Richtung  des  Zapfeudrucks  als  überall  gleich  voraus,  so  erhält  man,  wenn 
die  auf  dF  kommende  normale  Abnutzung  asina  dem  Normaldrücke  dN  und 
dem  Wege  oder  der  Geschwindigkeit  von  c//*  proportional  ist, 

PQ       na 
stna       tv 
Wenn  endlich  die  Summe  der  ans  den  Normalpressnngen  dN  der  Keibungs- 
flächenelemente   dF  sich  ergebenden   Componenten  dK  in  Richtung   der 
Zapfenaxe  nicht  =sOist,   so   strebt  der  Zapfen  mit  einer   dieser  Summe 
gleichen  Kraft 

5)  IC  =  fdNco8ß 

aus  seinem  Lager  herauszugleiten;  dabei  ist  j3  der  Winkel  zwischen 
der  Zapfenaxe  und  dN,  K  aber  wurde  in  Richtung  der  +z  genommen. 

yergl.  Reye,  im  Civilingenieur  1860,  S.  235  ff.,  und  Grashof,   in  der 
Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  1861,  S.  200  ff. 

IL     Ein  liegender  oder  Trag  zapfen  sei  nun  ein  Umdrehungskör- 
per, welcher  durch    eine   volle  Umdrehung  der  zwischen  den  Zapfenhalb- 

«I 
messern  Tj  und  r^  liegenden  Meridianfläche  7=  jQ^^   erzeugt  ist;    dabei 

fällt  die  als  ZAxo  gewählte  Umdrehungsaxe  mit  der  Zapfenaxe  zusam- 
men, während  auf  ihr  die  zum  Zapfendrnck  Q  parallele  J^-Axe  und  auf  der 
yZ- Ebene  die  iT-Axe  senkrecht  stehen  möge;  die  Gleichung  derMeridian- 
curve  sei:  /"(z,  ^)  =0  und  dabei  bedeutet  q  =  j/a^  +  y^  den  zur  Abscisse-s 
gehörigen  Umdrehungshalbmesser.  Der  nach  dem  zu  den  Coordinaten  x 
und  y  gehörigen  (Parallelkreis-)  Bogenelemente  ds==^j/dx*  +  dy*  gezogene 
Halbmesser  q  schliesse  mit  der  F-Axe  (oder  ds  mit  dx)  den  Winkel  d  ein,  so 

dx 
dass  also  x=sq  sind^  und  ds  =  Qd&  = -.    Endlich  sei  das  Bogenelement 

da  des  Meridians  unter  dem  Winkel  Ö  gegen  die  positive  Seite  der  Z- Axe 
oder  gegen  dz  geneigt,  also  auch  dz  =  dacosö  und  dQ  =  dasinö  =  dzland. 

Man  erhält  dann: 

dx  dz 

dF  =dads=zQdedc=z  — -, 

^  cos  &  cos  0 

dg  ==  dFsina  =  dxdz, 

^  sin  a  =  cos  O  cos  Ä, 

und  hieraus: 

iO  —  fpdxdz=fpd%, 

6)  U==^^^fp9äF=^q>wffpg^dada-^-^^fv^^^ 

\  K=: J'pdFsiniz=  CfpQd^dQ.  ^  , 

Z.i.,scl,nn  f.  Malhcualik  «.  Phy.ik.  XI.  4.  Digitized^^lLaOOgle 
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Ans  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  mit  Bücksicht  auf  die  in  3)  nnd  4) 
enthaltenen  Werthe  von  p  weiter: 

bei  neuen  Zapfen,  d.  h.  für p  == —, 

Li=9n^pffQ'äeda  =  g>wpfßda^^, 
^t=pff9d&dQ', 

und  bei  eingelaufenen  Zapfen,  d.h.  für  -t-^  = ~? — -  =  C. 

^  stnct      cos  ^  cos  d 

\Q^=Cj  -^ =C/  /  cos&cos8=CJ  jcos'^cosödedz, 

®)      j  I^z=:  q>wC%=^g>wCfdFsina=:(pwCrfQCos^d^dz^ 

\  Kt^=cC C$inüd%'dq^cCJcos^cosid^dq=^cCJcos^sinidd'dz. 

III.     Diese  Gleichungen  7)  und  8)  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn 
die  Integrationsgrenzen  ^^  und -d-i   nicht  von  z  abhängig  sind,  wenn' 
also  der  Zapfen  auf  seiner  ganzen  Länge  um  denselben  Centriwinkel  in  das 
Lager  eintaucht,  und   noch   mehr,   wenn  zugleich  überall   ^o  =  —  ^|  ist 
Dann  wird  nämlich : 

C= — -x-^ ,  wenn  A=^      Cco^^d^=i^^  +  lsin2^^\ 

AJcosSdz  _g.^ 

Zj  n 

®)    \  Lt=ipwC%=2q>wCsin&^  Jqdz^=2q>fvCJsin^^  und 


20 

ri 


K^=2Csin^^    CcosödQ. 
Es  ist  also  auch  stets 

10)  %  =  2Jsind^i  =:i2sm^i  Jqdz, 

IV.  Am  leichtesten  lässt  sich  die  Bedingung  ^^  =  ^  ^^  s=  Constanie 
bei  einem  cylindrischen  Tragzapfen  von  der  Länge  z^  —  ^0=1  er- 
füllen; denn  da  hier  q  =  R  constant  ist,  so  braucht  man  nur  ^i=ra  oder 
y\  =  b  constant  zu  machen,  also  den  Zapfen  überRll  gleich  tief  in  sein  Lager 
eintauchen  zu  lassen,  und  findet  dann,  da  d  =  0  ist, 

(7=1^,  /=/}/,   cy=^, 
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11) 


X,        2Jt>i*d, 


V.     Bei  einem  coni sehen  Trag  zapfen  ist  £  constant,   Q  =  ztan5^ 
also  die  Länge  /j  =  (r^  -  r^,)  co/  d  und  deshalb  bei  ^i  = —  -^o  =  Consi, 

12)    <  ^,^g^;  (-■-'•.), 

^•=I7^^"'^(^«+'^^      ^°^  ^•- IT, ' 

Damit  aber  ^,   constant  werde ,  muss  cos  ^^  =  —  =  -— — -  und  sin  ^j  =  — 

^        ^        ztewd  *      ^ 

±=s constant  werden,  also  ft  =  --^z  und  a.=  --'2,  d.h.  die  Linie,  in  der 

z  tan  0  /i  *i 

die  Grenzkante  des  Lagers  sich  zu  beiden  Seiten  auf  dem  Zapfen  hinzjeht, 

muss  eine  nach  der  Spitze  des  Körpers  laufende  Gerade  sein, 

die  von  dem  Punkte  (a^ ,  b^)  des  Grundflächenumfanges  ausgeht. 

VL     Ist  endlich  der  Trag  zapfen  kugelförmig,   so  schliesst  der 

nach  da  gezogene  Halbmesser  JR  der  einen  grössten  Kugelkreis  bildenden 

Meridianfläche  mit  dem  verticalen  Halbmesser  JR  dieses  Kreises  oder  mit  q 

denselben  Winkel  5  ein,  unter  welchem  da  gegen  +z  geneigt  ist.    Daher  ist, 

wenn  der  Kugelmittelpunkt  als  Coordinatenaufang  gewählt  wird,  do='~Rdd, 

folglich  z=  —  Rsind  und  q^=jRcos8,     Für  ^^=:  —  ^^=Con8L  ergiebt  sich 

demnach  hier : 

D     r'    Jt^  C\        1      1     A*^^       n       OR       20R$ina, 

{'^-^^       undir.  =  i^.(r/-r,«), 
13V  ^  ^ 

J  ,       2(pwQEsin&t       ,  ,,         0  ,    •      ,x    .   «^         ö  /   .      •%   •    «. 


Soll  aber  d|.  constant  sein,  so  muss  wieder  cos^^^  =—-  =  — — i  =  -üi  ^^"'^ 

24*  Google 
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sin^^i  =  —^  =  — — j  =  ^  sein,  wobei  ai*+^,':=:Ä*;  also  ist  dann  — ,+  Ft  ~  ^ 

fe«        2* 
und  r-,  +  -^=  I1  d.  h.  die  Linie,  in  welcher  sich  das  Lager  zu  beiden  Sei- 

ten  auf  dem  Zapfen  abgrenzen  niuss,  ist  der  Durchschnitt  zweier 
elliptischer  Cjlinder  und  läuft  stets  durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen 
die  Zapfenaxe  die  Kugelfläche  schneidet,  denn  für  z=  +  R  wird  a=0  =  6.*) 
Die  Grenzlagen  dieser  Schnittlinie  findet  man,  wenn  man  einmal  a=0=a,, 
bx=^R  und  einmal  6  =  0  =  61,  a^^R  setzt;  im  erstem  Falle  ist  der  Schnitt 
der  verticale,  im  andern  der  horizontale  grösste  Kreis  der  Kugel.  Jeder 
Zweig  des  Durchschnitts  liegt  übrigens  in  einer  durch  die  Z-Axe  gehenden 
Ebene,  und  der  Zapfen  ruht  mit  einem  Kugelzweieck  im  Lager. 

VIL  Ein  Blick  auf  die  in  IV  bis  VI  gewonnenen  Formeln  zeigt,  dass 
für -^i  =  —  &Q=ConsL  bei  kugelförmigen  Tragzapfen  ebensowohl 
wie  bei  cylindrischen  die  Reibungsarbeit  von  der  Länge /des 
Zapfens  nicht  abhängig  ist,  ferner  dass  bei  gleichen  Cylinder- und 
Kugelhalbmessern  R  sogar  die  Reibungttleistung  bei  den  kugel- 
förmigen Zapfen  genau  dieselbe  Grösse  hat,  wie  bei  dency- 

11  ndri sehen,  weshalb  auch  bei  beiden  das  Verhältniss  y-  denselben  auch 

von  /  unabhänigen  Werth  annimmt.  Es  gelten  demnach  auch  die  beiden 
von  Herrn  Eeye    (Civilingenienr,  1860,  S.  247)  für  den   eine   ganze  Kugel 

bildenden  (also  nur  ideellen)  Zapfen  und  für  ^,  =  —  angegebenen  Werthe 

von  £,  und  I,  und  mithin  auch  das  Verhältniss  y^  ganz  allgemein  für  jede 

Kugelzone,  deren  Endflächen  r^^n  nndr^^n  auf  der  Zapfenaxe  normal 
stehen. 

Für  das  Verhältniss  --^  hat   sich   beim  conischen   und  kugelförmigen 

Zapfen  der  nämliche  Werth  ergeben. 

Soll  der  kugelförmige  Zapfen  kein  Bestreben  haben,  aus  dem  Lager 
heranszngleiten,  so  braucht  mannur2Q=  —  2,  zu  machen,  wie  z.  B.  an 
Kurbelzapfen.  Auch  bei  conischen  Zapfen  lässt  sich  dasselbe  erreichen, 
wenn  man  nur  dem  Zapfen  die  Form  eines  Doppelkegels  giebt  und  die  bei- 
den Endhalbmesser  gleich  gross  nimmt.  Ein  solcher  Zapfen  wird  auch, 
wenn  älmliche  verschiebende  Kräfte  von  aussen  auf  den  Zapfen  wirken, 
minder  leicht,  als  ein  cyl  indrisch  er,  eine  Verschiebung  des  Zapfens  zulassen, 
also  der  Lagerung  der  Welle  überhaupt  mehr  Sicherheit  gewähren. 


•)  Umgekehrt  schneiden  sich  die  beiden  elliptischen  Cylinder  flächen  — jH — 1=  1 
und  —  H — j  =  I   in  einer  auf  einer  Kugelfläche  vom  Halbmesser  z\  liegenden  krummen 

Linie,  sobald  a:i*-f^,»=2,»  ist;  denn  es  ist  ja  a'H-y*-Hz*  =  .T,'+yi*-f  J4l--^^— 4^). 
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VIII.  Bei  gleicher  Beibungsfläche  stehen  sich  bezüglich  der 
Reibiingsleistnng ,  also  auch  bezüglich  der  Abnutzung  nnd  Erwärmung,  der 
kugelförmige  nnd  cylindrische  Zapfen  ganz  gleich,  sofern  nur  dj  nnd  die 
Länge  /  bei  beiden  Zapfen  gleich  gross  sind  und  die  Kugel  und  der  Cylin- 
der  denselben  Halbmesser  R  haben.  Herr  Be  je  musste  die  cylindrischen 
Zapfen  günstiger  finden,  da  er  deren  Länge  l  =  ^JR  nahm  und  deshalb  für 
den  Kugelzapfen,  bei  dem  l^2R  ist,  einen  grösseren  Halbmesser  nehmen 
musste,  um  gleiche  Reibungsflächen  zu  erhalten. 

Wählt  man  ferner  bei  einem  conischen  Zapfen  r|  +  Tq  =  2JR  cosd^  so 
wird  bei  gleicher  Länge  /^=/  seine  Reibnngsfläche  der  des  kugelförmigen 
oder  cylindrischen  Zapfens  gleich ,  und  man  erhält  nach  dem  Einlaufen  für 
ersteren  dieselbe  Reibungsleistung,  wie  bei  letzterem;  so  lange  die  Zapfen 
dagegen  noch  neu  sind,  verhält  sich  die  Reibungsleistung  des  letzteren  zu 

der  des  ersteren  =  7- — 1— — r- :  für  r^  =  0   aber   erhält  man  hier- 

{2r^Rcos6  +  r^*)^  • 

•  g 

aus  das  Verhältniss  — . 
4 

.  Setzt  man  dagegen  allgemeiner,  um  wieder  gleiche  Reibungsflächen  zu 

,    ,  /,       2Rcos8  .    .  .  ,     ,.     T^  .,  ,  .  ,    . 

bekommen,  —  = — — — ,    so   verhalten    sich   die  Rcibungsleistungen    bei 

neuen  Zapfen    =  7—- — ; -— — j— r ,    bei  eingelaufenen  Zapfen    =  -  . 

'^  (2Rrilcosö  +  r^*li)  ®  '^  l 

Bei  r^  =r  0,  Tj  =  Ä  und  Ä  ==  —  ergiebt  sich  wieder  1^=1  und   deshalb  die 

3 


schon  erwähnten  Leistnngswerthe. 


XXVn.    Physikalische  Notizen. 

1)  Bei  dem  kleinen  Apparat  von  Melde  wird  durch  eine  Stimmgabel 
ein  Faden  in  Schwingungen  versetzt  und  schwingt  als  ganzer,  in  zwei  Hälf- 
ten, drei  Dritteln  u.  s.  w.,  wenn  man  die  Spannung  des  Fadens  passend  ab- 
ändert Diese  Abänderung  geschieht  durch  Drehen  eines  Stimmstockes, 
wie  beim  Stimmen  der  Saiten  der  Streichinstrumente;  sie  hat  den  Uebel* 
stand,  dass  man  probiren  muss  und  kein  bestimmtes  Maass  für  die  Spannung 
hat.  Beides  wird  durch  einen  kleinen  Zusatz  zu  dem  Apparat  vermieden 
und  dazu  noch  der  Vortheil  erreicht,  das  Gesetz  nachweisen  zu  können,  dass 
die  Schwingungszahl  der  Quadratwurzel  der  Spannung  proportional  ist.  Ich 
lasse  nämlich  den  Faden  Über  eine  Rolle  gehen  und  bestimme  für  eine  gege- 
bene Länge  desselben  dasjenige  Gewicht,  durch  welches  der  Faden  so  ge- 
spannt wird,  dass  er  als  ganzer  schwingt.  Stellt  man  sich  nun  eine  Reihe  von 
Gewichten  her,  das  grösste  gleich  dem  gefundenen,  das  folgende  gleich 
dem  vierten  Thcil  desselben,  dann  eines  gleich  dem  nei^nten  ?^l@Hb)^|)^' 
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so  erhält  man  durch  Anhängen  dieser  Gewichte  sogleich  die  verschiedenen 
Schwingungszastände.  Die  Erklärung  ist  einfach:  die  Schwingongszahl 
muss  immer  dieselbe  sein,  nämlich  die  der  Stimmgabel;  wird  die  Spannung 
im  Verhältniss  (1 :  n')  vermindert,  so  würde  sich  die  Sohwingungszahl  im 
Verhältniss  (i  :  n)  vermindern,  wenn  alles  andere  gleich  bliebe;  theilt  sich 
aber  der  Faden  in  »Abtheilungen,  so  wird  die  Schwingungszahl  wieder  im 
gleichen  Verhältniss  vermehrt,  bleibt  also,  wenn  diese  beiden  Aendernngen 
eintreten,  ungeändert. 

2)  Zur  Erläuterung  des  Grundgesetzes  der  Wellenlehre,  dass  die  Be- 
wegung eines  Molecüls  in  einer  geradlinigen  Moleciilreihe  mit  gleichförmi- 
ger Geschwindigkeit  längs  der  Reihe  sich  fortpflanzt,  bedient  man  sich  ge- 
wöhnlich eines  ausgespannten  Seils,  welchem  man  einen  seitlichen  Stoss 
ertheilt,  oder,  wie  Nörrenberg  gethan  hat,  einer  dünnen  Schrauhenfeder 
von  Messing,  wie  sie  zu  elastischen  Hosenträgern,  Bandagen  u.  s.  w.  ver-' 
wendet  wird.  Das  Unbequeme  dabei  ist,  dass  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Erschütterung  eine  sehr  grosse  ist,  also'  nicht  leicht 
mit  dem  Auge  sich  verfolgen  lässt.  Dem  lässt  sich  abhelfen,  wenn  man  die 
Spannung  vermindert  oder  das  speciflsche  Gewicht  vermehrt.  Nach  eini- 
gen  vergeblichen  Versuchen  kam  ich  auf  folgende  einfache  Zusammenstel- 
lung, mit  der  sich  ausser  dem  erwähnten  Experiment  noch  eine  Beihe  ande- 
rer ausführen  lässt  und  die  zudem  den  Vortheil  hat,  dasa  Längen-  und 
Querschwingungen  gezeigt  werden  können.  Ich  construirte  mir  eine  förm- 
liche „Molecülreihe",  jedes  Molecül  vorgestellt  durch  ein  Bleigewicht  von 
^einem  halbenPfund,  je  zwei  Molecüle  verbunden  durch  eine  der  ohen  genannten 
Messingfedern,  deren  Spannung  die  Cohäsion  der  Molecüle  darstellt.  Um 
diese  Molecülreihe  zu  Versuchen  tauglich  zu  machen,  wurden  die  Molecüle 
durch  gleich  lange  Drähte  an  einer  horizontal  durch  das  Zimmer  gezogeneu 
eisernen  Stange  aufgehängt  im  Abstand  von  zwei  zu  zwei  Fuss  etwa,  und 
die  letzten  Molecüle  durch  Messingfedern  mit  festen  Punkten  der  Wände 
verbunden,  so  dass  schliesslich  die  Drähte,  an  denen  die  Molecüle  hängen, 
vertical  sich  stellen  und  die  Messingfeder  zwischen  je  zwei  Molecülen  un* 
gefähr  auf  das  anderthalbfache  ihrer  ursprünglichen  Länge  (beiläufig  }  Fuss) 
ausgedehnt  ist.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Verschiebung  eines 
Molecüls  beträgt -bei  dieser  Zusammenstellung  etwa  4  Fuss,  lässt  sich  also 
gut  mit  dem  Auge  verfolgen ,  sie  liesse  sich  aber  natürlich  durch  Ver- 
grösserung  der  Gewichte  noch  vermindern. 

Versuche,  die  sich  mit  dieser  „Molecülreihe**  anstellen  lassen,  sind: 
das  Fortschreiten  und  Zurückgeworfenwerden  einer  Quer-  oder  Längen- 
verschiebuug  eines  Molecüls,  stehende  Querschwingungen  der  ganzen  Reihe 
oder  zweier  Hälften  u.  s.  w.,  stehende  Längenschwingungen  mit  Schwin- 
gungsbauch  oder  Schwingungsknoten  in  der  Mitte.  Auch  kann  man  ein 
Ende  oder  beide  frei  lassen  und  damit  den  Schwingungszustand  einer  ge- 
deckten oder  ofl'enen  Pfeife  nachahmen.     Namentlich  die  Nachbildung  der 
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LtingeDschwingungen   scheint   mir    ein  Vorzug  meiner  Zusammenstellnng 
zu  Kein. 

Stattgart,  im  März  1866.  Prof.  Dr.  Zech. 


ZjlyulL    Interferensversnohe  mit  dem  Soleirsohen  Doppelqnarx»  von 

Prof.  Stefan. 

Der  Doppelqaarz  besteht  aus  zwei  neben  einander  liegenden  gleich 
dicken,  senkrecht  zur  Axe  geschnittenen  Quarzplatten ,  welphe  die  Polari- 
sationsebene in  entgegengesetztem  Sinne  drehen.  Klebt  man  eine  solche 
Doppelplatte  auf  ein  Interferenzprisma  so ,  dass  die  Kante  des  letzteren  in 
die  Ebene  fällt,  in  welcher  die  beiden  Quarze  zusammenstossen ,  so  stört 
dieselbe  die  Symmetrie  der  Interferenzerscheinung  nicht,  wenn  man  ge- 
wöhnliches oder  linear  pularisirtes  Licht  anwendet.  Schickt  man  circular 
polarisirtes  Licht  auf  das  Prisma ,  so  verschieben  sich  die  Interferenzstrei- 
fen. Die  Verschiebung  geht  in  die  entgegengesetzte  Über,  sobald  das  Licht 
aus  der  einen  Art  circularer  Polarisation  in  die  andere  Art  übergeführt 
wird. 

Klebt  man  ein  Stanniolblättchen,  in  welches  zwei  parallele  Spalten  von 
etwa  1  Millim.  Breite  in  I  Millim.  Abstand  eingeschnitten  sind ,  so  auf  die 
Doppelplatte,  dass  eine  Spalte  auf  den  links  drehenden  Quarz  kommt,  die 
andere  auf  den  rechts  drehenden,  so  erscheint  die  Interferenzerscheinung 
im  hellen  Mittelfelde  in  ihrer  Symmetrie  ungestört  bei  gewöhnlichem  oder 
linear  polarisirtem  Licht.  £s  tritt  aber  eine  Verschiebung  der  Streifen  ein 
bei  circular  polarisirtem  Licht.  Bei  diesem  Versuch  geschieht  die  Beob- 
achtung durch  ein  Femrohr,  beim  früheren  durch  eine  Loupe.  Die  Anord- 
nung*des  Apparates  ist  folgende : 

Das  Licht  wird  durch  den  Polarisationsapparat  (bestehend  ans  einem 
Nicol-  und  einem  FresneTschen  Parallelepiped  oder  entsprechendem 
Glimmerblättchen)  auf  die  Spalte  eines  Spectralapparates  geschickt,  und 
tritt  aus  dem  Collimator  in  parallelen  Strahlen  auf  das  Interferenzprisma 
oder  die  Doppelspalte. 

Damit  eine  Verschiebung  eintritt,  braucht  das  Licht  nicht  genau  circu- 
lar polarisirt  zu  sein.  Es  genügt  etwas  stärker  elliptisch  polarisirtes* 
Lässt  man  das  Licht  aus  dem  Collimator  zuerst  auf  ein  total  reflectirendes 
Prisma  fallen,  so  sieht  man  die  Verschiebung  deutlich,  wenn  das  aus  dem 
Collimator  kommende  Li^ht  unter  45°  gegen  die  Reflexionsebene  polari- 
sirt ist. 

Daraus,  dass  bei  linear  schwingendem  Licht  die  Doppelplatte  die  Sym- 
metrie der  Interferenzerscheinung  nicht  stört,  dass  ferner  die  Verschiebung 
in  die  entgegengesetzte  übergeht,  wenn  statt  links  circularem  rechts  circula- 
res  Licht  angewendet  wird,  folgt,  dass  der  rechts  und  links  circular  polar!- 
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sirte  Strahl  in  den  beiden  Arten  des  Quarzes  genau  ihre  Rolle  vertauschen, 
dass  in  beiden  Arten  dieselben  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkei- 
ten vorkommen.  Es  muss  der  Gangunterschied,  den  zwei  rechts  circulare 
Strahlen  erhalten,  wenn  der  eine  durch  eine  rechts  drehende,  der  andere 
durch  eine  links  drehende  Platte  von  gleicher  Dicke  geht,  derselbe  sein, 
den  eine  einzige  der  Platten  zwischen  einem  rechts  und  einem  links  circu- 
laren  Strahle  erzeugt.  Die  gemessene  Verschiebung  stimmt  mit  der  aus 
dem  DrehungsvermÖgen  des  Quarzes  gerechneten  überein. 

Wendet  man  rothes  Licht  an,  so  erscheinen  bei  gewöhnlichem  oder 
linear  polari^irtem  Licht  die  Iifterferenzstreifen  nur  wenig  dunkel,  ganz 
schwarz  aber  bei  circular  polarisirtem  Licht.  Die  Ursache  davon  ist  die, 
dass  die  beiden  Quarze  die  Schwingungen  des  rothen  Lichtes  um  nahe  drei 
Beeilte  gegen  einander  drehen,  und  die  nahe  senkrecht  gegen  einander  ste- 
henden Schwingungen  sich  nicht  aufheben  können. 

Mau  kann  mit  dem  Doppelquarz  noch  auf  eine  andere  Art  beweisen, 
dass  senkrecht  gegen  einander  stehende  Schwingungen  sich  nicht  auslöschen 
können,  und  auch ,  dass-  im  gewöhnlichen  Licht  geradlinige  Schwingungen 
vorhanden  sind.  Bedeckt  man  den  einen  Quarz  mit  einem  Glasblättchen, 
lässt  den  andern  frei,  bringt  die  Doppelplatte  so  am  CoUimator  an,  dass 
das  Licht  zu  gleichen  Theilen  aus  den  beiden  Hälften  austritt,  breitet  das 
Licht  in  ein  Spectrum  aus,  so  erseheinen  im  ganzen  Spectri^m  Interferenz- 
Streifen  bei  circular  oder  elliptisch  polarisirtem  Licht,  sie  fehlen  aber  bei 
linear  polarisirtem  oder  gewöhnlichem  Licht  bei  den  Linien  C,  ^,  6,  für 
welche  die  Drehungen  drei,  fünf,  sieben  Rechte  betragen. 

(Wiener  Akad.) 
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XVI. 
Vier  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Oeometrie. 


Von 


Dr.  Otto  Hesse, 

ordentlichem  Prof.  a.  d.  Univers.  Heidelberg. 


Erste  Vorlesung. 

Homographie. 

Ein  System  von  unendlich  vielen  geraden  Linien  (Strahlen) ,  welche 
s^mmtlich  von  einem  nnd  demselben  Punkte  ausgehen,  nennt  man  Strah- 
lenbüschel. Schneidet  man  einen  Strahlenbüschel  JJ  durch  irgend  eine 
gerade  Linie  ^,  so  wird  die  gerade  Linie  in  den  Schnittpunkten  h omo- 
graphisch getheilt.  Jedem  Punkte  der  geraden  Linie  entspricht  ein 
Strahl  des  Büschels,  der  durch  ihn  geht,  und  jedem  Strahle  entspricht 
ein  Punkt  der  geraden  Linie,  welcher  auf  dem  Strahle  liegt. 

Man  kann  aber  auch  von  einer  durch  unendlich  viele  Punkte  ge- 
theilten  geraden  Linie  Ä  ausgehen.  Ziehl;  man  von  den  Theilungspunkten 
Strahlen  nach  einem  festen  Punkte  ausserhalb  der  geraden  Linie,  so  bilden 
diese  einen  Strahlenbüschel  17,  welcher  die  gerade  Linie  homographisch 
theilt. 

Es  ist  bekannt,  dass  ein  Strahlenbüschel  und  ein  Punktesystem  auf 
einer  geraden  Linie  sich  analytisch  ausdrücken  lassen  durch  die  Glei- 
chungen : 

1)     .     .     .     .       Uq  —  Xü^=0,  ^0  —  1^^1=0, 

wenn  man  unter  Z7q  =  0  und  l^j  =  0  die  Gleichungen  irgend  zweier 
Strahlen  des  ersten,  unter  Aq  =  0  und  ^j  =  0  die  Gleichungen  irgend 
zweier  Punkte  des  zweiten  Systems  und  unter  X  und  ^i  zwei  willkührliche 
Grössen  versteht. 

Die  erste  Gleichung  stellt  unter  dieser  Voraussetzung  irgend  einen 
Strahl  A  des  Strahlenbüschels  ü  und  die  zweite  irgend  einen  Punkt  fi 
des  Punktesystemes  auf  der  geraden  Linie  A  dar.  C^ r\r\n\o 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.    XI,  5.  Digitize^  ^OOglC 


370  Vier  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Sollen  aber  die  genannten  beiden  Gleichungen  homographische 
Elemente  ausdrücken,  das  heisst,  soll  der  durch  die  erste  Gleichung 
dargestellte  Strahl  l  durch  den  durch  die  zweite  Gleichung  ausgedrückten 
Punkt  fi  gehen,  so  muss  der  Werth  von  k  den  Werth  von  (i  bedingen, 
mit  anderen  Worten,  eine  von  diesen  Grössen  muss  eine  Function  der 
anderen  sein,  sie  müssen  durch  eine  Gleichung  g)(ky  (i)  =  0  von  einander 
abhängen. 

Diese  Gleichung  muss  vom  ersten  Grade  sein  in  Rücksicht  auf  fi, 
weil  jeder  Strahl  X  des  Systemes  U  sein  homographisches  Element  (i  des 
Systemes  A  eindeutig  bedingt.  Ebenso  muss  die  Gleichung  vom  ersten 
Grade  sein  in  Kücksicht  auf  A,  weil  auch  jeder  Punkt  fA  auf  der  geraden 
Linie  A  nur  einem  Strahle  l  des  Büschels  U  entspricht.  Aus  der  so  defi- 
nirten  Gleichung  g){i,  fi)  =  0  folgt,  dass  sie  die  Form  haben  muss: 

2) P  —  ^Pi  —  1^9  +  ^(^91  =  0. 

Man  kann  demnach  sagen: 

3)  .  .  .  Ein  Strahlenbüschel  und  seine  homographische  Thei- 
lung  auf  einer  geraden  Linie  lassen  sich  durch  Gleichungen 
von  der  Form  1)  analytisch  darstellen  unter  der  Voraus- 
setzung einer  bestimmten  Bedingungsgleichung  zwischen  X 
und  (i  von  der  Form  2). 

Wir  lassen  noch  einen  zweiten  Beweis  des  Satzes  folgen ,  der  zugleich 
die  Werthe  der  vier  Constanten  p,  q  in  der  Bedingungsgleichung  2)  be- 
stimmen lehrt. 

Soll  der  durch  die  zweite  Gleichung  1)  bestimmte  Punkt  (i  auf  dem 
durch  die  erste  Gleichung  gegebenen  Strahl  l  liegen,  so  müssen  die  aus 
der  zweiten  Gleichung  genommenen  homogenen  Coordinaten  des  Punktes, 
in  die  erste  homogene  Gleichung  gesetzt,  derselben  genügen.  Macht  man 
diese  Substitutionen,  so  erhält  man  die  Bedingungsgleichung: 

4)  .     .     .     .        V  -  A  V  —  (^Uo    +  Xfiü,'  =  0 

wenn  C/q^  und  U^^  die  Ausdrücke  bezeichnen,  in  welche  Uq  und  ?7j  über- 
gehen, wenn  man  in  ihnen  für  die  Variabein  die  Coordinaten  des  Punktes 
Aq=^0  setzt,  und  Z/^'  und  ü^'  die  Ausdrücke,  in  welche  Uq  und  Ui  über- 
gehen, wenn  man  für  die  Variabein  in  ihnen  die  Coordinaten  des  Punktes 
Ai=0  setzt. 

Aus  dem  Vergleich  der  Gleichung  4)  mit  2)  ergeben  sich  die  Werthe 
der  vier  Constanten  in  der  letzteren: 

5)  .     .     .     .     p=V,    Pi=^A     9=K     9i=U,\ 

Die  Gleichungen  ^q  =  0  und  ^^  =  0  stellen  irgend  zwei  Punkte 
auf  der  geraden  Linie  A  dar.  Wählen  wir  dieselben  so,  dass  der  Punkt 
^  =  0  auf  der  geraden  Linie  I7q  =:=  0  liegt,  dass  der  Punkt  A^=0  auf 
der  geraden  Linie  1/^  =  0  liegt  und  richten  zugleich  die  homogenen  Coor- 
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dinaten  dieser  Punkte  so  ein,  dass  V^  +  U^^^=0^  so  yerschwinden  Üq® 
und   V(  und  die  Bedingungsgleichung  4)  geht  über  in  A  —  jit  =:  0. 

Hiernach  können  wir  den  Satz  3)  kürzer  so  ausdrücken: 
6)  .  .  .  Ein  jeder   Strahlbüschel  und  seine   homographische 
Theilung  auf  irgend  einer  geraden  Linie  lassen  sich  analy- 
tisch durch  Gleichungen  ausdrücken  von  der  Form: 

6)     .     .     .     .     V^  —  lüy=0,  Äq  —  XA^  =  0. 

Man  kann  leicht  einsehen,  dass  die  Sätze  3)  und  6)  nach  der  ge- 
gebenen Definition  der  Homographie  sich  nicht  umkehren  lassen,  dass, 
wenn  Gleichungen  von  der  angegebenen  Form  gegeben  sind,  nicht  jeder 
durch  sie  ausgedrückte  Strahl  durch  den  ihm  entsprechenden  Punkt  geht. 
Will  man  jedoch,  dass  auch  die  umgekehrten  Sätze  3)  und  6)  Geltung 
haben,  so  muss  man  den  Begriff  der  Homographie  erweitern. 

Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  ein  Funktesystem  auf  einer  geraden 
Linie  Ä  und  einen  Strahlenbüschel  U  noch  homographisch  nennen, 
wenn  man  die  gerade  Linie  aus  dem  vorhin  beschriebenen  Systeme  heraus- 
nimmt und  ihr,  ohne  die  Fuuktefolge  zu  ändern,  in  der  Ebene  irgend 
welche  Lage  giebt;  oder  wenn  man  dem  sonst  unveränderten  Strahlen- 
büschel eine  beliebige  andere  Lage  zuertheilt.  Wir  nennen  diese  Lage 
homographischer  Systeme  die  schiefe  Lage  zum  Unterschlbde 
von  den  früheren  der  perspectivischen  Lage,  in  der  jeder  Strahl  des 
Büschels  durch  seinen  entsprechenden  Punkt  ging. 

Untersuchen  wir  nun ,  welche  Aenderung  das  Versetzen  der  homogra- 
phischen Systeme  aus  der  perspectivischen  Lage  in  die  schiefe  Lage  in 
ihren  analytischen  Ausdrücken  1)  und  6)  zu  Wege  bringt. 

Um  den  durch  die  erste  Gleichung  1)  oder  6)  gegebenen  Strahlen- 
büschel beliebig  in  die  Ebene  zu  verlegen,  beziehen  wir  denselben  auf 
ein  beliebiges  anderes  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  was  analytisch 
darauf  hinauskommt,  dass  wir  für  die  homogenen  Coordinaten  x,  y,  z 
in  der  Gleichung  gewisse  lineare  homogene  Ausdrücke  der  Coordinaten 
Xj  F,  Z  des  zweiten  rechtwinkligen  Systemes  setzen.  Wenn  wir  dann 
das  zweite  Coordinatensystem  mit  seinem  Strahlenbüschel  in  die  Lage 
bringen,  dass  die  Coordinatenaxen  des  zweiten  Systems  mit  den  ent- 
sprechenden Coordinatenaxen  des  ersten  Systemes  zusammenfallen,  so 
nimmt  der  Strahlenbüschel  eine  ganz  beliebige  andere  Lage  an.  Diese  letzte 
Operation  wird  analytisch  dadurch  vollführt,  dass  man  für  AT,  F,  Z 
respective  setzt  x,  y^  z. 

Man  verlegt  demnach  den  durch  die  erste  Gleichung  1)  oder  6)  ge- 
gebenen Strahlenbüschel  beliebig  in  der  Ebene,  wenn  man  in  der  Glei- 
chung an  Stelle  der  homogenen  Coordinaten  o;,  y,  z  setzt  gewisse  lineare 
homogene  Ausdrücke  derselben  Coordinaten.  Dadurch  gehen  zwar  die 
homogenen  Ausdrücke    TJq  und  V^   der  Coordinaten  in  andere  ebenfalls 
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lineare  Ausdrücke  derselben  Coordinaten  über,  aber  die  Form  der  Olei- 
chung  bleibt  ungeändert. 

Ebenso  verlegt  man  das  durch  die  zweite  Gleichung  1)  oder  6)  ge- 
gebene Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  beliebig  in  der  Ebene,  wenn 
man  in  den  Gleichungen  an  Stelle  der  homogenen  Liniencoordinaten  «,  f,  tv 
setzt  gewisse  lineare  homogene  Ausdrücke  derselben  Coordinaten.  Da- 
durch wird  ebenso  wenig  die  Form  der  Gleichungen  geändert. 

Demnach  können  wir  sagen: 

7)  .  .  .  Jeder  Strahlenbüschel  und  seine  homographische 
Theilung  auf  irgend  einer  geraden  Linie  in  irgend  welcher 
schiefen  Lage  lassen  sich  durch  Gleichungen  von  der  Form 
1)  unter  Voraussetzung  einer  bestimmten  Bedingungsglei- 
chung Ton  der  Form  2),  oder  einfacher  durch  Gleichungen 
von  der  Form  6),  analytisch  ausdrücken. 

Wir  werden  jetzt  untersuchen,  ob  Gleichungen  von  der  Form  1) 
unter  der  Voraussetzung  einer  gegebenen  Bedingungsgleichung  von  der 
Form  2)  nach  dem  erweiterten  Begriffe  der  Homographie  immer  homo- 
graphischer Systeme  analytisch  ausdrücken. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  nicht  jeder  durch  die  erste 
Gleichung  1)  gegebene  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  nach  der  ge- 
gebenen Bedingungsgleichung  2)  entsprechenden  Punkt  der  geraden  Linie 
geht,  welcher  durch  die  zweite  Gleichung  ausgedrückt  wird.  Ein  be- 
stimmter Strahl  wird  aber  durch  den  ihm  entsprechenden  Punkt  der  ge- 
raden Linie  gehen,  wenn  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  die  Gleichung 
des  Strahles  gesetzt,  der  Gleichung  genügen.  Die  Bedingung  dafür  ist 
die  Gleichung  4),  wenn  man  unter  ft  den  Werth  versteht,  der  sich  aus 
der  gegebenen  Bedingungsgleichung  2)  ergiebt.  Der  Umstand ,  dass  diese 
Gleichung  4),  wenn  man  den  gegebenen  Werth  von  (i  einsetzt,  eine  qua- 
dratische Gleichung  in  A  wird,  beweiset  den  Satz: 

8)  .  .  .  Wenn  ein  Strahienbüschel  und  ein  den  Strahlen  des- 
selben entsprechen  des  Punkte  System  auf  einer  geraden  Linie 
durch  Gleichungen  von  der  Form  1)  unter  Voraussetzung 
einer  beliebig  gegebenen  Bedingungsgleichung  2)  gegeben 
sind,  so  hat  der  Strahlenbüschel  zwei  Strahlen,  welche  durch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte-  der  geraden  Linie  gehen. 

Wenn  drei  Strahlen  des  Büschels  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  der  geraden  Linie  gehen,  so  müssen  die  Werthe  der  A  für  die 
drei  Strahlen  der  genannten  quadratischen  Gleichung  genügen.  Da  aber 
die  quadratische  Gleichung  nur  zwei  Wurzeln  hat,  welche  ihr  genügen, 
so  ist  das  nicht  möglich,  wenn  nicht  alle  drei  Coefficienten  in  der  nach 
Potenzen  von  k  entwickelten  quadratischen  Gleichung  zugleich  verschwin- 
den. Verschwinden  aber  diese,  so  genügt  jeder  beliebige  Werth  von  l 
der  Gleichung  und  daraus  entspringt  der  Satz:     ^.  GoOqIc 
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9)  .  .  .  Wenn  ein  Strablenbüschel  und  ein  den  Strahlen  des- 
selben entsprechendes  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie 
durch  Gleichungen  von.  der  Form  1)  unter  Voraussetzung 
einer  beliebig  gegebenen  Bedingungsgleichung  2)  gegeben 
sind,  und  wenn  drei  Strahlen  des  Büschels  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  der  geraden  Linie  gehen,  so  geht 
jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  der  geraden  Linie  —  mit  anderen  Worten  —  die  Systeme 
sind  homographisch  und  zugleich  in  perspectivischer  Lage. 
Auf  diesen  Satz  gestützt  können  wir  den  Satz  3)  umkehren.  Diese 
Umkehrung  beabsichtigend  fixiren  wir  irgend  drei  Strahlen  0,  1,  2  aus 
dem  durch  die  erste  Gleichung  1)  gegebenen  Strahlenbüschel  U  und  die 
ihnen  aus  der  zweiten  Gleichung  unter  Vermittelung  von  2)  entsprechen- 
den Punkte  0,  1,  2  auf  der  geraden  Linie  A^  wie  die  Figur  zeigt: 

ir 


t A 

Der  Strahlenbüschel  ü  lässt  sich  durch  Verlegung  in  der  Ebene  in 
die  Lage  von  V  bringen,  dass  jeder  der  drei  angegebenen  Strahlen  durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  geht.  Man  braucht  nur  durch  die  Punkte 
0  und  1  einen  Kreis  zu  legen ,  dessen  Peripheriewinkel  dem  Winkel  gleich 
ist,  den  die  beiden  Strahlen  0  und  1  bilden,  und  einen  zweiten  Kreis 
durch  die  Punkte  1  und  2,  dessen  Peripheriewinkel  gleich  ist  dem  von 
den  Strahlen  1  und  2  eingeschlossenen  Winkel;  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Kreise  wird  das  Centrum  des  Strahlenbüschels  F,  und  die  drei  ge- 
raden Linien,  welche  das  Centrum  mit  den  Punkten  0,  1,  2  verbinden, 
werden  die  Strahlen  des  verlegten  Strahlenbüschels  sein. 

Analytisch  wird  diese  Verlegung  des  Strahlenbüschels  [7,  welcher 
durch  die  erste  Gleichung  1)  gegeben  ist,  in  die^  Lage  von  V  dadurch 
vollführt,  dass  man  für  die  homogenen  Coordinaten  in  jener  Gleichung 
gewisse  lineare  homogene  Ausdrücke  derselben  Coordinaten  setzt,  wo- 
durch  Üq  in    Vq  und   Üy  in    F,  übergehe  und  die  erste  Gleichung  1)  in: 

F,  -  A  F,  =  0 

Da  nun  drei  Strahlen  dieses  verlegten  Strahlenbüschels  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  der  geraden  Linie  Ä  gehen,  so  tritt  für  ihn  der 
zuletzt  genannte  Satz  in  Wirksamkeit,  und  da  die  Strahlenbüschel  ü 
und  F,  abgesehen  von  ihrer  Lage,  dieselben  sind,  so  haben  wir  die  Um- 
kehrung des  Satzes  3)  bewiesen,  nämlich:  ^  , 
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10)  .  .  .  Wenn  ein  Strahlenbüschel  und  ein  Punktesystem 
auf  einer  geraden  Linie  durch  Gleichungen  von  der  Form  1) 
unter  Voraussetzung  einer  beliebig. gegebenen  Bedingnngs- 
gleichung  von  der  Form  2)  gegeben  sind,  so  sind  die  Strah- 
lenbüschel  und  das  Funktesjstem  homographische  Systeme, 

Im  Speciellen ,  wenn  die  gegebene  Bedingungsgleichung  2)  die  Glei- 
chung  X  —  (1  =  0  ist,  haben  wir  den  mit  7)  vereinten  Satz: 

11)  .  .  .  Jeder  Strahlenbüschel  und  ein  beliebiges  mit  ihm 
homographisches  Punktesystem  auf  irgend  einer  geraden 
Linie  lassen  sich  durch  Gleichungen  von  der  Form  6)  ana- 
lytisch ausdrücken,  und  umgekehrt  stellen  Gleichungen  von 
der  Form  6)  immer  einen  Strahlenbüschel  und  ein  mit  ihm 
homographisches  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  dar. 

Unsere  Untersuchung  hatte  nur  einen  Strahlenbüschel  und  ein  mit 
ihm  'homographisches  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  im  Auge, 
denn  auch  die  durch  die  Gleichungen  1)  unter  einer  beliebigen  Bedingnngs- 
gleichung  von  der  Form  2)  gegebenen  Systeme  erwiesen  sich  als  homo- 
graphische Systeme. 

Wie  diese  gegebenen  Systeme  in  perspectivische  Lage  gebracht  wer- 
den konnten,  so  lassen  sich  auch  im  Speciellen  homographische  Systeme 
in  perspectivische  Lage  bringen  nach  der  Eegel: 

12)  ;  .  .  Man  bringt  einen  Strahlenbüschel  in  perpectivische 
Lage  mit  einem  homographischen  Punktesystem  auf  einer 
geraden  Linie,  wenn  man  die  Systeme  so  verlegt,  dass  drei 
Strahlen  des  Büschels  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  der  geraden  Linie  gehen. 

In  dieser  perspectivischen  Lage  kann  man  zu  jedem  Strahle  des 
Büschels  den  ihm  entsprechenden  Punkt  der  geraden  Linie  (den  Schnitt- 
punkt) construiren  und  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  der  geraden  Linie 
den  ihm  entsprechenden  Strahl  (der  durch  ihn  geht). 

Demnach •  genügt  es,  drei  Elemente  des  einen  Systemes  und  die  drei 
ihnen  entsprechenden  Elemente  des  anderen  homographischen  Systemes 
zu  kennen,  um  für  jedes  Element  des  einen  Systemes  das  entsprechende 
Element  des  andern  Systemes  zu  finden.  —  Diese  drei  Paare  entsprechen- 
der Elemente  sind  aber  auch  keiner  Beschränkung  unterworfen,  wir 
meinen,  es  können  irgend  drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  irgend 
drei  Punkten  in  einer  geraden  Linie  homographisch  entsprechen;  denn 
diese  drei  Paare  entsprechender  Elemente  lassen  sich  immer  in  perspec- 
tivische Lage  bringen. 

Wir  drücken  dieses  kurz  so  aus: 

13)  .  .  .  Durch  irgend  drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels 
und  die  ihnen  homographisch  entsprechenden  Punkte  in 
einer  geraden  Linie,  die  irgend  welche  drei  Punkte   der  ge- 
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raden  Linie  sein  können,  sind  die  homographischen  Systeme, 
der  Strahlenbüschel  nnd  das  Pnnktesjstem  auf  der  geraden 
Linie,  vollständig  bestimmt. 

Bisher  haben  wir  nur  von  homographischen  Systemen  gehandelt,  von 
welchen  das  eine  ein  Strahlenbtischel,  das  andere  ein  System  von  Funk- 
ten auf  einer  geraden  Linie  waren.  Wir  erweitern  nnn  den  Begriff 
homographischer  Systeme  durch  folgende  Definitionen. 

Zwei  Strahlenbüschel  sind  homo-  Punktesysteme  auf  zwei  geraden 

graphisch,  wenn  ein  Punktesystem  Linien  sind  homographisch,  wenn 
auf  einer  geraden  Linie  gefunden  ein  Strahlenbüschel  gefunden  wer- 
werden  kann,  welches  homogra-  den  kann,  welcher  homographisch 
phisch  ist  mit  jedem  der  beiden  ist  mit  jedem  der  beiden  Punkte- 
Strahlenbüschel.  Systeme. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  den  letzten  Buchstaben  l/,  F . .  des  Alphabetes 
lineare  homogene  Ausdrücke  der  homogenen  Punktco ordinaten  und  mit 
den  ersten  Buchstaben  A,  B,,  lineare  homogene  Ausdrücke  der  homogenen 
Liniencoordinateu ,  so  stellen  sich  beliebige  homographische  Strahlen- 
büschel analytisch  unter  der  Form  dar: 

14)  .     .     ,     .     f7o  — A^i=0,  Vq  —  XVi—0 

weil  das  Punktesystem  A^  —  lA^  nach  11)  homographisch  ist  mit  jedem 
der  beiden  Strahlenbüschel.     Ebenso  drücken  die  Gleichungen: 

15)  .     .     .     .     A^  —  kA^  =  0,  B^  —  kBi=0 

beliebige  homographische  Punktesysteme  auf  irgend  welchen  geraden 
Linien  ans,  weil  der  Strahlenbüschel  Üq  —  Xü^=0  homographisoh  ist 
mit  jede^n  der  beiden  Punktesysteme. 

Hiemach  können  wir,  wenn  wir  mit  Systeme  ebensowohl  Strah- 
lenbüschel als  Punktesysteme  auf  geraden  Linien,  auch  untermischt  mit 
einander,  bezeichnen,  den  Satz  aussprechen: 

16)  .  ..  Wenn  zwei  Systeme  homographisch  sind  mit  einem 
dritten  Systeme,  so  sind  je  zwei  von  den  drei  Systemen  homo« 
graphisch. 

Zwei  homographische  Strahlenbüschel  sind  im  Allgemeinen  in  schie- 
fer Lage.  Sie  haben  eine  perspectivische  Lage,  wenn  die  entspre- 
chenden Strahlen  der  beideu  Systeme  sich  in  Punkten  schneiden,  die 
alle  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

Ebenso  sind  homographische  Punktesysteme  auf  zwei  geraden  Linien 
im  Allgemeinen  in  schiefer  Lage.  Sie  haben  eine  perspectivische 
Lage,  wenn  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  der  beiden 
Systeme  sämmtlich  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Man  kann  homographische  Systeme  der  genannten  Art  in  perspec- 
tivische Lage  bringen,  wenn  man  sie  so  in  der  Ebene  verlegt,  dass  sie 
den  Bedingungen  der  folgenden  Sätze  genügen: 
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17)  .  .  .  Wenn  zwei  entspre-  18)  .  .  .  Wenn  zwei  entspre- 
chende Strahlen  jsweier  ho-  chende  Punkte  zweier  homo- 
mographischen  Strahlenbü-  graphischen  Pnnktesysteme 
schel  einen  einzigen  Strahl  auf  zwei  geraden  Linien  zu- 
bilden, so  sind  die  Strahlen-  sammenfallen,  so  sind  die 
büschel  in  perspectiyischer  Punktesysteme  in  perspectiv 
Lage.  vischer  Lage. 

Denn  es  seien  14)  die  Gleichungen  der  homographischen  Strahlen- 
büschel,  von  welchen  die  dem  Werthe  A  =  A^,  entsprechenden  Strahlen: 

zusammenfallen.  Da  diese  Gleichungen  eine  und  dieselbe  gerade  Linie 
darstellen,  so  muss  man  einen  bestimmten  Factor  q  finden  können,  der 
Art,  dass  man  identisch  hat: 

Ziehen  wir  nun  von  der  ersten  Gleichung  14)  die  mit  jenem  Factor  ^ 
multiplicirte  zweite  Gleichung  und  dann  noch  die  angegebene  identische 
Gleichung  ab ,  so  erhalten  wir  nach  Division  durch  Iq  —  l  die  Gleichung : 

Z7,  -  9  F,  =  0 
die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  in  der  sich  jede  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  Strahlenbüschel  14)  schneiden,  weil  sie  unabhängig 
von  A  ist. 

Zum  Beweise  des  zweiten  Parallelsatzes  bedarf  es  nichts  weiter,  als 
dass  man  in  dem  Vorhergehenden  den  Ausdruck  „  Strahlenbtischel '^  mit 
„Punktesystem**  auf  einer  geraden  Linie  vertauscht  und  die  Symbole  ü 
und    V  in  A  und  B  verändert. 

Wir  legen  jetzt  irgend  zwei  homographisohe  Sttahlenbüschel  concen- 
trisch  auf  einander,  um  ihre  Eigenschaften  in  dieser  Lage  zu  erforschen. 

Es  seien  14)  die  Gleichungen  der  so  aufeinander  gelegten  Strahlen- 
büschel. Da  in  dieser  Lage  dje  vier  Strahlen  Ü^  =  Ö,  U^^=Oy  ^(,  =  0,  F,=0 
durch  das  gemeinschaftliche  Centrum  gehen ,  so  lassen  sich  vier  Constan- 
ten p,  q  der  Art  bestimmen,  dass  man  identisch  hat: 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  von  V^^  und  l\  in  die  Gleichungen  14), 
so  hat  man  die  Gleichungen  von  irgend  zwei  concentrisch  auf  einander 
gelegten  Strahlenbüscheln: 

19)     .     .       Z7o  -  A  I7i  =  0,  Uq  — ^  ~  \^^   Ui  =0. 

q  —  ^qi 

Die  einem  Werthe  von  k  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  con- 

centrischen  Büschel  fallen  zusammen  unter  der  Bedingung:  . 

20) P---\P}  -1  =  0. 

q   —    kq^ 
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Da  diese  Gleichung  eine  quadratische  ist,  so  schliessen  wir  daraus, 
dass  im  Allgemeinen  zwei  Mal  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
Büschel  zusammenfallen. 

Fallen  drei  Mal  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel 
zusammen,  so  muss  entweder  die  quadratische  Gleichung  drei  Wurzeln 
haben,  was  nicht  möglich  ist,  oder  die  Coefficienten  p,  q^^  und  q  +  Pi 
der  entwickelten  quadratischen  Gleichung  verschwinden  sammtlich,  in 
welchem  Falle  die  beiden  Strahlenbüschel  nicht  verschieden  von  einan- 
der  sind. 

Dem  Vorhergehenden  entsprechend  legen  wir  auch  irgend  zwei 
homographische  Punktesysteme  in  eine  und  dieselbe  gerade  Linie.  Ihre 
Gleichungen  15)  lassen  sich  bei  der  angegebenen  Lage  der  Systeme  in 
gleicher  Weise  zurückführen  auf  Gleichungen  von  der  Form: 

21)  ...     ^„  -  lA^  =0,  ^  -  ^^^  A,  =  0, 

und  die  Gleichung  20)  ist  wieder  die  Bedingung,  unter  welcher  zwei 
entsprechende  Punkte   der  beiden  Punktesysteme  zusammenfallen.     Aus 

der  Interpretation  der  Gleichung  20)  entspringen,  wie  bereits  angedeutet 
worden,  die  Sätze: 

22)  .  .  .  Wenn  zwei  homogra-  23)  .  .  .  Wenn  zwei  homogra- 
phische  Strahlenbüschel  be-  phische  Punktesysteme  auf 
liebig  concentrisch  auf  ein-  zwei  gerad^en  Linien  auf  ein- 
ander gelegt  werden,  so  fäl-  ander  gelegt  werden,  so  ver- 
len  im  AllgiBmeinen  zwei  Mal  einigen  sich  im  Allgemeinen 
entsprechende  Strahlen  der  zwei  Mal  entsprechende 
beiden  Bifschel  zusammen.  Punkte  der  beiden  Systeme. 
Wenn  dreiMal  entsprechende  Wenn  dreiMal  entsprechende 
Strahlen  zusammenfallen,  so  Punkte  sich  vereinigen,  so 
fallen  jede  zwei  entspre-  vereinigen  sich  jede  zwei  ent- 
cbende  Strählen  der  beiden  spretshende  Punkte  der  bei- 
Büschel zusammen.  den  Sy:steme. 

Die  beiden  Strablen,  in  welchen  sich  zwei  entsprechende  Strahlen 
concentrisch  auf  einander  gelegter  homographischer  Strahlenbüschel  ver- 
einigen, heissen  Doppelstrahlen  der  Strahlenbüschel. 

Die  beiden  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  enlisprechende  Punkte  der 
auf  einander  gelegten  homographischen  Pünktesysteme  vereinigen,  heis- 
sen Doppelpunkte  der  beiden  Systeme. 

Die  Gleichungen  19)  und  21)  concentrisch  auf  einander  gelegter 
Strahlenbüschel  und  in  eine  gerade  Linie  gelegter  homographischer 
PuniLtesysteme  haben  nicht  die  einfachste  Gestalt,  auf  welche  sie  zu- 
rückgeführt werden  können.  Um  sie  darauf  zurückzuführen  dienen  die 
Sätze  22)  und  23).  oigi.izsdbyGoOgle 
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In  dem  ersten  Strahlenbüschel  19)  waren  Uq  =  0  und  CTj  ==  0  die 
Strahlen,   an   welche   sich  der  ganze    Strahlenbüschel    anlehnte.     Diese 
beiden  Strahlen  konnten  aus  den  Strahlen  des  Büschels  beliebig  gewählt  . 
werden.     Wir  werden  jetzt  für  dieselben  die  beiden  Doppelstrahlen  der 
beiden  Büschel  19)  wählen. 

In  dieser  Voraussetzung  müssen  sowohl  für  A,  =  0  als  flir  A,  =  cx) 
die   beiden   Strahlen    19)   zusammenfallen.     In    dem    ersten  Falle    muss 

p  =  0,  in  dem  anderen  gr*  =  0  sein.   Setzen  wir  demnach  —  =  —  a^ 

so  führen  wir  die  Gleichungen  19)  zurück  auf  die  einfachere  Form: 

24)  .     .     .     .     ü^  —  XU^  =  0,  Üq  —  laU^  =  0, 

Ebenso  nehmen  die  Gleichungen  zweier  homographischen  Punkte- 
sjsteme  auf  einander  gelegt  die  Gestalt  an: 

25)  ....     ^^  —  XAi  =0,  Aq  —  XaAi  =  0, 

* 
wenn  ^  =  0  und  A^=  0  die  Gleichungen  der  Doppelpunkte  der  bei- 
den Systeme  sind. 

Aus  der  Ansicht  dieser  Gleichungen  24)  und  25)  lajssen  sich  so- 
gleich die  Sätze  abnehmen: 

26)  ...  In  zwei  concentrisch  27)  ...  In  zwei  auf  einander 
auf  einander  gelegten  homo-  gelegten  homographischen 
graphischen  Strahlenbü-  Pu  n  kt  e  sj  st  eme  n  haben  je 
schein  haben  je  zwei  entspre-  zwei  entsprechende  Punkte 
chende  Strahlen  dasselbe  an-  dasselbe  anharmonische  Ver- 
harmonische Verhältniss  zu  hältniss  zu  den  beiden  Dop- 
den  beiden  Doppelstrahlen  pelpunkten  der  Systeme, 
der  Strahlenbüschel. 

Wenn  einer  der  beiden  conCentrischen  Strahlenbüschel  24)  um  das 
gemeinschaftliche  Centrum  gedreht  wird,  so  ändern  sich  die  Doppel- 
strahlen Üq  =  0  und  ü^  =0  und  voraussichtlich  auch  das  anharmoni- 
sche Verhältniss  a.  Ebenso  ändern  sich  die  Doppelpunkte  ^  =  0  und 
Ai  =  0  und  voraussichtlich  das  anharmonische  Verhältniss  a,  wenn  die 
beiden  auf  einander  liegenden  Punktesysteme  25)  auf  derselben  geraden 
Linie  gegen  einander  verschoben  werden.  Wir  werden  nun  untersuchen, 
ob  im  ersten  Falle  durch  eine  bestimmte  Drehung  und  im  anderen  Falle 
durch  eine  bestimmte  Verschiebung  das  genannte  anharmonische  Verhält- 
niss in  ein  harmonisches  übergeführt  werden  kann. 

Wir  beginnen  unsere  Untersuchung  mit  der  Feststellung  der  Be- 
dingung, unter  welcher  die  entsprechenden  Strahlen  zweier  concentrisch 
auf  einander  liegenden  Strahlenbüschel  19)  harmonisch  sind  mit  den 
Doppelstrahlen.  ^  t 
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Die  genannten  Strablenbiifichel  lassen  sich  so  ausdrücken : 

U^  —  XU^  =  0,  Uq  —  (iU^  =  0, 

indem  man  hat: 

,   P  —  ^Pi  —  l^q  +  ^i^gi  =  0. 

In  der  Voraussetzung,  dass  p^  =s  q  geht  diese  Gleichung  über  in: 

P  —  {^  +  (^)g[  +  ^1^71  =  0. 
Da  sich  nun  zwei  Grössen  k^  und  (i^  so  bestimmen  lassen,  dass: 

so  geht  die  letzte  Gleichung  dadurch  Über  in  die  bekannte  Bedingungs- 
gleichung für  harmonische  Strahlenpaare: 

^if*i  -  1  (^1   +  ^i)  (^  +  f*)   +  A^  =  0. 

Das  heisst,  unter  der  gemachten  Voraussetzung  p^  =  q  sind  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel  harmonisch  mit  einem  be- 
stimmten Strahlenpaare,  den  Doppelstrahlen. 

Diese  und  eine  analoge  Untersuchung  an  zwei  auf  einander  liegen- 
den homographischen  Punktesystemen  21)  führen  zu  den  Sätzen: 
28)  ...  In  zwei  concentrisch  29)  ...  In  zwei  auf  einander 
auf  einander  gelegten  Strah-  gelegten  homo graphischen 
lenbüscheln  19)  sind  je  zwei  Punktesystemen  sind  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  har-  entsprechende  Punkte  har- 
monisch mit  den  beiden  Dop-  monisch  mit  den  beiden  Dop- 
pelstrahleb  unter  der  Bedin-  pelpunkten  unter  der  Bedin- 
gung Pi  =  q.  gung  /?,  =  g. 

Die  oben  angegebene  Untersuchung  verlangt  femer  die  Lösung  der 
folgenden  Aufgabe: 
30)  .  .  .  Wenn  ein  durch  seine  Gleichung: 

30) I/o  -  A  CTj  ==  0 

gegebener  Strahlenbüschel  um  sein  Centrum  und  um  einen 
bestimmten  Winkel  r  gedreht  wird,  die  Gleichung  des  Strah- 
lenbüschels nach  seiner  Drehung  zu  bestimmen. 

Wir  können  annehmen ,  dass  ü^  =0  und  Ui  =  0,  die  Gleichungen 
der  Strahlen  0  und  1  des  gegebenen  Strahlenbüschels,  die  Normalform 
haben.  Im  anderen  Falle  würden  wir  in  der  Gleichung  30)  durch  Multi- 
plication  mit  gewissen  Factoren  die  Ausdrücke  Uq  und  ü^  auf  die  Nor- 
malformen zurückzuftihren  und  die  Factoren  mit  der  Variabein  l  zu  einer 
neuen  Variable  vereinigen. 

Unter  der  angegebenen  Voraussetzung  werden  wir  die  f^^it  ein- 
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ander  verbundenen  Strahlen  0  und  1,  die  den  Winkel  a  einschliessen, 
um  einen  Winkel  r  drehen,  wie  die  Figur  zeigt:  und  die  Gleichungen 
dieser  Strahlen  in  der  neuen  Lage  [0]  und  [1]  ana* 
ly tisch  ausdrücken. 

Ihre  analytischen  Ausdrücke  halben  die  Form  30) 
und   für  jeden    derselben   hat   der  Factor  A   die  be- 
kannte  geometrische  Bedeutung,    nach   welcher  sich 
\   die  Gleichungen  der  gedrehten  Strahlen  ergeben: 
^  Üq  sin  (r  —  a)  —  U^  sin  r  =  0, 

Uq  sin  r  —  Ui  sin  (r  +  «)  =  0. 
Diese  Gleichungen  haben  jedoch  nicht  die  Normalformen.    Sie  wer- 
den  auf  dieselben   zurückgeführt  durch  Division   mit  gewissen  Factoren 
fto  und  jKj,   deren  Quadrate  sich  nach  bekannten  Kegeln  darstellen  wie 
folgt: 

fiQ^  =  sin^  (r  —  d)  —  2  cos  a  sin  (r  —  a)  sin  r  +  sin^  r  =  sin^  a , 
^j2  _-_  gjj^2  ^^  -|.  ^^  —  2  cos  a  sin  (r  +  a)  sin  r  +  sin^  r  =  sin'  a. 

Ans   den   Normalformen    der  Gleichungen   der  Strahlen  [Oj  und  [1] 
setzen  wir  nun  in  Berücksichtigung  der  geometrischen  Bedeutung  des 
Factors  l  die  Gleichung  des  Strahlenbüschels  30)  nach  der  Drehung  um 
•  den  Winkel  r  so  zusammen : 

31)  {r7(,  sin  {r--a)  —  ü^  sin  r|  ^  A  {CTj,  sin  r  —  ü^  sin  (r  +  a)|  =  0. 

An  die  vorhergehende  Aufgabe  schliesst  sich  nun  die  analoge  Auf- 
gabe an : 

32)  .  .  .  Wenn  ein  durch  seine  Gleichung 

32)     ........     ^  ~  Ä^^  =  0 

gegebenes  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  in  dieser 
Linie  um  die  Entfernung  r  verschoben  wird,  die  Gleichung 
des  verschobenen  Funktesystemes  zu  finden. 

Auch  hier  werden  wir  annehmen,  dass  ^^  =  0  und  ^j  =  0  die 
Gleichungen  der  Punkte  0  und  1  in  der  Normalform  seien  und  a  die 
Entfernung  der  beiden  Punkte  von  einander.  Durch  Verschiebung  um  r 
auf  der  geraden  Linie  mögen  die  Punkte  0  und  1  in  die  Lage  von  [0] 
und  flj  kommen. 

•    ,  Die  Gleichungen   der  Punkte  |0]  und 

^^,-^. --■^^'X^^  ^y^:-^—^ [1]  sind  von  der  Form  32),  und,  wenn  man 

(  C  7)>i'        .Ji   ^ür  den  Factor  l  die  diesen  Punkten  ent- 

0      ß       1  [Oj    a     [Ij 

sprechenden   Werthc   setzt,   so   hat   man 

die  Gleichungen  der  Punkte  [Oj  und   [1]: 

^Q  {r  —  a)  —  A^r  =  0,  A^r  —  A^  (r  +  «)  =  0. 

Wir  führen  dieselben  auf  die  Normalform  zurück  durch  Division  mit  ^ 

und  |[Aj:  r"  T 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr.  Otto  Hesse.  381 

fiQ  =  {r-^  a)  —  r  =  —  a,  fi^  =z  r  —  {r  +  a)  =  —  a 

und  aus  diesen  Gleichungen  der  Punkte  [0]  und  [1]  in  der  Normalform 
setzen  wir  in  Erinnerung  der  geometrischen  Bedeutung  des  Factors  l  die 
Gleichung  des  um  r  verschobenen  Punktesystemes  32)  zusammen,  wie 
folgt: 

33)  .     .     |^^(r-a)-^ir}  -  A{^,r-^j(r  +  a)}  =  0. 

Diese  Aufgaben  sind  gelöset  worden,  um  in  Gemeinschaft  mit  den 
Sätzen  28)  und  29)  die  oben  angeregten  Fragen  zu  entscheiden,  erstens, 
ob  durch  Drehung  eines  von  zwei  concentrischen  homographischen  Strah- 
lenbüscheln eine  solche  Lage  herbeigeführt* werden  kann,  dass  jedes  Paar 
entsprechender  Strahlen  der  beiden  Büschel  harmonisch  sei  mit  den 
Doppelstrahlen  und  zweitens,  ob  durch  Verschiebung  eines  von  zwei  auf 
einander  liegenden  homographischen  Punktesystemen  eine  Lage  erreicht 
werden  kann,  in  der  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Systeme 
harmonisch  seien  mit  den  Doppelpunkten  der  Systeme. 

Zu  dem  angegebenen  Zwecke  drehen  wir  von  den  beliebig  concen- 
trisch  auf  einander  gelegten  homographischen  Strahlenbüscheln  24)  den 
zweiten  um  das  gemeinschaftliche  Centrum  und  um  einen  beliebigen 
Winkel  r.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  Üq  und  U^  die  Normalformen 
dieser  Ausdrücke  seien,  geht  dann  die  Gleichung  jenes  Strahlenbüschels 
über  in  eine  Gleichung,  die  man  aus  31)  erhält,  wenn  man  la  für  A  setzt: 

34)  I Uq  sin  (r  —  a)  —  Ui  sin  r\  —  Xa  I U^^  sin  r  —  üi  sin  (r  +  a)\  =0. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  entsprechenden  Strahlen  dieses 
gedrehten  und  des  ersten  homographischen  Strahlenbüschels  24)  harmo- 
nisch seien  mit  den  Doppelstrahlen  der  beiden  Büschel,  lässt  sich  nach 
dem  Satze  28)  abnehmen: 

a  sin  {r  +  a)  ^=  sin  (r  —  ö)  , 
woraus  sich   die  Tangente  des  Drehungswinkels  r  ergiebt,  der  der  Be- 
dingung entspricht: 

1  +  « 
35) tgr  =  ^-X_.tga. 

Verschieben  wir  von  zwei  in  einer  geraden  Linie  auf  einander  ge- 
legten homographischen  Punktesystemen  25)  das  zweite  System  um  r,  so 
erhalten  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  A^  und  A^  die  Normalformen 
bezeichnen,  die  Gleichung  des  verschobenen  Punktesystemes  aus  33), 
wenn  wir  la  für  l  setzen: 

36)     .      .      {A^{r  —  a)-^A,r}—Xa{A,r^A,{r  +  a)}=0 

und  daraus  nach  Satz  29)  die  Bedingung: 

37) r  =  --?—  .  a,  r-  T 
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unter  welcher  die  entsprechenden  Punkte  des  ersten  Punktesystems  25) 
und  des  zweiten  um  r  verschobenen  homographischen  Punktesystems 
harmonisch  sind  mit  den  Doppelpunkten  der  Systeme. 

Es  lässt  sich  also  das  anharmonische  Verhältniss  a  für  zwei  concen- 
trisch  auf  einander  gelegte  homographische  Strahlenbüschel  24)  durch 
Drehung  des  zweiten  Strahlenbüschels  um  das  gemeinschaftliche  Centrum 
und  um  einen  Winkel  r,  bestimmt  durch  die  Gleichung  35),  auf  ein 
harmonisches  zurückführen,  selbst  wenn  a  =:  1,  in  welchem  Falle  die 
Strahlenbüschel  35)  congruent  sind  und  sich  in  congmenter  Lage  be- 
finden. In  diesem  Falle  ist  der  Drehungswinkel  r  nach  35)  ein  rechter 
Winkel. 

Ebenso  lässt  sich  das  anharmonische  Verhältniss  cc  für  zwei  auf  ein- 
ander gelegte  homographische  Punktesysteme  25)  auf  einer  geraden  Linie 
durch  eine  bestimmte  Verschiebung  r  in  der  geraden  Linie,  ausgedrückt 
durch  die  Gleichung  37),  auf  ein  harmonisches  Verhältniss  zurückftihren. 
In  dem  Falle  a  =  1  sind  die  homographischen  Punktesysteme  25)  con- 
gruent und  in  congruenter  Lage.  In  diesem  Falle  rücken  die  endlichen 
Punkte  durch  die  Verschiebung  in's  Unendliche. 

Um  die  Resultate  der  letzten  Untersuchungen  kurz  zusammen  zu 
fassen,  dienen  die  folgenden  Definitionen. 

Alle  Linienpaare,  welche  harmonisch  sind  mit  einem  beliebig  gege- 
benen Linienpaare,  bilden  einen  involutorischen  Strahlenbüschel, 
so  genannt,   weil  je  drei  von  den  Linienpaaren  eine  Involution  bilden. 

Alle  Punktepaare,  welche  harmonisch  sind  mit  einem  beliebig  ge- 
gebenen Punktepaare,  bilden  ein  involu torisches  Punktesystem 
auf  einer  geraden  Linie,  weil  je  drei  von  jenem  Punktepaare  eine  In- 
volution bilden. 

Hiemach  haben  wir  die  Sätze: 
38)  .  .  .  Jede  zwei  homogra-  39)  .  .  .  Jede  zwei  homogra- 
phische Strahlenbüschel  las-  phische  Punktesysteme  auf 
sen  sich  concentrisch  so  auf  zwei  geraden  Linien  lassen 
einander  legen,  dass  die  ent-  sich  in  einer  geraden  Linie 
sprechenden  Strahlen  derbei-  so  verlegen,  dass  die  ent- 
den  Systeme  gepaart  einen  sprechenden  Punkte  der  bei- 
involntorischen  Strahlenbü-  den  Systeme  gepaart  ein  in- 
schel  bilden.  volutorisches     Punktesystem 

auf  einer  geraden  Linie  bil- 
den. 

Da  sich  nun  jeder  involutorische  Strahlenbüschel  in  zwei  homogra- 
phische Strahlenbüschel  24)  mit  dem  Werthe  «  :=  —  1  auflöset  und 
eben  so  jedes  involutorische  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  in 
zwei  homographische  Punktesysteme  25)  mit  dem  Werthe  a  =  —  1 
getrennt  werden  kann,  so  hat  man  auch  die  umgekehrten  ^lUzej^Tp 
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40)  .  .  .  Wenn  man  in  einem  41)  .  .  .  Wenn  man  in  einem 
beliebigen.  involutorischen  beliebigen  involutorischen 
Strablenbüschel  den  einen  Funktesysteme  auf  einer  ge- 
Strahl eines  jeden  Strahlen-  raden  Linie  den  einen  Punkt 
paares  als  einem  Strahlen-  eines  j  eden  Punktepaares  als 
büschel  zugehörig.betrachtet,  einem  Punktesystem  zugehö- 
den anderen  einem  zweiten  rig  betrachtet,  den  anderen 
Strahlenbüschel  zugehörig  einem  zweitenPunktesysteme 
und  dem  ersten  Strahle  ent-  zugehörig  und  dem  ersten 
sprechend,  und  die  beiden  Punkte  entsprechend,  und  die 
Strahlenbüschel  in  der  Ebene  beiden  Punktesysteme  in  der 
beliebig  verlegt,  so  hat  man  Ebene  beliebigyerlegt,  so  hat 
homographische  Strahlenbü-  man  homographische  Punkte- 
schel   der  allgemeinsten  Art.  Systeme  der  allgemeinsten  Art. 


Zweite  Yorlesung. 

Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  homographische  Systeme. 

Wir  haben  in  der  vorhergehenden  Vödesung  gesehen,  dass  irgend 
zwei  homographische  Strahlenbüschel  sich  analytisch  durch  Gleichungen 
von  der  Form  ausdrücken  lassen: 

I)    .    .    .    .    v,,-xü,  =  0,  Fo  — xr,  =  0, 

indem  dieselben  für  den  gleichen  Werth  von  k  in  beiden  Gleichungen 
die  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  Büschel  darstellen. 

Man  erhält  hieraus  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen,   wenn. man  l  eliminirt: 

2) I/,  Fl  -  I/|  To  =  0 

die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  der  durch  die  Centra  der  beiden 
homographischen  Büschel  geht,  weil  die  Gleichung  2)  ebenso  für  ü^  =  0 
und  17^  =  0  als  für    Vq  =  0  und    T^  =  0  erfüllt  wird. 

Auf  diese  Form  2)  lässt  sich  die  Gleichung  jedes  beliebigen  Kegel- 
schnittes zurückführen.  Denn  wählt  man  auf  dem  beliebig  gegebenen 
Kegelschnitt  irgend  vier  Punkte  und  legt  durch  dieselben  zwei  Linien- 
paare ü^  =  0,    Fi=0  und  ?7'  =  0,    F^  =  0,  so  stellt  die  Gleichung: 

mit  dem  willkürlichen  Factor  ft  alle  möglichen  Kegelschnitte  dar,  welche 
durch  die  vier  Punkte  gehen,  also  unter  Voraussetzung  des  passenden 
Factors  ft  den  beliebigen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  2)>äbe]^ehjt, 
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wenn  man  für  (iV'  setzt  ü^.  Man  erkennt  hieraus,  dass  durch  die 
Schnitte  homographischer  Strahlenbüschel  sich  alle  möglichen  Kegelschnitte 
erzeugen  und  hat  daher  den  Satz: 

3)  .  .  .  Jede  zwei  homographische  Strahlenbüschel  erzeugen 
durch  den  Schnitt  der  entsprechenden  Strahlen  einen  Ke- 
gelschnitt, auf  dem  die  Centra  der  Strahlenbüschel  liegen. 
Durch  alle  möglichen  homographischen  Strahlenbüschel 
werden  auf  diese  Weise  alle  möglichen  Kegelschnitte  erzeugt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  umkehren  wie  folgt: 

4)  .  .  .  Wenn  man  von  zwei  beliebig  auf  einem  Kegelschnitt 
als  Centra  angenommenen  Punkten  Strahlen  zieht  nach  einem 
variabeln  Funkte,  der  den  Kegelschnitt  beschreibt,  so  ent- 
stehen dadurch  zwei  homographische  Strahlenbüschel  mit 
den  beliebig  auf  dem  Kegelschnitt  angenommenen  Centren. 

Denn  legen  wir  durch  vier  beliebig  auf  dem  Kegelschnitt  angenom- 
mene Punkte  die  beiden  Linienpaare  Üq  :=  0,  Fj  =  0  und  U^  =  0, 
Fq  =z=  0,  so  können  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  auf  die  Form 
2)  bringen.  Definiren  wir  hierauf  eine  neue  Variable  X  durch  die  Glei- 
chung: Üq  —  l  ?7i  =  0,  so  löset  sich  die  Gleichung  2)  dps  gegebenen 
Kegelschnittes  in  die  Gleichungen  1)  auf,  die  zwei  homographische 
Strahlenbüschel  analytisch  darstellen,  deren  Centra  zwei  von  den  vier 
auf  dem  Kegelschnitt  angenommene  Punkte  sind. 

Die  homogenen  Coordinaten  x,  y,  z  eines  beliebigen  Punktes  p  des 
von  den  homographischen  Strahlenbüscheln  1)  erzeugten  Kegelschnittes 
2)  erhält  man  durch  Berechnung  aus  den  beiden  Gleichungen  1).  Man 
bemerkt  sogleich,  dass  dieselben  von  der  quadratischen  Form  in  k  sind : 

X  =  a     +  bX  +   cX'^ 
5) y  =  «1   +   ^^  +   c^X^ 

Hieraus  ergeben  sich  nun  die  homogenen  Coordinaten  Xj  y^  z  aller 
Punkte  des  Kegelschnittes,  wenn  man  für  X  alle  möglichen  Werthe  setzt. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  5)  der  Reihe  nach  mit  den  varia- 
beln Liniencoordinaten  «,  Vy  tv  und  addiren,  um  die  Gleichung  des  be- 
liebigen Punktes  p  des  Kegelschnittes  zu  bilden,  so  erhalten  wir: 

6)     . W  =  A  +  BX  +   CX'^ 

wenn  wir  abkürzend  setzen  :^ 

W  =  XU  +  yv  +  ztVy 
^.  A  =:  au    +  a^v  +  a^m, 

B  =  hu    +  01«^+  h^w^ 


C  =   CU     +    C^V  +    CjW. 
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Hiernach  ist   ^  =  0,  oder  nach  6): 

8) J  +   BX  +  CX^  =  0 

die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  des  Kegelschnittes  2). 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  8)  die  Coefficienten  der  verschiede- 
nen Potenzen  von  X  einzeln  gleich  0  setzen,  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen: ^c=0,  B  =  0,  C  =  0  von  drei  bestimmten  Punkten,  aus 
welchen  Gleichungen  durch  Multiplication  mit  den  verschiedenen  Poten- 
zen von  X  und  Addition  wieder  die  Gleichung  -8)  eines  beliebigen  Punktes 
des  Kegelschnittes  zusammengesetzt  ist.  Diese  Bemerkung  föhrt  auf 
den  Satz: 

9)  .  .  .  Wenn  man  die  Gleichungen  von  irgend  drei  Punkten 
multiplicirt  respective  mit  der  0*®",  1*®**  und  2*«"  Potenz  einer 
variabeln  Grösse  X  und  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 
eines  beliebigen  Punktes  eines  und  desselbenKegelschnittes. 

Es  seien  nämlich  A  =  0,  J9  =  0,  C  =  0  die  Gleichungen  von 
irgend  drei  Punkten.  Die  Gleichung  8)  wird  dann  die  nach  dem  Satze 
zusammengesetzte  Gleichung  eines  Punktes  sein,  dessen  Coordinaten 
durch  Gleichungen  von  der  Form  5)  ausgedrückt  werden.  Diese*  Glei- 
chungen 5)  sind  linear  in  Rücksicht  auf  die  Potenzen  A®,  A^,  A^,  wenn 
man  sich  für  a,  a^,  «j  gesotzt  denkt  aA®,  a^A^,  a^X^,  Lösen  wir  die 
Gleichungen  5)  dann  nach  X^,  X^,  X^  auf,  so  erhalten  wir  Gleichungen 
von  der  Form: 

X^  =  AqX  +  A^y  +  A^z, 

10) ^1  =  BqX  +  Byy  +   B^z, 

l'  =  C^x  +  Cyy   +  C^z. 

Setzen  wir  endlich  diese  Werthe  der  Potenzen  von  X  in  die  identische 
Gleichung  ein: 

11) iinV—  AU^  =  0, 

so  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  von  dem  ein  beliebiger 
Punkt  p  durch  die  Punktgleichung  8)  dargestellt  ist,  weil  die  Coordinaten 
.des  Punktes  p  der  beschriebenen  Gleichung  11)  genügen. 

Es  drücken  in  der  That  die  Gleichungen  5)  die  homogenen  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  eines  Kegelschnittes  aus,  welche  Werthe 
auch  die  neun  Coefficienten  a,  6,  c  haben  und  durch  Variation  der  neun 
Coefficienten  erhält  man  alle  möglichen  Kegelschnitte. 

Der  oben  angegebene  Satz  4)  von  der  Entstehung  homographischer 
Strahlenbüschel  durch  einen  Kegelschnitt  in  Verbindung  mit  dem  PascaV- 
schen  Satze,  welcher  lehrt  alle  Punkte  eines  Kegelschnitts  linear  zu 
construiren ,  von  dem  fünf  Punkte  gegeben  sind,  führt  zu  der  Auflösung 
der  Aufgabe: 

12)  .  .  .  Wenn  drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  und  die 
entsprechenden  Strahlen  eines   homographischen  Strahlen^ 

ZeitschriA  f.  Mathematik  n.  Physik.  XI,  5.  26  ^ 


386 


Vier  Vorlesungen  ans  der  analytischen  Geometrie, 


büBchels  gegeben  sind,  die  übrigen  entsprechenden  Strahlen 
der  beiden  Büschel  lineare  zu  construiren. 

Es  seien  von  dem  einen  Strahlenbüschel  mit  dem  Centrnm  1  die 
Strahlen  üy  b,  c  gegeben ,  welchen  homographisch  entsprechen  sollen  die 
gegebenen  Strahlen  a\  b\  c  eines  zweiten  Strahlenbüschels  mit  dem  Cen- 
trnm 5.  Der  einem  beliebigen  Strahle  d  des  ersten  Strahlenbüschels  ent- 
sprechende Strahl  et  des  zweiten  Strahlenbüschels  ist  zu  constmiren. 


Die  drei  gegebenen  Strahlen  des  ersten  Büschels  schneiden  die  ent- 
sprechenden Strahlen  des  zweiten  homographischen  Strahlenbüschels  in 
den  Punkten  2,  3,  4.  Durch  die  fünf  Punkte  1  2  ...  5  lässt  sich  nun 
ein  Kegelschnitt  legen,  der  von  dem  gegebenen  Strahle  d  des  ersten  Strah- 
lenbüschels in  einem  Punkte  6  geschnitten  wird.  Diesen  Punkt  6  zu  con- 
stmiren wird  die  Aufgabe  sein,  denn  der  Strahl  rf'  des  zweiten  Büschels, 
der  die  Punkte  6  und  5  verbindet,  entspricht  nach  dem  Satze  4)  homo- 
graphisch dem  Strahle  d  des  ersten  Büschels. 

Wir  lösen  nun  die  genannte  Aufgabe,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  r 
der  geraden  Linie  d  und  3  4  durch  eine  gerade  Linie  yerbinden  mit  dem 
Schnittpunkte  p  der  Strahlen  a  und  c.  Diese  geraden  Linien  werden  in 
q  von  der  geraden  Linie  2  3  geschnitten.  Die  Verbindungslinie  d'  von 
q  und  5  schneidet  nach  dem  PascaVschen  Satze  den  Strahl  d  in  dem  ge- 
suchten Punkte  6.  Sie  wird  deshalb  der  dem  Strahle  d  entsprechende 
Strahl  d'  des  zweiten  homographischen  Strahlenbüschels  sein. 

Wollte  man  die  Aufgabe  12)  dadurch  lösen ,  dass  man  die  gegebenen 
unvollständigen  Strahlenbüschel  in  eine  perspectiv! sehe  Lage  bringt,  wie 
in  der  vorhergehenden  Vorlesung  angegeben  worden  ist,  so  würde  diese 
Construktion  keine  lineare  genannt  werden  können.  Die  Verlegung  der 
Strahlenbüschel  in  der  Ebene  verlangt  eben  andere  Hülfsroittel,  als  das 
Ziehen  von  geraden  Linien  durch  gegebene  P^nl^JöitizedbyGoOQle 


Von  Dr.  Otto  Hesse.  [  "^  ^^tSf  - 


Nach  dem  zu  der  vorgetragenen  Construktion  verwendeten  Pacal'- 
schen  Satze  lässt  ßich  geometrisch  leicht  ermitteln,  ob  sechs  Punkte  in 
einem  Kegelschnitt  liegen  oder  nicht;  aber  es  ermangeln  noch  einfache 
Criterien  für  die  Gleichungen  von  sechs  Punkten,  die  in  einem  Kegel- 
schnitt liegen.  Solche  Criterien  im  Anschlüsse  an  das  Vorhergehende 
festzustellen,  wird  der  Zweck  der  folgenden  Untersuchung  sein. 

Man  hat  gesehen,  dass  JV=0  die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes, 
eines  und  desselben  Kegelschnittes  ist,  wenn  W  definirt  wird  durch* die 
Gleichung  6),  die  wir  hier  wiederholen: 

13) W  =  A  ^  Bl  -^  Ck'^. 

Hiernach  werden  irgend  sechs  Punkte  1,  2,  ...  6  eines  Kegelschnittes 
durch  die  Gleichungen  ausgedrückt: 

14)     .     .     .     .     ^1  =  0,  W^  =  0,     ...      JpFe  =  0, 

wenn  wir  unter   W^^   ^j»  •  •  •   ^e  ^^®  Ausdrücke  verstehen: 

W,  =  A  +  Bk,   +  CX,^, 

W^  =  A  +  Bk^  +  Ck^\ 


15) 


W^:^  A  +  Bk^  +  Ck,^ 


'6   =   '«T-^''6"r^'^6> 

in  welchen  die  sechs  Grössen  k  irgend  welche  sechs  Werthe  der  Variable  k 
in  13)  bedeuten. 

Zwischen  den  angegebenen  sechs  Ausdrücken  W  existiren  merkwür- 
dige Relationen,  die  sich  sehr  einfach  ergeben  aus  dem  in  der  sechsten 
Vorlesung  meiner  Geometrie  in  der  Ebene  vorgetragenen  algebraischen 
Satz  13). 

„Wenn  man  mit  ^r^,  ^tj,  .  .  .  tTq  die  Produkte  der  Differenzen  von 
„irgend  sechs  Grössen  Aj,  Aj,  ...  k^  bezeichnet: 

^i  =  (^1  —  ^)(^i  —  ^3)  •  •  •  (^1  —  ^6)» 
TTj  =  (Aj  —  k^)  (Aj  _  A3)  .  .  .  (Aj  -  Ae), 


^6  =  (^6  ^1)  (^6  —  ^2)  •  •  •  (^6  ^)» 

„wenn  ferner  g>{k)  irgend  eine  ganze  Function  von  k  des  vierten  Grades 
„ist,  so  hat  man  identisch: 

16)  ...  .  fM  +  ^M  +  ,,.fM  =  o." 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  <p{k)  =  W^^  so  führt  das  zu  dem 
Satze : 

17)  ...  Wenn  W^  =  0,  FFj  =0,  .  .  .  fV^  —  O  die  Gleichungen 
von  irgend  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  sind,  so  las- 
sen sich  sechs  Grössen  tt^,  tTj»  •**  ^6  der  Art  bestimmen,  dass 
man  identisch  hat:  oigitizedbyGoOQlc 
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W  2  rar  2  ifT  2 

17) ^  +  JLl  +  .  .  .  ÜJL  =  0. 

Während  in  15)  die  sechs  Aasdrücke  W  eyie  ganz  bestimmte  Form 
hatten,  so  wird  dieses  in  dem  angegebenen  Satze  nicht  mehr  verlangt. 
Welche  Form  die  sechs  Ausdrücke  W  auch  haben,  durch  Multiplication 
mit  geeigneten  constanten  Factoren  lassen  sie  sich  immer  auf  die  Form 
15)  zurückführen.  Die  Quadrate  dieser  constanten  Factoren  sind  in 
dem  Satze  mit  den  angegebenen  Ausdrücken  n  yerschmolzen.  Deshalb 
haben  auch  auch  die  Ausdrücke  7t  in  dem  Satze  17)  nicht  mehr  die  frühere 
Bedeutung  der  Produkte  der  Differenzen  der  sechs  Grössen  A. 

Wir  wollen  noch  einen  zweiten  Beweis  des  Satzes  17),  unabhängig 
Yon  dem  algebraischen  Satze  16),  folgen  lassen,  der  zugleich  die  üm- 
kehrung  des  Satzes  vorbereitet. 

ZudiesemZweckewerden  wir  annehmen,  dass  fF|=0,  W2=0j...  W^=0 
die  Gleichungen  von  irgend  sechs  Punkten  1,  2,  ...  6  eines  Kegelschnittes 
seien ,  deren  homogene  Co^rdinaten  x^  y^  Zj ,  x^y^z^  ,  ,  ,  Xq  y^  Zq  aus  den 
Gleichungen  nach  bekannter  Regel  entnommen  werden.  Liegen  die  sechs 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt: 


t*00' 


r2 


+    ^^0\^y    +    •  •  •   «22^*   ^=  ö, 


SO  müssen  die  angegebenen  Coordinaten  den  sechs  Bedingungen  genügen : 

«00  V  +  2aoia:,yi  +   .  .  .  «22 V  =  0, 
IQ\         ^     ^     ^    «00  V  +  ^%i^2y2  +  •  •  •  Ö22V  =  Ö» 


ö^oo^e 


+    ^aoj^cyo    +    •  •  •    «22  V 


Es  lassen  sich  nun  sechs  Grössen  :V|,  tt,,  .  • .  n^  immer  so  bestimmen, 
dass  fünf  von  den  folgenden  sechs  Gleichungen  erfüllt  werden: 

«r         *       «.  r     •    •    •        _      —  ^> 

1  '*2  6 


19) 


"1 


TCo  ^K 


yi^i  ,  y2^2  _!_,,,  gfl^«  _^Q 


7t. 


'2 


^i^i   +  ^2!^  -|j  .  .  .   M§  =  o< 


^2  ''^C 

Dividirt  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  18)   der  Reihe  nach 
durch  3V|,  TTj,  .  .  .  9r(,  und  addirt  in  vertikaler  Richtung,  so  sieht  man,  dass 
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anch  die  sechste  Gleicbnng  des  Systemes  19)  erfUlt  wird,  wenn  fünf 
derselben  erfüllt  werden. 

Die  Systeme  Gleichnngen  18)  und  19)  sind  hiemach  ftqniyalent. 
Indem  sie  auf  einander  zurückgeführt  werden  können,  drückt  jedes 
derselben,  wenn  man  in  dem  ersten  die  sechs  Coefficienten  a  nnd  in 
dem  anderen  die  sechs  Grössen  n  unbestimmt  lässt,  nichts  aus,  als  dass 
die  sechs  Punkte  1,  2,  ...  6  in  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Multiplicirt  man  aber  die  Gleichungen  19)  der  Reihe  nach  mit 
tt*,  t;^  nr^y  2vWy  2wUy  2uv  und  addirt  wieder  in  vertikaler  Richtung ,  so 
erhält  man  aus  den  Bedingungen  19)  für  die  sechs  Punkte  1,  2,  ...  6 
eines  Kegelschnitts  die  identische  Gleichung  17),  welche  umgekehrt  wiedtSr 
in  die  sechs  Bedin^ngsgleichungen  19)  zerföUt. 

Da  die  identische  Gleichung  17)  sich  aber  in  die  Bedingungsglei- 
chungen 19)  für  die  sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes  auflöset,  so  ist 
damit  zugleich  der  umgekehrte  Satz  17)  bewiesen: 

20)  .  .  .  Wenn  ^^  =  0,  fF^  =  0,  •  .  .  Wf^  =  0  die  Gleichungen 
Yon  sechs  Punkten  sind  und  wenn  die  linken  Theile  dieser 
Gleichungen  einer  identischen  Gleichung  v.on  der  Form  17) 
genügen,  so  liegen  die  sechs  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Die  Gleichung  17)  ist  eine  quadratische  in  den  sechs  Ausdrücken  W, 
hervorgegangen  aus  der  identischen  Gleichung  16)  durch  die  Substitution 
g>(A)  =  W^.  Aus  derselben  identischen  Gleichung  16)  ergeben  sich  aber 
noch  lineare  identische  Gleichungen  in  den  sechs  Aujsdrücken  fF,  wenn 
man  für  ip{X)  nacheinander  setzt: 

W,         XWy         }?W 
nämlich  die  Gleichungen: 

1  t 

^6  =  0, 

21)  .     .     .     .     3  ^,  +  3  fr,  +  .  .  .  3    /Te  =  0, 


1 

1 

I 

Wi 

+ 

Wt 

+    . 

7^, 

^ 

■■    % 

A, 

^i 

+ 

h 

Wi 

+    .. 

h 

TT, 

»2 

"   »6 

A.2 

A,^ 

i«* 

_JL 

^i 

+ 

22- 

Wt 

+    . 

6 

«1 

»2 

"    «6 

Verschmelzen  wir  wieder  die  Produkte  ft  mit  den  ihnen  entsprechen- 
den Ausdrücken   W^  so  können  wir  hiernach  sagen: 

22)  .  .  .  Wenn  FFj  =  0,  FF,  =  0,  .  .  .  ^ß  =  0  die  Gleichungen 
von  irgend  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  sind,  so  las- 
sen sich  immer  sechs  Grössen  n  und  sechs  andere  Grössen  X 
der  Art  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  21)  identische 
werden. 

Der  Satz  lässt  sich  auch  umkehren  wie  folgt: 

23)  ...  Wenn  ^1  =0,  W^  =  0,  .  .  .  ^g  =  0  die  Gleichungen  von 
sechs  Punkten    sind,    und    wenn    sich   sechs^  Grösse^ 
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sechs  andere  Grössen  l  de.r  Art  bestimmen  lassen,  dass  die 
Gleichungen  21)  identische  werden,  so  liegen  die  sechs 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Den  Beweis  des  Satzes  werden  wir  dadurch  fähren,  dass  wir  unter 
Voraussetzung  der  Bedingungen  21)  nachweisen,  dass  die  sechs  Punkte 
1,  2,  ...  6,  um  welche  es  sich  handelt,  die  Ecken  eines  PascaFschen 
Sechsecks  bilden,  dessen  gegenüberliegende  Seiten  sich  paarweise  in 
drei  Punkte  p,  q^  r  der  yorhergehenden  Figur  schneiden,  welche  in 
einer  geraden  Linie  liegen. 

Durch  Elimination  von  zwei  Symbolen  W  aus  den  identischen  Glei- 
(Zungen  21)  lassen  sich  andere  identische  Gleichungen  bilden,  welche 
nur  vier  von  diesen  Symbolen  enthalten.  Multipliern  wir,  um  fV^  und 
Wq  zu  eliminiren,  die  Gleichungen  der  Keihe  nach  mit 

^5*6,  — ^5    +    ^«)>  1 

und  addiren,  so  erhalten  wir: 

24) (A,  -  l,)  {l,  -  i«)  IT  +  (*i  -  ^5)  (*2  -  *6)  -^ 

+  ih  -  *5)  (^3  -  *«)  ^  +  ih  -  h)  (^4  -h)^=  0. 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  aus  21)  durch  Elimination  von  W^ 
und  W^  oder  von  IV^  und  W^  oder  von  fPj  ^^^  ^5  d^®  identischen 
Gleichungen : 

{K  -  h)  ih  -h)Z^  +  (*2  -  h)  ih  -  h)  ^ 


+  ih  -  h)  ih  -  *e)  -^  +  (^5  -  ^s)  (^5  -h)^  =  0, 

W  W 

25) (A3  -  i^)  (ij  -  A.)  ^  +  (^3  -  *4)  (is  -  i,)  -^ 

+   (^5-^4)  (^5-^0-^    +   (^(5-^4)  (^6  -  M   5^  =  0, 
W  W 

ih  -  K)  (A3  -  ^2)  — '  +  (A4  -  h)  kh  -  A2)  -p 

+   (^6  -  ^5)  (^6   -   ^2)  ^  •+   (^1  -  ^5)  (^1   -  ^2)  -^  =  0, 

welche  den  Beweis  liefern,   dass  folgende  Gleichungen  die  drei  Punkte 
p,  q^  r  analytisch  ausdrücken: 

p)    .  .  .    (A,  -  A3)  (A,  _  A,)  ^  +  (Aj  -  A3)  (A3  -  A«)  ^  =0, 

9)     ■    •'      ih-  ^4)1(^2  -  *l)  ^  +  (A3  -  A4)    ih  -  Ai)    5  =  0, 

^2  ^^ 

r)     ...      (A3-A5)(A3-^)^'^    +(^4-^5)(^4-^2)    V'=^- 
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} 

+  ?  ^^  +  •  • 

»1 

•  I-*  ^*  =  0, 

Ä2 

•  ?   ^«  =  0. 

Mnltiplicirt  man  nnn  diese  Punktgleichangen  der  Reihe  nach  mit: 

(^1  -  h)  (^4  -  ^5),         (^  -  ^e)  ih  -  h)^        (^1  -  h)  (^4  -  h) 

und  addirt,  so  erhält  man  die  mit  (Aj  —  A3)  (i^  —  i^)  multiplicirte  iden- 
tische Gleichung  24).  Da  diese  Gleichung  aher  eine  identische  ist,  so 
liegen  die  drei  Funkte  Pj  q^  r  auf  einer  geraden  Linie. 

Es  sei  noch  eines  Systemes  linearer  identischer  Gleichungen  erwähnt, 
welches  gleichfalls  die  Bedingungen  für  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts 
ausdrückt: 


26) 


Diese  Gleichungen  componiren  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  19),  können 
aher  auch  durch  Differentiation  nach  den  Variaheln  u,  v,  tv  aus  der  iden- 
tischen Gleichung  17)  abgeleitet  werden.  In  ihnen  bedeuten  x^,  ^t»  ^Tj,  .  .  . 
die  homogenen  Coordinaten  der  sechs  Punkte,  die  sich  nach  bekannter 
Regel  aus  ihren  Gleichungen  ^^  =  0  .  .  .  abnehmen  lassen,  und  die  n 
bedeuten  sechs  zu  bestimmende  Grössen. 

Es  wird  Vortheil  bringen,  bei  den  identischen  Gleichungen  17)  und 
und  21),  wie  wir  sie  aus  dem  algebraischen  Satze  16)  abgeleitet  haben, 
noch  zu  verweilen.  Wir  wiederholen  deshalb  die  Bedeutung  der  sechs 
Grössen  tc  in  ihnen  als  die  angegebenen  Produkte  der  Differenzen  der 
sechs  willkürlichen  Grössen  A,  der  sechs  Ausdrücke  fV  in  15)  und  der 
drei  Ausdrücke  A,  B,  C  in  7).  Wir  nannten  die  Gleichungen  17)  und 
21)  identische,  und  verstanden  darunter,  dass  sie  für  alle  Werthe  der 
Variabein  m,  p,  w  erfüllt  werden. 

Diese  Gleichungen  17)  und  21)  bleiben  identische,  wenn  man  für 
die  Variabein  ii,  v,  w  nach  17) :  A  =  au  +  a^v  +  a^rv^  B=hu  +  b^v  +  b^tv^ 
C=  cu  +  c^v  +  c^fv  die  Variabein  A^  B,  C  einführt.  In  dieser  Form 
verificiren  sie  sich  sogleich  durch  den  algebraischen  Satz  16)  und  köiinen 
eben  so  leicht  auf  einander  zurückgeführt  werden.  Die  identische  Glei- 
chung 17)  zerfällt  nämlich  nach  Einführung  der  neuen  Variabein  A,  By  C 
in  sechs  Gleichungen,  aus  deren  Composition  sich  die  identischen  Glei- 
chungen 21)  ergaben  und  die  Gleichung  17)  geht  umgekehrt  aus  den 
Gleichungen  21)  hervor  durch  Multiplication  respective  mit  A,  B^  C  und 
Addition.  Durch  Differentiation  der  identischen  Gleichung  17)  nach  den 
neuen  Variabein  werden  ebenfalls  die  Gleichungen  21)  erhalten. 

Die  Gleichungen  17)  und  21)  bleiben  auch  identische  Gleichungeiu 
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wenn  man  für  die  nnabbänigen  Variabeln  A^  B,  C  die  Variabeln  W^,  fPg,  W^ 
einführt  durch  die  aus  15)  entnommenen  Gleichungen: 

27).,.  W,=A  +  Bki  +  a^\    W^=A  +  BX^+Ck^^,   W,=A+ BX^  +  Cl^^. 

Betrachten  wir  nun  die  Variabeln  fF|,  W^^  W^  als  die  unabhängigen 
Variabeln,  so  sind  durch  die  Gleichungen  21)  die  Variabeln  W^^  W^,  W^ 
gegebene  lineare  Functionen  der  unabhängigen  Variabeln  W^,  W^^  W^j 
welche  in  die  Gleichung  17)  eingesetzt  diese  zu  einer  identischen  machen. 
Wenn  wir  demnach  die  Bedeutung  der  sechs  Grössen  n  als  die  Produkte 
der  Differenzen  der  sechs  willkürlichen  Constknten  festhalten,  so  können 
wir  allgemein  sagen: 

28)  .  .  .  Wenn  irgend  6  Variabele  W^,  W^,  ...  W^  durch  ^ 
drei  lineare  Gleichungen  von  der  Form  21)  mit  einander  ver- 
bunden sind,  so  sind  dadurch  drei  von  den  Variabeln  als 
Functionen  der  drei  anderen  der  Art  bestimmt,  dass  sie  in 
die  Gleichung  17)  eingesetzt  diese  Gleichung  zu  einer  iden- 
tischen machen. 

Da  die  Gleichungen  21)  linear  sind,  die  Gleichung  17)  aber  aus  den 
Quadraten  der  Variabeln  zusammengesetzt,  so  erinnert  der  angegebene 
Satz  an  das  Problem  der  Eaumgeometrie,  der  Transformation  der  recht- 
winkligen Coordinaten ,  welches  algebraisch  ausgedrückt  verlangt:  Die 
Substitutionen  für  drei  abhängige  Variabeln  als  lineare  Aus- 
drücke von  drei  unabhängigen  Variabeln  zu  bestimmen, 
welche  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  abhängigen  Varia- 
beln in  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  unabhängigen  Varia- 
beln transformiren. 

Hier  liegt  ein  ähnlicher  Fall  vor,  der  einzige  Unterschied  ist  der, 
dass  die  Quadrate  der  Variabeln  in  17)  noch  ganz  bestimmte  Coefficienten 
haben.  Da  sich  aber  der  genannte  Unterschied  durch  geeignete  Sub- 
stitutionen beseitigen  lässt,  so  sind  wir  in  der  Lage,  jenes  Raumpro- 
blem algebraisch  zu  behandeln  ohne  weitere  Baumbetrachtungen  herbei- 
zuziehen. 

Wir  führen  zu  diesem  Zwecke  an  Stelle  der  unabhängigen  Variabeln 
^u  ^8>  ^6  d*®  unabhängigen  Variabeln  a:,  y,  z  ein  und  an  Stelle  der  ab- 
hängigen Variabeln  FFj,  W^^  W^  die  abhängigen  Variabeln  -ST,  F,  Z,  indem 
wir  setzen: 

29)   ...   .   w^^i/^^.y,  w,  =  y^.r, 

W^  =  i/^,.  Z,  W^  =  /TTß  .  Z. 

Dadurch  geht  die  identische  Gleichung  17)  über  in: 

30) X^+Y^  +  2^  =  a?  +  y^  +  z^ 

und  die  Gleichungen  21)  in: 
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4=^  +  -^r+-^Z=  -L^x+-^y+  -4=^, 


j/n^  j/«4  /%  «y^i  «/^3  */«i 


'5 


31)..     Ax+-^F+-^Z=^x  +  -^y+-4^z, 

/»2  ^^^4  K«6  «K^l  «K«3  «T% 

l2  i2  22  22  12  12 

-7=  ^  +  -7—-  -f  +  -7=  2  =  — 1=  ^  H 1=  y  H 7=  «>• 

^jt2        j^7C4        ^Ttß        iyn^        iyn^       iyn^ 

nud  der  Satz  28)  lässt  sieb  nunmebr  so  ausdrücken: 

32)  .  .  .  Die  Gleichungen  31)  bestimmen  die  Substitutionen 
von  drei  abhängigen  Variabeln  X^  F,  Z  als  lineare  Functio- 
nen der  drei  unabhängigen  Variabeln  a;,  y^  z,  durch  welche 
die  Summe  der  Quadrate  der  drei  abhängigen  Variabeln 
übergeführt  wird  in  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  unab- 
hängigen Variabeln. 

Um  die  Substitutionen  durch  Elimination  zu  erhalten,  multipliciren 
wir  die  Gleichungen  31)  der  Reihe  nach  mit: 

^2*4»  (*2    "t"    *4)>  ^» 

und  addiren.     Dadurch  erhalten  wir  die  Substitutionen  selbst: 
X  ^=^  ax  +  hy  +   cz, 

33) T  =  ax  +  h'y  +  cz, 

Zff      I    i''      I      " 
c=aa;+oy+  c  2, 

indem  wir  haben: 

„  _  {h-K){h-h)   vjh.     .  _  ih-^i)ih-h)   y«2, 

-  "(Aj-A,)  (A, -  A.)  .•  K«.'  i^-K)  (.h -  h)  '  i  K«3 

.  ^  (A.-A,)(A,-A,)  y,t,  ^  il,-kt)  (A3-A^)  y^ 

(A,-Ae)(A,-Aj)  'iK«!'  (A4-Aa)  {*4-*2)  «^«8 

„  _  (A,-A3)(Ai-A,)  £«e.  ."  ^  (Aa-A^)  (A3-A,)  J^ 

(A,-Aj)  (Ae-A,)  ■  .T«.'  ih-h)  i^i,-i-i)  «^«3 

,  ^   (^5-^4)  (^5-^6)         F«2 

(Aj-A,)  (Aj-Ae)      iT< 

"(^4-^6)  (»4-^)    '«T^ 

_  (A,-A,)  (A,-A,)       y^ 
.    —  (Ae-A,)  (Ae-A,)  "  /K^' 
Diesen  Ausdrücken   der  neun   Coefficienten    in   den   Substitutionen 
geben   wir  noch  eine   andere  Gestalt,   indem  wir  für  y^i^  . .  .  y^^  re- 

spective  setzen    -ri-,  . . .  --=   und   den    von   den  Quadratwurzelzeichen 
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34) 
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freien  'Grössen  n  ihre  Werthe  zuertheilen: 

,       (A4-A,)  (A4— ;»)     iVn,  ,       q,— A,)  (^4—15)     iV«^ 

"  ~  (ii-A3)(*i-i5)  ■    Vit,'  {h-h){h-h)  '    V«i 

"  "  (ii-As)(ii-*5)-'  y<         {h-h){h-h)'  K«« 

35)  (A,-M(^2-^3)     12^ 

~    (A5-I1)  (*5-is)  ^%' 

~   (is-ll)  (*5-*3)    ■       K«4' 

."  _  {h—h){h—h)     {VH 
{h-h)  ih-h)        K% 

Was  die  Vorzeichen  der  sechs  Quadratwurzeln  ^tc^  . . .  ]K«ß  anbe- 
trifft, welche  in  die  eben  gegebenen  Ausdrücke  der  neun  Coefficienten 
eingehen,  so  können  dieselben  ganz  willkürlich  genommen  werden.  Be- 
merken wir  aber,  dass  sämmtliche  Variationen,  die  in  den  Substitutionen 
33)  durch  die  Veränderung  der  Vorzeichen  der  sechs  Quadratwurzel- 
grössen  hervorgehen,  auch  dadurch  zu  Wege  gebracht  werden  können, 
dass  man  einer  oder  mehreren  der  sechs  Variabein  die  entgegengesetzten 
Vorzeichen  zuertheilt,  so  können  wir  von  diesen  Variationen  absehen 
und  annehmen,  dass  sämmtliche  Quadratwurzelgrössen  das  positive  Vor- 
zeichen haben. 

Wir  haben  nun  zwar  die  Substitutionen  33)  bestimmt,  welche  die 
Gleichung  30)  zu  einer  identischen  machen,  es  erhebt  sich  aber  die 
Frage ,  ob  die  angegebenen  33) ,  welche  wir  von  den  sechs  willkürlichen 
Grössen  X  abhängig  gemacht  haben,  auch  die  allgemeinsten  seien. 

Zur  Beantwortung  der  Frage  gehen  wir  auf  die  Bedingungsgleichun- 
gen zwischen  den  neun  Coefficienten  in  den  Substitutionen  näher  ein, 
in  welche  die  identische  Gleichung  30)  nach  den  Substitutionen  33)  sich 
auflöset : 

«2   +    ^'2   +    «"2  ^1^  ftc    -f    b'c'   +    h"c"  =  0, 

36)  .     .     ft«    +  ft'2  +  y'2  =  1,  ca  +  cd  +  c'd'  =  0, 

c2   +   c'i  +  c"2  =1,  ah  Jr  «^'  +  «"ft"  =  0. 

Dass  die  Werthe  35)  der  Coefficienten  in  diese  Gleichungen  36) 
eingesetzt  denselben  genügen,  geht  einfach  daraus  hervor,  dass  durch 
die  Substitutionen  35)  in  36)  ganz  dieselben  Gleichungen  erhalten  wer- 
den, welche  sich  ergaben,  wenn  man  in  der  identischen  Gleichung  für 
^>  (A)  nach  einander  setzt: 

(i-l,)HA-A»?,  {X-X^^{l-l,)\  (X_J,)2(i_A3)2, 

(i_i.).(A_i,)(i_i^),  (i_i3)2(i_i^)(A_x^),  ^(i-v;(gö6gte-^3)' 
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Es  ist  dieses  nnr  ein  Beweis  a  posteriori,  dass  die  Substitutionen  33) 
mit  den  Werthen  35)  der  Coefficienten  die  Gleichung  30)  zu  einer  iden- 
tischen  machen.  ^ 

Aus  den  sechs  Bedingungsgleichungen  36)  zwischen  den  neun  Coef- 
ficienten  in  den  Substitutionen  33)  lassen  sich  nur  sechs  Coefficienten 
fest  bestimmen.  Drei  von  ihnen  können  beliebig  angenommen  werden. 
Daraus  folgt,  dass  die  9  Coefficienten  in  den  Substitutionen 
33),  welche  die  Gleichung  30)  zu  einer  identischen  machen, 
sich  durch  nur  drei  Constanten  ausdrtlcken  lassen.  Wir 
haben  aber  jene  neun  Coefficienten  durch  sechs  willkürliche  Constanten 
ausgedrückt.  Das  ist  ein  Paradoxon.  Wir  werden  dasselbe  dadurch 
lösen,  dass  wir  zeigen,  wie  die  sechs  willkürlichen  Grössen  X  in  den 
Coefficienten  34)  oder  35)  doch  nur  die  Stelle  von  drei  willkürlichen 
Grössen  vertreten,  die,  wie  es  sein  soll,  in  die  Coefficienten  eingehen. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  die  Ausdrücke  34)  oder  35) 
der  neun  Coefficienten  ungeändert  bleiben,  wenn  man  erstens  für  alle 
Xx  setzt  aXxi   zweitens   fQr  alle  X^e  setzt  Xjg  —  ß  und  drittens  für  alle  X^ 

setzt  — .    Wenn  wir  diese  Substitutionen  in  eine  vereinigen ,  so  können 

Xjt 
wir  sagen:   die  neun  Coefficienten  34)    oder  35)  der  sechs  Variabeln  X^ 

bleiben  dieselben  Functionen   der  sechs  Variabeln  jü«,   wenn  man  setzt: 

37) ,,  =  ^iliL+i, 

f^x  +  y 

also  unabhängig  von  a,  /3,  /,  wovon  man  sich  auch  direkt  leicht  über- 
zeugen kann. 

Daraus  ziehen  wir  den  Schluss,  dass,  wenn  man  in  den  eben  an- 
gegebenen Ausdrücken  34)  oder  35)  der  neun  Coefficienten  irgend  wel- 
eben  drei  Variabeln  X  gegebene  Werthe  zuertheilt,  die  drei  anderen 
aber  beliebig  variiren  lässt,  die  neun  Coefficienten  alle  Werthe  an- 
nehmen, welche  sie  durch  Variation  sämmtlicher  Variabeln  X  erhalten 
würden. 

Denn  es  sei  C  der  Ausdruck  irgend  eines  der  neun  Coefficienten 
und  (C)  der  Ausdruck,  in  welchen  C  durch  die  Substitutionen  37)  über- 
geht. Es  ist  (C)  also  dieselbe  Function  der  sechs  Variabeln  fix  als  C 
der  Variabeln  Xxj  welche  Werthe  auch  a^  ß,  y  haben.  Haben  nun  die 
sechs  Variabeln  A«  irgend  welche  Werthe,  so  kann  man,  da  es  freisteht 
über  die  Constanten  or,  ß,  y  beliebig  zu  verfügen ,  denselben  solche  Werthe 
zuertheilen,  dass  drei  von  den  sechs  Variabeln  f^x  auf  Grund  der  sechs 
Gleichungen  37)  gegebene  Werthe  erhalten.  Da  aber  C  =  (C)  ist,  so 
haben  wir  auf  der  einen  Seite  irgend  welche  Werthe  der  Variabeln,  auf 
der  anderen  Seite  gegebene  Werthe  von  drei  Variabeln. 

Die  Ausdrücke  34)  oder  35)  der  neun  Coefficienten  hängen  dem- 
nach nur  von   drei  Grössen  ab,   die   ganz  willkürlich  bleiben  und  die 


396  Vier  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Substitutionen  33)  sind  deshalb  die  allgemeinsten,  welche  die  Gleichung 
30)  zu  einer  identischen  Gleichung  machen. 


*)  Die  Snbstitationen  33)  mit  den  in  34)  oder  36)  an^eg^ebenen  Werthen  der 
nenn  Coefficienten,  abhängig  gemacht  von  nur  drei  beliebigen  GrösBen,  sind  be- 
kanntlich die  Transformatipnsformeln  für  rechtwinklige  Raumcoordinaten.  Sie 
haben  weder  die  Form  der  Euler^schen  noch  der  Monge^schen  Transformationsfor- 
meln.  Sie  stehen  vielmehr  in  einer  geometrischen  Verbindung  mit  den  confocalen 
Oberflächen  nnd  dadurch  mit  den  elliptischen  Coordinaten.  Diese  Verbindung  dar- 
sulegen,  ist  der  Zweck  der  Anmerkung. 

Es  ist  aus  meiner  Vorlesung  über  Raumgeometrie,  welche  von  den  confocalen 
Oberflächen  und  den  elliptischen  Coordinaten  handelt,  bekannt,  dass  die  confocalen 
Oberflächen  sich  durch  eine  einzige  Gleichung  mit  dem  willkürlichen  Parameter  X 
ausdrücken  lassen: 

«t  ..t  2* 

r^  —1=0. 


*!  —  X  As X  Ag 

Wenn  wir  annehmen,  dass  ili  ]>  X3  ^  X^t  "<>  stellt  die  angegebene  Gleichung  Ober- 
flächen verschiedener  Gattung  dar: 

Ellipsoide,  wenn  X  =  Xf  zwischen  —  OO  und  X^ 
einfache  Hyperboloide,  wenn  X  ^^  X4  zwischen  X^  und  X^ 
zweifache  Hyperboloide,  wenn  X  =  A«  zwischen  X3  und  X|. 
Es  ist  ferner  aus  der  citirten  Vorlesung  bekannt,  dass  alle  Oberflächen  der- 
selben Gattung  den  ganzen  unendlichen  Raum  erfüllen,  dass  aber  keine  zwei  Ober- 
flächen derselben  Gattung  sich  schneiden.    Dagegen  schneiden  sich  je  zwei  Ober- 
flächen verschiedener  Gattung  immer  in  reellen  Punkten  und  zwar  senkrecht. 

Nehmen  wir  also  drei  confocale  Oberflächen  verschiedener  Gattung  mit  den 
Parametern  Z^,  X4,  Z«,  so  schneiden  sich  dieselben  in  8  Punkten,  und  wenn  wir 
die  Coordinaten  eines  dieser  Schnittpunkte  bezeichnen  mit  x\  y\  z\  so  werden 
dieselben  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

—  1  =  0, 

—  1  =  0. 

Xi Aq  Xj Aq  A5 Xq 

Die  Tangentenebenen  der  drei  Oberflächen  in  dem  Schnittpunkte  stehen  auf 
einander  senkrecht  gleich  wie  die  drei  ihnen  parallelen  Ebenen,  welche  durch  den 
Coordinatenanfangspunkt  gehen: 


+ 

+ 

+ 

y« 

+ 

z'« 

X* 

J- 

v« 

j. 

z'* 

yy 


X| — A{  X3 — Af              X5 Xf 

XX  ,        yy  ,        z% 

X| — X4  X) — X4  X5 — X4 

x'  X  _.        yy  z'tt 


=  0, 
=  0, 
=  0. 


Xi      X(j  Xj      Xq  X5  —  Xe 

Diese  Ebenen  sind  nun  die  Goordinatenebenen  X  =  0,  i^:=0,  Z  =  0  des 
zweiten  durch  33)  bestimmten  rechtwinkligen  Coordinatensystems. 

Man  überzeugt  sich  von  der  Richtigkeit  des  Gesagten,  wenn  man  nach  Vor- 
schrift der  citirten  Stelle  die  Coordinaten  x\  y\  z  des  Schnittpunktes  berechnet 
nnd  in  die  drei  letzten  Gleiohnngen  einsetzt.  ^  1 
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Wie  wir  am  Anfange  der  gegenwjlrtigen  Vorlesung  Kegelsclmitte 
darch  homographische  Strahlenbtischel  haben  entstehen  sehen »  so  lassen 
sich  dem  analog  Kegelschnitte  auch  durch  homographische  Punktesysteme 
erzeugen.  Die  Analogie  der  sich  daran  knüpfenden  Untersuchungen  ist 
so^  YoUständig,  dass  sie  nach  Verwechselung  der  Punktcoordinaten  mit 
Liniencoordinaten  einer  Wiederholung  der  vorhergehenden  Untersuchun- 
gen gleich  kommen.  Es  werden  darum  nach  der  angegebenen  Verwech- 
selung die  vorgeführten  analytischen  Formeln  ausreichen  und^wir  werden 
die  sich  ergebenden  analogen  Sätae  mit  gleichen  Zahlen,  aber  in  dop- 
pelten Klammem,  bezeichnen. 

Nach  der  ersten  Vorlesung  stellen  die  Gleichungen  1)  der  zweiten 
Vorlesung  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  homographischer  Punkte- 
systeme dar,  wenn  Üq  =  Oj  F^  =  0  und  I7j  =  0,  Tj  =  0  die  Glei- 
chungen sind  von  zwei  Paaren  entsprechender  Punkte. 

In  dieser  Voraussetzung  kommen  die  Werthe  der  Liniencoordinaten, 
welche  beiden  Gleichungen  1)  zugleich  genügen,  derjenigen  geraden 
Linie  zu,  welche  die  beiden  Punkte  1)  verbindet.  Die  Goordinaten 
dieser,  zugleich  mit  k  variabeln  geraden  Linie  genügen  der  aus  der 
Elimination  von  X  hervorgegangenen  Gleichung  2)  eines  Kegelschnittes 
in  Liniencoordinaten.     Sie  ist  deshalb  Tangente  des  Kegelschnittes  2). 

Die  beiden  geraden  Linien,  auf  welchen  die  homographischen  Punkte- 
systeme liegen,  sind  selbst  Tangenten  des  Kegelschnittes  2),  weil  diö 
Gleichung  2)  erfüllt  wird  sowohl  für  Üq  =  0  und  [Zj  ==  0  als  für  Fo  =  0 
und  F|  =  0.  Da  sich  aber  die  Gleichung  jedes  beliebigen  Kegekchnittes 
in  Liniencoordinaten  auf  die  Form  2)  zurückführen  lässt,  so  haben  wir 
den  mit  3)  analogen  Satz: 

(3)  ...  Wenn  man  je  zwei  entsprechende  Punkte  von  zwei 
homographischen  Punktesystemen  durch  gerade  Linien  ver- 
bindet, so  sind  die  Verbindungslinien  Tangenten  eines  und 
desselben  Kegelschnitt  es,  der  von  den  beiden  geraden  Linien 
berührt  wird,  auf  welchen  die  homographischen  Punktesy- 
steme liegen. 

Da  man  die  Gleichung  eines  jeden  Kegelschnittes  in  Liniencoordi- 
naten immer  auf  die  Form  2)  zurückführen  kann,  in  welcher  Üq  =  0, 
ü^  s=s  0  und  F^  s=  0,  Fj  =3  0  die  Gleichungen  der  gegenüberliegen- 
den Ecken  eines  beliebigen,  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  Vierecks 
bedeuten,  und  da  mit  Einführung  der  neuen  Variable  l  die  eine  Glei- 
chung 2}  in  die  beiden  Gleichungen  1)  zerfällt,  so  ist  es  erlaubt  den 
Satz  umaukehren,  wie  folgt: 

(4)  ...  Alle  Tangenten  eines  Kegelschnittes  theilen  zwei  be- 
liebige unter  ihnen  homographisch. 

Wenn  wir  unter  x^  y,  z,  wie  diese  Variabein  ursprünglich  in  die 
Gleichungen  1)   eingehen,  Liniencoordinaten  verstehen,  so  erhalten  w^ 
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durch  Auflösung  der  Gleichungen  die  homogenen  Coordinaten  x,  y,  z 
der  Tangente  des  durch  Liniencoordinaten  ausgedrückten  Kegelschnittes 
2)  in  der  Form  5).  Bezeichnen  wir  ferner  mit  ti,  t;,  iv  variahle  Punkt- 
coordinaten,  so  wird  8)  aaf  Grund  von  6)  und  7)  die  Gleichung  der 
genannten  Tangente  sein;  was  wir  allgemeiner  so  ausdrücken: 
(9)  ...  Wenn  man  die  Gleichungen  von  irgend  drei  geraden 
Linien  multiplicirt  respective  mit  der  0*®",  1*®"  und  2'®°  Po- 
tenz einer  variabeln  Grösse  X  und  addirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung  einer  beliebigen  Tangente  eines  und  desselben 
Kegelschnittes. 

Dass  die  Gleichungen  der  drei  geraden  Linien  -<^  =  0,  ^^=0,  0  =  0, 
aus  welchen  die  Gleichung  8)  der  Tangente  zusammengesetzt  ist,  beliebig 
gewählt  werden  können,  erhellet  aus  dep  Gleichungen  10)  und  11),  von 
welchen  die  letztere  den  Kegelschnitt  in  Liniencoordinaten  Xj  y,  z  dar- 
stellt, welcher  von  der  Tangente  8)  berührt  wird. 

Der  Satz  (4)  in  Verbindung  mit  dem  Brianchon^schen  Satze,  dass 
jedes  Sechseck  einem  Kegelschnitt  umbeschrieben  ist,  dessen  Diagonalen, 
welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  verbinden,  sich  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden,  führt  zu  der  Lösung  der  folgenden 
Aufgabe: 

(12)  .  .  .  Wenn  von  zwei  homographischen  t'unktesystemen 
auf  zwei  geraden  Linien  drei  Punkte  des  einen  Systemes 
und  die  drei  entsprechenden  Punkte  des  anderen  Systemes 
gegeben  sind,  die  übrigen  entsprechenden  Punkte  der  bei- 
den Systeme  linear  zu  construiren. 

Es  seien  von  dem  einen  Punktesysteme  auf  der  geraden  Linie  1 
die  Punkte  a,  6,  c  gegeben  und  von  dem  anderen  auf  der  geraden 
Linie  5  die  ihnen  homographisch  entsprechenden  Punkte  a',  b\  c.  Es 
handelt  sich  darum,  den  Punkt  d'  des  zweiten  Systemes  zu  construiren, 
welcher  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  d  des  ersten  Systemes  ent- 
spricht. 

ji'  Die  Verbindungsli- 

nien 2,  3,  4  der  gege- 
benen entsprechenden 
Punkte  und  die  gera- 
den Linien  1  und  5  be- 
stimmen als  Tangenten 
einen  Kegelschnitt.  Die 
Tangente  6  desselben, 
welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  d  geht, 
hat    man    zu     suchen. 


denn  sie  bestimmt  den  gesuchten  Punkt  d'. 
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Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  die  gerade  Linie  r,  welche  den  Punkt 
d  mit  dem  Schnittpunkte  von  3  und  4  verbindet,  und  fixiren  auf  ihr  den 
Punkt,  in  welchem  sie  von  der  geraden  Linie  ac  oder  p  getro£Pen  wird. 
Verbinden  wir  den  fixirten  Punkt  mit  dem  Schnittpunkte  der  geraden 
Linien  2  und  3  durch  eine  gerade  Linie  q,  so  trifft  dieselbe  die  gerade 
Linie  5  in  dem  gesuchten  Punkte  d\  Denn  dd'  ist  nach  dem  Brian- 
chon'schen  Satze  die  sechste  Tangente  des  Kegelschnittes. 

Man  wird  in  dem  Vorhergehenden  zur  Genüge  gesehen  haben,  wie 
durch  Vertauschung  der  Punktcoordinaten  mit  den  Liniencoordinaten 
dieselben  analytischen  Formeln  doppelt  interpretirt  werden  können. 
Wenn  wir  in  der  angegebenen  Eichtung  mit  der  Interpretation  fortfah- 
ren, so  ergeben  sich  daraus  die  Sätze: 

(17)  .  .  .  Wenn  W^  =0,  FFj  =  0,  .  .  .  W^  =  0  die  Gleichun- 
gen von  irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes  sind, 
so  lassen  sich  sechs  Grössen  n^j  n^^  ,  ,  ,  n^  der  Art  bestimmen, 
dass  man  identisch  hat  17). 

(20)  .  .  .  Wenn  fPi  =  0,  ^^  =  0,  .  .  .  W^  =  0  die  Gleichungen 
von  sechs  geraden  Linien  sind,  und  wenn  die  linken  Theile 
dieser  Gleichungen  einer  identischen  Gleichung  von  der 
Form  17)  genügen,  so  berühren  die  sechs  geraden  Linien 
einen  Kegelschnitt. 

(22)  .  .  .  Wenn   ^,  =  0,   fF^  =s  0,  .  .  •   W^  =  0  die  Gleichungen 
von   irgend   sechs  Tangenten   eines  Kegelschnittes  sind,  so 
lassen  sich   immer  sechs  Grössen  n  und  sechs  andere  Grös- 
sen k  der  Art  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  21)  identische^ 
werden. 

(23)  .  .  .  Wenn  ^,  =  0,  fTj  =  0,  .  .  .  Wf^  —  O  die  Gleichungen 
von  sechs  geraden  Linien  sind,  und  wenn  sich  sechs  Grössen 
^und  sechs  andere  Grössen  k  der  Art  bestimmen  lassen,  dass 
die  Gleichungen  21)  identisch  werden,  so  berühren  diesechs 
geraden  Linien  einen  Kegelschnitt. 


Dritte  Vorlesung. 

Erweiterung  der  Homographie. 

Die  in  den  vorhergehenden  beiden  Vorlesungen  entwickelten  Sätze 
paaren  sich,  indem  jedes  Paar  hervorging  aus  einer  doppelten  geome- 
trischen Interpretation  derselben  analytischen  Formeln  mit  Vertauschung 
der  Punktecoordinaten  und  Liniencoordinaten. 

Ist  demnach  einer  dieser  Sätze  bekannt,  so  kann  man  immer  zu 
dem  ihm  entsprechenden  Satze  dadurch  gelangen,  dass  man  ^rf^M^^ 
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tischen  Formeln  aufstellt,  durch  welche  er  bewiesen  wird  und  diese 
Formeln  nach  der  bekannten  Ye/tanschnng  wieder  geometrisch  deutet. 
Das  ist  aber  ein  sehr  beschwerlicher  WQg,  um  von  einem  gegebenen 
Satze  zu  dem  ihm  entsprechenden  zu  gelangen.  Die  Geometrie  ersetzt 
deshalb  die  vermittelnden  Formeln  durch  Uebertragungsprinzipe ,  nach 
welchen  man  aus  einem  gegebenen  Satze  den  ihm  entsprechenden  un- 
mittelbar ableiten  kann.  In  unserem  Falle  ist  das  Prinzip  das  be- 
kannte Reciprocitätsgesetz. 

Die  Uebertragungsprinzipe  haben  in  der  Geometrie  eine  viel  grös- 
sere Bedeutung  als  einzelne  Sätze.  Denn  jedes  derselben  fährt  die 
Zahl  der  Sätze  in  dem  Umfange,  in  welchem  es  gilt,  auf  die  Hälfte 
zurück;  so  dass  man  nur  die  eine  Hälfte  der  Sätze  und  das  Uebertra- 
gungsprinzip  zu  kennen  braucht,  um  das  ganze  Feld  zu  beherrschen. 
Ueberlegen  wir  darum,  wo  man  erfahrungsgemäss  Uebertragungsprinzipe 
zu  suchen  hat? 

Wenn  wir  zu  diesem  Zwecke  aus  unseren  Vorlesungen  irgend  zwei 
einander  entsprechende  Sätze  hervorheben ,  so  sehen  wir  sie  auf  der 
einen  Seite  mit  einander  verbunden  'durch  dieselben  analytischen  For- 
meln ,  auf  der  anderen  Seite  durch  das  Beciprocitätsgesetz.  Irgend  zwei 
andere  entsprechende  Sätze  hängen  auf  der  einen  Seite  von  denselben, 
aber  von  den  vorhergehenden  verschiedenen  Formeln  ab,  auf  der  ande- 
ren Seite  wieder  von  dem  Reciprocitätsgesetz.  Das  Reciprocitätsgesetz 
bleibt  von  einem  Sätzepaare  zum  anderen  das  gleiche,  die  beweisenden 
Formeln  ändern  sich.  Bei  Sätzepaaren,  die  durch  ein  anderes  Ueber- 
tragungsprincip  mit  einander  verbunden  sind,  können  wir  dieselbe  Wahr- 
nehmung machen,  dass  man  jedes  Paar  aus  verschiedener  Interpretation 
derselben  analytischen  Formeln  hervorgehen  lassen  kann,  aus  Formeln, 
welche  sich  von  einem  Sätzepaar  zum  anderen  ändern. 

Dieses  soll  uns  zu  dem  Schlüsse  berechtigen,  dass  überall,  wo  zwei 
geometrische  Sätze  aus  verschiedener  Interpretation  derselben  analyti- 
schen Formeln  hervorgehen,  sich  ein  Uebertragungsprinzip  werde  ent- 
decken lassen,  welches  die  beweisenden  Formeln  auch  in  einer  grösseren 
Zahl  von  Fällen  ersetzt. 

Wir  werden  unsere  Ansicht  an  einem  Beispiele  entwickeln.  —  Zu 
diesem  Zwecke  stellen  wir  den  PascaVschen^  Satz  mit  einem  bekannten 
anderen  Satze  zusammen,  hergenommen  aus  der  sechsten  Vorlesung  über 
die  Involution. 

Die     gegenüberliegenden  Wenn  irgend  sechs  Punkte 

Seiten  12,  45  und  23,  56  und  12  ...  6  auf  einer  geraden 
34,  61  eines  einem  Kegel-  Linie  liegen,  so  giebt  es  ein 
schnitt  e  inb  e  s  ch  r  i  ehe  nen  Punktepaar  orjS,  welches 
Sechseckes  12  ...  6  schneiden  gleichzeitig  mit  den  beiden 
sich  in   drei  Punkten  p,  g,  r,     Punktepaaren  12,  45  mit  den 
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welche  auf  einer  geraden  Li-     beiden  Pnnktepaaren    23,   56 
nie  liegen.  nnd  mit  den  beiden  Pnnkte- 

paaren 34,  61  eine  Involution 
bildet. 

Diese  Sätze  sind  nicht  durch  das  Reciprocitfttsgesetz  mit  einander 
verbunden,  denn  nach  diesem  Gesetze  entspricht  der  PascaVsche  Satz 
dem  Brianchon'schen.  Dennoch  sind  sie  mit  einander  verwandt.  Den* 
sechs  auf  dem  Kegelschnitt  gelegenen  Ecken  des  Sechsecks  entsprechen 
sechs  Punkte  auf  einer  geraden  Linie  und  der  Pascarschen  geraden 
Linie  entspricht  ein  Punktepaar.  Schon  diese  Verwandtschaft  lässt  ver- 
muthen,  dass  die  beiden  Sätze  durch  ein  Uebertragungsprinzip  von  ein- 
ander abhängig  gemacht  werden  können.  Wir  werden  aber  unsere  Ver- 
muthung  noch  dadurch  bestätigen,  dass  wir  beide  Sätze  aus  verschiede- 
ner Interpretation  derselben  analytischen  Formeln  hervorgehen  lassen. 

Wenn  -i4s=0,   ^  =  0,   C  =  0  die  Gleichungen  von  irgend  drei 
Punkten  sind,  und  wir  setzen: 

W  =  A  +  BX  +  Ck^ 
so  stellt  nach  9)  der  vorhergehenden  Vorlesung  W  ^=^  0  irgend  einen 
Punkt  eines  und  desselben  Kegelschnittes  dar.  Daraus  ergeben  sich  nun 
die  Gleichungen:  ^j  =  0,  FF,  =  0  .  .  .  fF^  =  0  von  irgend  sechs 
Punkten  1  2  ...  6  des  Kegelschnittes,  wenn  man  fOr  X  setzt  Ij,  JI2  . . .  A^, 
und  man  hat  identisch  26) 


1 

w^+  . 

1 

w^  =  o 

«1 

^2 

w^+  . 

"   »6 

w^^o 

«1 

1  2 

^2+  • 

^«  =  0 

Gleichungen,   welche  aus  der  identischen   Gleichung  16)   hervorgingen, 
indem  man  für  tp  (X)  setzte   W  oder  X  fV  oder  X^  W. 

Aus  diesen  Gleichungen  setzt  sich  nun  durch  Multiplication  mit 
^3^6)  —  (^3  +  ^e)»  ^  ^^^  Addition  die  ebenfalls  identische  Gleichung 
zusammen : 

(i,  -  A3)  (i,  -h)^+  (il  -  ^3)  ih  -h)^  +  ih  -  h)  (^4  -  h)  ^ 
7C|  7t2  '•4 

+    (^5-^3)^5-^6)^    =    0, 

welche  beweiset,  dass: 

{X,  -  A3)  {X,  -A,)  -^  +  (X2  -A3)  {X,-X,)  ^  =  0 

die  Gleichung  des  PuYiktes  p  ist,   in  welchem  sich  die  gegenüberliegen- 
den Seiten  12,  45  des  Sechsecks  1  2  ...  6  schneiden.  ^  ^ 
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Um  dieser  Pnnktgleichung  eine  passendere  Form  zu  geben,  zerlegen 
wir  den  oben  angegebenen,  in  X  quadratischen  Ausdruck  für  W  in  seine 
Factoren : 

W  =  C  (l-a)  (X-ß) 
WO  wir  uns  unter  a  und  ß  allerdings  irrationale  Ausdrücke  der  Linien- 
coordinaten  m,  r,  w  vorzustellen  haben.  Mit  Einführung  dieses  Produktes 
von  W  in  die  Punktgleichung  und  unter  Berücksichtigung  der  Werthe 
von  n^  und  n^  nimmt  die  Gleichung  des  Punktes  p  eine  Gestalt  an, 
welche  an  die  Bedingungsgleichung  der  Involution  erinnert: 

(.h-h)  (.h-h)  (*!-«)  ih-ß)  -  (A1-A4)  (*l-*5)  (^2-«)  ß2-ß)  =  0. 

Denn  in  der  That  ist  der  linke  Theil  dieser  Puuktgleichung  einer 
von  den  sieben  Ausdrücken,  deren  Identität  wir  in  der  sechsten  Vor- 
lesung zur  Involution  nachgewiesen  haben.  Wir  können  daher  die 
Gleichung  des  Punktes  p  auch  so  darstellen: 

(«-Al)  («-^2)  (ß-h)  iß-h)  -  («-*4)  («-^5)  (ß-h)    (ß-h)=0. 

Die  Irrationalität  in  dem  linken  Theile  dieser  Punktgleichung  ist 
nur  scheinbar,  denn  er  lässt  sich  durch  cc  —  ß  ohne  Rest  dividiren,  weil 
er  eine  altemirende  Function  der  Grössen  a  und  ß  ist  und  der  Quotient 
wird  eine  symmetrische  Function  der  beiden  Wurzeln  a  und  ß,  welche 
sich  rational  durch  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  ausdrücken  lässt, 
deren  Wurzeln  a  und  ß  sind. 

Durch  cyclische  Vertauschung  der  sechs  Grössen  A  erhält  man  nun 
aus  der  letzten  Gleichung  folgende,  in  einander  übergehende,  Gleichun- 
gen, welche  die  Punkte  p,  q,  r  darstellen: 

(«-M  («-i»)  (^-A*)  0»-y  -  («-^4)  («-A5)  (^-ii)  O^-ij)  =  0, 

(«-Aj)  («-is)  (P-A5)  (^-Ae)  -  («-^6)  («-ie)  (^-^)  (^-^3)  =  0, 
(«-A3)  («-ij  (^-ie)  (jS-i.)  -  («-i«)  («-i.)  (^-is)  (/»-ii)  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren : 

(«-A3)  0»-A«)  -  («-Ai)  (/J-A4)  («-A»)  (/»-Aj) 
und  addirt,  so  sieht  man  ohne  die  Produkte  zu  entwickeln,  dass  die 
Summe  identisch  0  wird.  Daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  von  den 
genannten  Gleichungen  zwei  erfüllt  werden,  die  dritte  auch 
erfüllt  wird.  Denn  die  Annahme,  dass  der  Factor  der  dritten  Glei- 
chung verschwinde,  führt  zu  Widersprüchen  in  den  beiden  anderen 
Gleichungen. 

Die  Coordinaten  u,  v,  n;  der  geraden  Linie,  welche  zwei  von  den 
drei  Punkten  p,  <2^,  r  verbindet,  genügen  nun  den  diesen  Punkten  ent- 
sprechenden Gleichungen.  Dass  dieselben  auch  der  dritten  Gleichung 
genügen,  beweiset  eben  den  PascaFschen  Satz. 

Dieselben  drei  Gleichungen  beweisen  zugleich  den  Satz,  den  wir 
neben   den  PascaVschen  Satz    gestellt  haben,   wenn  wir  unter  er  und  ß 
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Grössen  verstehen,  die  durch  zwei  von  jenen  Oleichangen  bestimmt  sind 
und  demnach  der  dritten  genügen. 

Denn  wenn  Fq  =  0  und  F^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte 
bedeuten,  so  ist  Fq  — «  A  F^  =  0  die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte.  Daraus  leiten  wir  nun  die 
Gleichungen  von  irgend  sechs  Punkten  1,  2  ...  6  auf  der  geraden  Linie 
ab,  indem  wir  für  A  nach  einander  setzen  A|,  Aj  .  .  .  Ag,  und  die  Glei- 
chungen von  noch  zwei  Punkten  er,  ßy  indem  wir  unter  l  die  Werthe  von 
CK  und  ß,  bestimmt  durch  zwei  von  obigen  drei  Gleichungen,  verstehen. 
In  dieser  Auffassung  drücken  die  drei  Gleichungen  aber  die  Bedingungen 
der  Involutionen  zwischen  den  8  Punkten  auf  der  geraden  Linie  aus, 
wie  sie  der  zu  beweisende,  dem  Pascarschen  beigeordnete,  Satz  verlangt. 

Nadidem  wir  die  beiden  hervorgehobenen  Sätze  aus  derselben  ana- 
lytischen Quelle  abgeleitet  haben,  bleibt  noch  übrig,  das  geometrische 
Band  zwischen  ihnen  aufzusuchen,  ein  Band,  welches  ein  Punktesjstem 
auf  einer  geraden  Linie  und  ein  Punktesjstem  auf  einem  Kegelschnitt 
vereiniget.   Dazu  wird  die  folgende  Erweiterung  der  Homographie  dienen. 


Unsere  erste  Vorlesung  beschäftigte  sich  nur  mit  homographischen 
Strahlenbüscheln  und  Punktesjstemen  auf  geraden  Linien  und  deren 
Eigenschaften.  Am  Anfange  der  zweiten  Vorlesung  sahen  wir  alle 
Punkte  eines  und  desselben  Kegelschnittes  entstehen  durch  den  Schnitt 
entsprechender  Strahlen  irgend  zweier  homographischen  Strahlenbüschel. 
Lassen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  des  Kegelschnittes  entsprechen 
demjenigen  Strahle  des  einen  Büschels,  auf  welchem  er  liegt,  so  haben 
wir  eine  Verbindung  aller  Punkte  eines  Kegelschnittes  mit  allen  Strahlen 
eines  und  desselben  Strahlenbüschels.  Erinnern  wir  uns  femer  an  die 
Sätze  3)  und  4),  so  drängt  sich  uns  von  selbst  die  Definition  auf: 

Jeder  Strahlenbüschel,  dessen  Centrum  in  der  Peripherie 
eines  Kegelschnittes  liegt,  theilt  den  Kegelschnitt  homo- 
graphisch. 

Nach  dieser  Definition  entspricht  jeder  Punkt  des  Kegelschnittes 
homographisch  dem  Strahle  des  Büschels,  der  durch  ihn  geht  und  um- 
gekehrt. Die  Lage  der  beiden  homographischen  Gebilde  heisse  die  per- 
spectivische  Lage,  weil  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm 
entsprechenden  Punkt  des  Kegelschnittes  geht  und  jeder  Punkt  des 
Kegelschnittes  auf  dem  ihm  entsprechenden  Strahle  des  Büschels  liegt. 
Wir  drücken  dasselbe  nur  anders  ans,  wenn  wir  mit  Eücksicht  auf  3) 
und  4)  sagen: 

1)  .  .  .  Jede  zwei  homographische  Strahlenbüschel  theilen 
den  Kegelschnitt  homographisch,  welchen  die  Schnittpunkte 
der  entsprechenden  Strahlen  beschreiben.    oigjtizedbyGoOQlc 
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Der  den  Kegelschnitt  homographisch  theilende  Strahlenhüschel  ma^ 
ans  seiner  perspectivischen  Lage,  in  welcher  sein  Centrum  in  der  Peri- 
pherie des  Kegelschnittes  liegt,  herausgenommen  und  beliebig  in  der 
Ebene  verlegt  werden;  auch  in  dieser  schiefen  Lage  werden  wir  ihn 
homographisch  nennen  mit  dem  Punktesystem  auf  dem  Kegelschnitt, 
den  er  vorher  homographisch  theilte.  Aber  auch  jeder  andere  Strahlen- 
büschel  soll  homographisch  heissen  mit  dem  Punktesysteme  auf  dem 
Kegelschnitt,  welcher  homographisch  ist  mit  dem  aus  der  perspectivischen 
Lage  herausgenommenen  Strahlenbüschel. 

Um  nun  die  analytischen  Ausdrücke  für  zwei  entsprechende  Elemente 
der  zuletzt  genannten  homographischeu  Systeme  zu  erhalten,  gehen  wir 
auf  den  Anfang  der  vorhergehenden  Vorlesung  zurück.  Wir  Hessen  dort 
einen  Kegelschnitt  2) :  Ü^V^  —  ü^  F^  =  0  entstehen  durch  den  Schnitt 
der  entsprechenden  Strahlen  zweier  homographischen  Strahlenbüschel  1): 
Uq  ^  Xüi=0,  Vq  —  kVi=0  und  stellten  di^  Gleichung  des  Schnitt- 
punktes auf  in  der  Form  8)  ^  +  ^A  +  CX^  =  0.  Da  das  Centrum  des 
ersten  Strahlenbüschels  Üq  —  XU^  =  0  in  der  Peripherie  des  Kegelschnit- 
tes  liegt,  so  theilt  er  den  Kegelschnitt  in  den  Punkten  8)  homographisch. 
Sind  endlich  Ä^  =  0  und  Ä^  =  0  die  Gleichungeü  von  irgend  zwei  ge- 
raden Linien,  so  hat  man  die  Gleichung  irgend  eines  mit  dem  ersten 
Strahlenbüschel  1)  homographischen  Strahlenbüschels  Bq  —  XR^  n=3  0. 

Es  stellen  sich  also  ein  Punktesystem  auf  einem  Kegelschnitt  und 
ein  mit   ihm   bomographischer  Strahlenbüschel    immer   in   der  Form  dar: 

2)  ,     .     ,     A  +  BX  +  CX^  =  0,  Bo  —  XB^  =  0.    ^ 

Um  zu  entscheiden,  ob  diese  Gleichungen  2),  welches  auch  die  in  Linien- 
coordinaten  gegebenen  linearen  Ausdrücke  A^  B^  C  und  die  in  Punkt- 
coordinaten  linearen  Ausdrücke  Bq  und  B^  seien,  immer  entsprechende 
homographische  Elemente  ausdrücken ,  müssen  wir  auf  die  Natur  der  durch 
die  Gleichungen  2)  gegebenen  Systeme  näher  eingehen. 

Es  liegt  ein  durch  die  erste  Gleichung  2)  gegebener  Punkt  auf  dem 
durch  die  zweite  Gleichung  gegebenen  Strahle,  wenn  die  Coordinaten 
des  Punktes,  das  sind  die  Coefficienten  von  m,  y,  tv  in  der  ersten  Glei- 
chung, das  sind  quadratische  Ausdrücke  in  X^  für  die  Punktco ordinaten 
in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  der  Gleichung  genügen.  Dieses,  giebt 
eine  kubische  Bedingungsgleichung  in  X.  Dieser  Gleichung  wird  dreimal, 
nicht  viermal  genügt,  ausgenommen,  wenn  in  derselben  die  Coefficienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  X  sämmtlicli  verschwinden.  Ist  das  Letz- 
tere der  Fall,  so  wird  der  kubischen  Gleichung  für  jeden  Werth  von  X 
genügt.     Wir  drücken  dieses  geometrisch  aus  wie  folgt: 

3)  .  .  .  Wenn  ein  Punktesystem  auf  einem  Kegelschnitt  und 
ein  demselben  entsprechender  Strahlenbüschel  durch  Glei- 
chungen von  der  Form  2)  gegeben  sind,  so  geht  .dreimal  ein 
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Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  entsprechenden  Punkt 
des  Kegelschnittes.  Wenn  vier  Strahlen  des  Büschels  durch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  Kegelschnittes  gehen, 
so  geht  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den  ihm  entsprechen- 
den Punkt  des  Kegelschnittes. 

In  dem  letzteren  Falle,  wenn  jeder  Strahl  des  Büschels  durch  den 
ihm  entsprechenden  Punkt  des  Kegelschnittes  geht,  muss  das  Centrum 
des  Strahlenhüschels  auf  d^m  Kegelschnitt  selbst  liegen.  Denn  hätte  das 
Centrum  eine  andere  Lage,  so  würde  ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneiden,  denen  zwei  verschiedene 
Werthe  von  X  entsprechen,  welche  beide  demselben  Strahle  des  Büschels 
entsprechen  müssten.  Wir  können  daher  zur  Vervollständigung  des  vor- 
hergehenden Satzes  noch  hinzufügen: 

Wenn  vier  Strahlen  des  Büschels  durch  die  ihnen  nach 
2)  entsprechenden  Punkte  des  Kegelschnittes  gehen,  so  liegt 
das  Centrum  des  Büschels  in  der  Peripherie  des  Kegel- 
schnittes und  die  Systeme  sind  homographisch  und  in  per- 
spectivischer  Lage. 

Betrachten  wir  den  Fall,  dass  das  Centrum  des  Strahlenbüschels  2) 
in  der  Peripherie  dos  Kegelschnittes  2)  liegt,  so  sehen  wir,  dass  der  dem 
Centrum,  als  Punkt  des  Kegelschnittes,  entsprechende  Strahl  des  Büschels 
immer  auf  dem  ihm  entsprechenden  Strahle  liegt.  Sehen  wir  demnach 
ab  von  dem  Centrum  des  Büschels  als  Punkt  des  Kegelschnittes,  so  folgt 
aus  dem  vorhergehenden  Satze: 

4)  .  .  .  Wenn  ein  Punktesystem  auf  einem  Kegelschnitt 
und  ein  demselben  entsprechender  Strahlenbüschel  durch 
Gleichungen  von  der  Form  2)  gegeben  sind,  wenn  ferner  das 
Centrum  des  Strahlenbüschels  auf  dem  Kegelschnitt  liegt 
und  wenn  drei  Strahlen  des  Büschels  durch  die  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  des  Kegelschnittes  gehen,  so  sind  die 
Systeme  homographisch  und  in  perspectivischer  Lage.. 

Auf  diesen  Satz  gestützt  können  wir  nachweisen,  dass  die  Gleichungen 
2)  immer  homographische  Systeme  ausdrücken. 

Denn  fiziren  wir  auf  dem  durch  die  erste  Gleichung  2)  gegebenen 
Kegelschnitt  irgend  einen  Punkt  als  Centrum  eines  zu  construirenden 
Strahlenbüschels  und  ziehen  von  demselben  drei  Strahlen  nach  drei  belie- 
bigen Punkten  0,  1,  2  des  Kegelschnittes,  welchen  die  Strahlen  0,  1,  2  des 
durch  die  zweite  Gleichung  gegebenen  Strahlenbüschels  entsprechen  mögen, 
so  können  wir  die  gegebenen  Strahlen  als  die  den  drei  Strahlen  0,  1,  2 
entsprechenden  Strahlen  eines  mit  dem  gegebenen  Strablenbüschel  homo- 
graphischen  aber  noch  unvollständigen  Strahlenhüschels  ansehen.  Ver- 
vollständigen wir  nun  den  mit  dem  gegebenen  Büschel  homographischen 
Strahlenbüschel,   so  ist  der  vervollständigte  Strahlenbüschel  nach  Satz^) 
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homographiflch  mit  dem  Pnnktesysteme  auf  dem  Eegelschnitt  und  in  per> 
spectivischer  Lage.  Der  vervollständigte  Strahlenbüschel  theilt  also  den 
Kegelschnitt  in  dem  durch  die  erste  Oleichung  2)  gegebenen  Pnnktesystem 
homographisch.  Da  mit  diesem  Strahlenbüschel  aber  der  durch  die  zweite 
Oleichung  2)  gegebenen  Strahlenbüschel  homographisch  ist,  so  sind  nach 
der  Definition  die  beiden  Systeme  2)  selbst  homographisch.  Mit  Voran- 
Stellung  früherer  Bemerkungen  drücken  wir  dasselbe  so  ans: 

5)  Jedes  Punktesystem  auf  einem  Kegelschnitt  und  jeder  mit 
dem  Punktesysteme  homographische  Strahlenbüschel  lassen 
sich  durch  Oleichungen  von  der  Form  2)  analytisch  aus- 
drücken; und  umgekehrt  stellen  Gleichungen  von  der  Form  2) 
immer  ein  Punktesytem  auf  einem  Kegelschnitt  und  einen 
mit  dem  Punktesysteme  homographischen  Strahlenbüschel 
dar. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen,  auf  einen  wesentlichen  Unterschied  der 
eben  betrachteten  homographischen  Systeme  gegen  die  früheren  aufmerk- 
sam zu  machen.  Die  früheren  homographischen  Systeme,  Strahlenbüschel 
und  Punktesysteme,  liessen  sich  durch  Verlegung  in  der  Ebene  immer 
in  perspectivische  Lage  bringen;  ein  Punktesystem  auf  einem  Eegelschnitt 
und  ein  mit  demselben  homographischer  Strahlenbüschel  lassen  sich  im 
Allgemeinen  nicht  in  eine  perspectivische  Lage  versetzen.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  homographischen  Systemen  auf  welche  die  folgenden  Unter- 
suchungen führen  werden. 

Um  Punkte  eines  Kegelschnittes  mit  Punkten  auf  einer  geraden  Linie 
in  homographische  Verbindung  zu  bringen,  dehnen  wir  den  Begriff  der 
Homographie  noch  weiter  aus.  Wir  werden  sagen ,  dass  ein  Punktesystem 
auf  einem  Kegelschnitt  homographisch  sei  mit  einem  Punktesysteme 
auf  einer  geraden  Linie ,  wenn  ein  Strahlenbüschel  gefunden  werden  kann, 
der  sowohl  mit  dem  Punktesysteme  auf  dem  Kegelschnitt  als  auch  mit 
dem  Punktesysteme  auf  der  geraden  Linie  homographisch  ist. 

Wenn  demnach  Tq  =  0  und  T^  =  0  die  Gleichungen  irgend  zweier 
Punkte  sind,  so  sind  die  Gleichungen: 

6)  .     .     .     .     A  +  Bk  +  Ck^  =  0,  Tq  —  kT^=0 

die  allgemeinsten  Ausdrücke  für  homographische  Systeme  der  beschriebe- 
nen Art. 

Ein  Blick  auf  die  Formeln  2)  und  6)  lässt  femer  erkennen,  dass  der 
Satz  16)  der  ersten  Vorlesung  sich  hier  wiederholt: 

7)  .  .  .  Wenn  zwei  Systeme  homographisch  sind  mit  einem 
dritten,  so  sind  sie  unter  einander  homographisch. 

Dieser  Satz  wird  sich  bis  zum  Schlüsse  der  Vorlesung  bewähren,  in 
der  wir  uns  auf  homographische  Systeme  noch  anderer  Art  wie  von  selbst 
werden  führen  lassen.  ^  j 
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Wir  verweilen  jedoch  vorerst  bei  den  durch  die  Gleichung  6)  gegebe- 
nen homographischen  Pnnktesystemen  auf  einem  Kegelschnitt  K  und  anf 
einer  geraden  Jiinie  Z. 

Die  erste  Gleichung  6)  ist,  wenn  wir  X  variiren  lassen,  der  analytische 
Ansdmck  ftlr  alle  Punkte  eines  und  desselben  Kegelschnittes  K,  Jedem 
Werthe  von  X  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  des  Kegelschnittes  und 
jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  entspricht  ein  Werth  von  X.  Wenn  wir 
aber  ti,  v^  w  in  jener  ersten  Gleichung  6)  die  Coordinaten  einer  ge- 
gebenen geraden  Linie  /  bedeuten  lassen,  so  haben  wir  eine  ganz  be- 
stimmte in  X  quadratische  Gleichung,  deren  Wuraeln  entsprechen  werden 
den  beiden  Schnittpunkten  des  Kegelschnittes  IC  und  der  geraden  Linie  / 
der  Art,  dass  wenn  man  diese  Wurzeln  für  X  nach  einander  einsetzt  in 
die  erste  Gleichung  6),  in  welcher  u,  t^,  w  als  Variable  betrachtet  wer- 
den, man  die  Gleichungen  der  Punkte  erhält,  in  welchen  der  Kegelschnitt 
E  von  der  geraden  Linie  /  geschnitten  wird. 

Die  gerade  Linie  l  wird  Tangente  des  Kegelschnittes  if,  wenn  die 
beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  einander  gleich  werden,  das 
ist  unter  der  Bedingung: 

8) B^  —  ^AC  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  also  in  Liniencoordinaten  den  Kegelschnitt  E 
dar,  dessen  Punkte  durch  die  erste  Gleichung  6)  analytisch  ausgedrückt 
werden. 

Wir  wollen  den  Kegelschnitt  K  von  irgend  drei  geraden  Linien 
'o)  ^1  h  schneiden  lassen,  deren  Coordinaten  gegeben  seien: 

Die  den  Schnittpunkten  entsprechenden  Werthe  von  X  ergeben  sich 
dann  ab  die  Wurzeln  der  folgenden  quadratischen  Gleichungen,  in  welchen 
^,  ^0,  Cq;  A^  .  ,  .  die  Ausdrücke  A^  B,  C  bezeichnen,  nachdem  man  in 
ihnen  für  u,  v,  tv  die  Coordinaten  der  gegebenen  geraden  Linien  ge- 
setzt hat: 

A,  +  B,X  +   C,X^  =  0, 
9) Ai  +  B^X  +  C^X^  =  0, 

A2  +  B^X  +  C^X'^  =  0. 

Wenn  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  in  die  zweite  Gleichung 
6)  nach  einander  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  den 
sechs  Schnittpunkten  auf  dem  Kegelschnitt  E  homographisch  entsprechen- 
den Punkte  der  geraden  Linie  £,  die  sich  paaren,  wie  die  Schnittpunkte 
auf  dem  Kegelschnitt  Die  Gleichungen  dieser  Punktepaare  auf  der  ge- 
raden Linie  L  werden  erhalten  durch  Einsetzung  der  Werthes  von  X  aus 
der  zweiten.  Gleichung  6)  in  den  Gleichungen  9):        oigitizedbyGoOQlc 
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10) A,Ti'  +  B^T,T^  +  C,T,''  =  0, 

Ebenso  könnte  man  auch  die  Schnittpunktepaare  auf  dem  Kegelschnitt 
durch  drei  Gleichungen  ausdrücken.  Die  Gleichung  des  auf  der  geraden 
Linie  Iq  liegenden  Paares  würde  sich  ergeben  durch  Elimination  von  l 
aus  der  ersten  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  9).  Jedoch  sind 
diese  Gleichungen  zu  wenig  ttbersichtlich ,  als  dass  sie  für  unsere  Unter- 
suchungen von  Werth  sein  sollten. 

Wenn  die  drei  geraden  Linien  /q,  Z^,  /.^  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  c  schneiden,  so  lassen  sich  drei  Factoren  fig,  fc^,  fij  finden,  dass 
folgenden  drei  Gleichungen  genügt  wird: 

f*o«o   +  f*i«i   +  f*2**2  =  0> 
Daraus  componiren  sich  die  Gleichungen: 

f*oi?o    +    f*l^l    +    f*2^2  =0, 

aus  welchen  Gleichungen   folgt,    dass,   wenn  man   die   Gleichungen  10) 
der  Reihe  nach  mit  /üq,  fi|,  (Xj  multiplicirt  und  addirt,  man  identisch  o  er- 
hält, welches  nach  18)   der  sechsten  Vorlesung   eben  die  Bedingung  ist 
für  die  Involution  der  drei  Punktepaare  10). 
Wir  haben  dadurch  den  Satz  bewiesen: 

11)  .  .  .  Wenn  die  Verbindungslinien  von  drei  Punktepaaren 
auf  einem  Kegelschnitt  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden,  so  bilden  die  diesen  Punktepaaren  homographisch 
entsprechenden  Punktepaare  auf  einer  geraden  Linie  eine 
Involution. 

Beachten  wir,  dass  in  homographischen  Punkiesjstemen  jedem  Punkte 
des  einen  Systemes  immer  nur  ein  Punkt  des  andern  entspricht,  so  können 
wir  den  Satz  auch  umkehren  wie  folgt: 

12)  .  .  .  Wenn  drei  Punktepaare  auf  einer  geraden  Linie  eine 
Involution  bilden,  so  schneiden  sich  die  drei  geraden  Linien, 
welche  die  ihnen  homographisch  entsprechenden  Punkte- 
paare auf  einem  Kegelschnitt  verbinden,  in  einem  und  dem- 
selben  Punkte. 

Diese  beiden  Sätze  bilden  das  gesuchte  Prinzip,  nach  welchem  aus 
jedem  der  beiden  Parallelsätze,  von  welchen  die  gegenwärtige  Vorlesung 
ausging,  der  andere  abgeleitet  werden  kann.  Denn  die  PascaVsche  Linie 
und  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
PascaFschen  Sechsecks  schneiden  sich  dreimal  in  einem  Punkte^  juäd  auf 
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der  anderen  Seite  haben  wir  das  den  Schnittpunkten  der  Pascal'schen 
Linie  anf  dem  Kegelschnitt  homographisch  entsprechende  Punktepaar  er,  ß 
auf  der  geraden  Linie,  welches  dreimal  eine  Involntion  bildet  mit  vier 
von  den  den  sechs  Ecken  des  Sechseckes  homographisch  entsprechenden 
Punkten. 

Wenn  man  den  Kegelschnitt  schneiden  Utost  durch  Strahlen  eines 
Strahlenbüschels  mit  dem  Centrum  c,  so  bilden  die  den  Schnittpunkte- 
paaren von  je  drei  Strahlen  homographisch  entsprechenden  Punktepaare 
auf  einer  geraden  Linie  nach  11)  eine  Livolution.  Das  heisst,  die  den 
Schnittpunktepaaren  sämmtlicher  Strahlen  des  Büschels  entsprechenden 
Punktepaare  auf  einer  geraden  Linie  bilden  ein  involutorisches  Punkte- 
system. 

Dieses  involutorische  System  von  Punktepaaren  enthält  bekanntlich 
zwei  Doppelpunkte,  in  deren  jedem  ein  Punktepaar  zusammenfällt.  Den 
Doppelpunkten  entsprechen  auf  dem  Kegelschnitt  die  Berührungspunkte 
der  beiden  durch  den  Punkt  c  gehenden  Tangenten.  Das  Doppelpunkte- 
paar, als  ein  einfaches  Punktepaar  aufgefasst,  entspricht  also  auf  dem 
Kegelschnitt  demjenigen  Pnnktepaare,  in  welchem  die  Polare  des  Punktes  c 
den  Kegelschnitt  schneidet. 

Da  nun  auf  der  einen  Seite  das  Doppelpunktepaar  harmonisch  ist 
mit  jedem  Punktepaare  des  involutorischen  Systemes,  auf  der  anderen 
Seite  jeder  Strahl,  der  durch  den  Punkt  c  geht,  mit  der  Polare  des 
Punktes  c  ein  Paar  harmonischer  Polaren  des  Kegelschnittes  bildet,  so 
können  wir  die  beiden  Prinzipiensätze  11)  und  12)  auch  so  ausdrücken: 

13)  .  .  .  Den  Schnittpunktepaaren  irgend  zweier  harmoni- 
schen Polaren  eines  Kegelschnittes  auf  demselben  entspre- 
chen homographisch  auf  einer  geraden  Linie  harmonische 
Punktepaare. 

14)  .  .  .  Harmonischen  Punktepaaren  auf  einer  geraden  Linie 
entsprechen  homographische  Punktepaare  auf  einem  Kegel- 
schnitt, deren  Verbindungslinien  harmonische  Polaren  des 
Kegelschnittes  sind. 

Umgekehrt  lassen  sich  aus  diesen  beiden  Sätzen  die  beiden  vorher- 
gehenden ableiten,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  drei  gerade  Linien  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  wenn  sie  mit  einer  vierten  geraden  Linie 
drei  Paare  harmonischer  Polaren  eines  Kegelschnittes  bilden  und  dass 
drei  Punktepaare . auf  einer  geraden  Linie  eine  Involution  bilden,  wenn 
jedes  derselben  harmonisch  ist  mit  einem  vierten  Punktepaare. 

Wir  nannten  die  Sätze  11)  bis  14)  Prinzipiensätze,  weil  sie  eine 
Vermittelung  bilden  zwischen  Sätzen  der  ebenen  Geometrie  und,  wenn 
wir  uns  so  ausdrücken  sollen ,  der  Geometrie  auf  der  geraden  Linie.  An 
einem  Beispiele  haben  wir  die  Vermittelung  nachgewiesen.  Andere  Bei- 
spiele zur  Anwendung  liegen  in  der  sechsten  Vorlesung  über  ebene  Geo- 
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metrie  22) — 24)  vor.  Indem  wir  die  erwähnten  Sätze  hier  wiederholen, 
wollen  wir  jedem  derselben  denjenigen  Satz  voranstellen,  der  ihm  nach 
den  Prinzipiensätzen  entspiricht. 

Wenn    ein  'Sechseck   einem  Wenn  irgend  sechs  Punkte 

Kegelschnitt  nmbeschrieben,  1,  2  ...  6   auf  einer   geraden 

ein    zweites    Sechseck    durch  Linie    liegen    und    man    con- 

Verbindung  der  Tangirungs-  struirt  drei  Punktepaare,  von 

punkte  1,  2  ...  6  der  auf  einan-  welchen  das^erste  harmonisch 

der  folgenden  Seiten  mit  ge-  ist  mit  den  Punktepaaren  12, 

raden   Linien   demselben  Ke-  45,  das  zweite  harmonisch  mit 

gelschnitt  einbeschrieben  ist,  den  Punktepaaren  23,  56,  das 

so  ist  jede  Diagonale,  welche  dritte     harmonisch     mit     den 

zwei gegentlbe»liegende Ecken  Punktepaaren  34,   61,  so  bil- 

des  umbeschriebenen   Sechs-  den     die     drei      construirten 


ecks  verbindet,  die  harmoni- 
sche Polare  zu  einem  der 
gegenüberliegenden  Seiten- 
paare  12,  45;  23,  56;  34,  61  des 
einbeschriebenen  Sechsecks 
und  die  drei  Diagonalen  des 
umbeschriebenen  Sechsecks 
schneiden  sich  in  einem  und 
demselbe^i  Punkte. 

Durch    vier    Punkte    eines 


Punktepaare  eine  Involution. 


Beliebige   vier   Punkte  auf 


Kegelschnittes  lassen  sich  einer  geraden  Linie  bilden 
drei  Linienpaare  legen.  Die-  drei  Gruppen  von  zwei  Punk- 
jenige  gerade  Linie,  welche  tepaaren.  Dasjenige  Punkte- 
harmonische Polare  ist  zu  je-  paar,  welches  harmonisch  ist 
derLinie  eines  der  dreiLinien-  mit  jedem  Punktepaare  einer 
paare,  verbindet  die  Schnitt-  Gruppe,  bildet  eine  Involu- 
punkte  der  beiden  anderen  tion  mit  den  Punktepaaren 
Paare;  und  diejenige  gerade  der  beiden  andern  Gruppen; 
Linie,  welche  die  Schnitt-  und  dasjenige  Punktepaar, 
punkte  zweier  von  jenen  drei  welches  mit  zwei  Gruppen 
Linienpaaren  verbindet,  ist  eine  Involution  bildet,  ist 
harmonische  Polare  zu  jeder  harmonischmit jedemPunkte- 
geraden  Linie  des  dritten  paare  der  dritten  Gruppe. 
Paares. 

Wenn  man  durch  beliebige  Beliebige  vier  Punkte   auf 

vier     Punkte     eines     Kegel-  einer    geraden    Linie    bilden 

Schnittes     drei     Linienpaare  drei  Gruppen  von  zweiPunkte- 

legt  und'das  Dreieck  constru-  paaren.    Constiuirt  man  drei 

irt,  dessenEcken  die  Schnitt-  Punktepaa^^^i^i^YJ^j^^^^^^J^^^^ 
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punkte  der  drei  Linienpaare     harmoniichistmit denPnnkte- 
sind)    80    ist   jede   Seite    des     paaren  einer  Gruppe,  so  sind 
Dreiecks  die  harmonische  Po-     je    zwei    constrnirte    Punkte- 
lare    EU     einem     jener    drei     paare  harmonisch. 
Linienpaare  und  je  zwei  Sei- 
ten sind  harmonische  Polaren 
des  Kegelschnittes. 

Der  erste  Ton  diesen  Sätzen  der  ebenen  Geometrie  ist  der  bekannte 
Brianchon*sche  Satz ,  der  zweite  führt  auf  die  bekannte  Construktion  der 
Polare  eines  Punktes  in  einem  Kegelschnitt  mit  der  geringsten  Zahl  von 
geraden  Linien,  und  der  letzte  Satz  lehrt  ein  System  harmonischer  Polaren 
eines  Kegelschnittes  construlren.  Was  die,  mit  Einschluss  des  ersten 
Sätzepaares  unserer  Vorlesung,  ihnen  entsprechenden  Sätze  auf  der  geraden 
Linie  anbetrifft,  so  können  wir  in  rein  algebraischer  Auffassung  sagen, 
dass  die  beiden  ersten  Relationen  ausdrücken  zwischen  den  Wurzeln 
irgend  einer  algebraischen  Gleichung  des  sechsten  Grades  und  den  Wur- 
zeln anderer  aus  jenen  Wurzeln  construirbaren  Gleichungen,  während 
die  beiden  letzten  Sätze  Relationen  geben  zwischen  den  Wurzeln  einer 
beliebigen  biquadratischen  Gleichung  und  anderen  aus  diesen  Wurzeln 
construirbaren  Gleichungen,  von  welchen  wir  bereits  in  der  siebenten 
Vorlesung  der  ebenen  Geometrie  bei  Auflösung  der  biquadratischen  Glei- 
chung Gebrauch  gemadit  haben. 

Wie  an  den  aufgeführten  Beispielen  bilden  die  Prinzipiensätze 
22)  — 24)  die  Vermittelung  von  allen  Sätzen  der  ebenen  Situationsgeo- 
metrie mit  entsprechenden  Sätzen  der  Geometrie  auf  der  geraden  Linie. 
Wir  wollen  uns  eingehender  darüber  äussern. 

Wir  gehen  von  dem  unendlich  getheilten  Kegelschnitt  K  aus  und 
von  der  mit  dem  Kegelschnitt  homographisch  getheilten  geraden  Linie  Z. 
Irgend  eine  gegebene  gerade  Linie  /  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes 
wird  bestimmt  sein  durch  das  Schnittpunktepaar  der  geraden  Linie  auf 
dem  Kegelschnitt.  Durch  das  Schnittpunktepaar  auf  dem  Kegelschnitt 
ist  das  demselben  homographisch  entsprechende  Punktepaar  auf  der  ge- 
raden Linie  bestimmt.  Wenn  wir  dieses  Pnuktepaar  das  Bild  der  geraden 
Linie  /  auf  der  geraden  Linie  L  nennen,  so  hat  jede  gegebene  gerade 
Linie  l  ihr  entsprechendes  Bild  auf  der  geraden  Linie  Z,  und  umgekehrt 
entspricht  jedem  Punktepaare  auf  der  geraden  Linie  L  eine  durch  das- 
selbe bestimmte  gerade  Linie  /  in  der  Ebene. 

Betrachtet  man  nun  alle  Figuren  in  der  Ebene  durch  gerade  Linien 
entstanden,  den  Punkt  durch  den  Schnitt  zweier  geraden  Linien,  die 
Curve  gegeben  durch  ihre  sämmtlichen  Tangentep,  so  haben  wir  für  die 
Figuren  in  der  Ebene  auf  der  geraden  Linie  L  entsprechende  Bilder,  in 
welchen  sich  der  Charakter  der  Figuren,  das  sind  geometrische  Sätze, 
ebenfalls  aussprechen  muss ,  wie  umgekehrt  der  Charakter  der  Bilder  di^ 
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Eigenschaften  ihrer  Figuren  in  der  Ehene  hedingt.  Da  nun  Bätee  der 
Situationsgeometrie  sich  immer  so  ausdrücken  lassen ,  dass  gewisse  gerade 
Linien  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  so  sieht  man, 
dass  die  Prinzipiensätze  22) — 24)  dazu  dienen  werden,  Sätze  der  Situa- 
tionsgeometrie in  Bildsätze  za  übertragen  und  umgekehrt  aus  Bildsätzen 
Sätze  in  der  ebenen  Geometrie  herzuleiten. 

Man  kann  auch  den  Pol  c  der  geraden  Linie  /  in  dem  Kegelschnitt 
£  als  das  Element  der  Figaren  in  der  Ebene  betrachten.  In  diesem 
Falle  würde  das  dem  Schnittpunktepaare  der  Polare  /  und  des  Kegel* 
Schnittes  E  homographisch  entsprechende  Panktepaar  aaf  der  geraden 
Linie  L  das  Bild  des  Poles  c  sein.  Es  würde  also  jedem  Punkte  in  der 
Ebene  ein  Panktepaar  als  Bild  auf  der  geraden  Linie  entsprechen,  wie 
umgekehrt  jedem  Panktepaar  auf  der  geraden  Linie  L  ein  Punkt  in  der 
Ebene  entspricht.  Die  Prinzipiensätze  Hessen  sich  dann  in  ähnlicher 
Weise  dazu  verwerthen,  um  Sätze  aus  der  ebenen  Situationsgeometrie 
zu  übertragen  in  Bildsätze  und  umgekehrt. 

Wir  brechen  hiermit  die  angeregte  Uebertragung  von  geometrischen 
Sätzen  ab,  indem  wir  uns  vorbehalten,  in  der  nächsten  Vorlesung  auf 
denselben  Gegenstand  aus  einem  anderen  Gesichtspunkte  noch  einmal 
zurückzakommen ,  und  fahren  in  der  Erweiterang  der  Homographie  fort. 

Zwei  Panktesysteme  auf  zwei  Kegelschnitten  sollen  homograp  bisch 
heissen,  wenn  ein  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  (oder  ein  Strah- 
lenbüschel) gefanden  werden  kann ,  weldies  homographisch  ist  mit  jedem 
der  Panktesysteme  auf  den  Kegelschnitten. 

Auf  Grand  dieser  Definition  stellen  sich  homographische  Pankte- 
systeme auf  zwei  Kegelschnitten  analytisch  in  der  Form  dar: 

15)     .     .     A  +  BX  +  CX'^  =  0,  ^  +  B'X  +  Crx^  =  0, 

wie  umgekehrt  zwei  Gleichungen  der  angegebenen  Form  immer  homo- 
graphische Punktesysteme  auf  zwei  Kegelschnitten  ausdrücken  werden, 
wenn  ^  =  0,  ^  =  0,  C  =  0,  ^'  =  0,  ^'  =  0,  C;'  =  0  die  Gleichungen 
von  irgend  sechs  Punkten  sind. 

Die  Kegelschnitte  15)  können  unter  Umständen  zusammenfallen,  ohne 
dass  die  entsprechenden  Punkte  zusammenfallen.  Dann  hätte  man  zwei 
homographische  Tbeilungen  eines  und  desselben  Kegelschnittes. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  15)  C"  identisch  0  werden  lässt,  so 
kommt  man  auf  die  Gleichungen  6)  zurück ,  deren  geometrische  Bedeutung 
an  der  betreffenden  Stelle  angegeben  worden  ist. 

Eliminirt  man  in  diesem  Systeme  6)  die  Variable  A,  so  erhält  man 
eine  Bedingungsgleichung  ^  =  0  zwischen  den  Coordinaten  u^  Vj  tv  der 
geraden  Linien,  welche  die  entsprechenden  Punkte  der  homographischen 
Systeme  6)  verbinden.  Diese  Gleichung  iS2  =  0  ist  vom  dritten  Grade 
und  kann  nach  der  bekannten  Methode  der  Elimination  in|Determinanten- 
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form  dargestellt  werden.    Sie  drückt  analytisch  eine  Gurve  dritter  Klasse 
ans,  welche  von  jenen  geraden  Linien  berührt  wird. 

Die  Elimination  der  Variable  X  ans  den  Gleichungen  15)  giebt  gleich- 
falls eine  Bedingungsgleichnng  Sl'  =  0^  zwischen  den  Coordinaten  u,  v,  w 
der  geraden  Linie,  welche  die  entsprechenden  Punkte  der  homographi- 
schen Systeme  15)  verbinden.  Durch  diese  Gleichung  vom  vierten  Grade, 
ebenfalls  in  Determinantenform,  ist  eine  Curve  vierter  Classe  bestimmt, 
welche  von  jenen  geraden  Linien  berührt  wird. 

Der  Begriff  der  Homographie  kann  noch  nach  einer  anderen  Rich- 
tung hin  erweitert  werden,  wenn  man  die  Kegelschnitte  nicht  durch 
Punkte,  sondern  darch  ihre  Tangenten  entstehen  lässt.  Da  diese  Er 
Weiterung  nur  eine  Uebertragnng  des  Verhergehenden  ist,  so  wird  es, 
indem  wir  die  Analogie  der  Sätze  und  Formeln  mit  den  vorhergehenden 
durch  gleiche  Zahlen  in  doppelten  Klammem  andeuten ,  der  Ausftihrlich- 
keit  nicht  mehr  bedürfen. 


Wir  gehen  von  dem  Satze  (4)  der  zweiten  Vorlesung  aus :  dass  alle 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  zwei  beliebige  unter  ihnen  homographbch 
theilen.    Dieser  Satzt  lehrt  das  ganze  System  der  Tangenten  eines  Kegel-  . 
Schnittes  in  Verbindung  bringen  mit  der  Theilung  einer  Tangente  nach 
folgender  Definition: 

Das  System  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  theilt  eine 
beliebige  unter  ihnen  ho mo graphisch  mit  demTangensysteme. 

Hiemach  entspricht  homographisch  jeder  Tangente  des  Kegelschnittes 
der  Punkt  der  beliebigen  Tangenta,  durch  welchen  er  geht  und  umge- 
kehrt. Die  Lage  der  homographischen  Systeme  heisse  die  perspecti- 
vische  Lage.  Wir  können  nach  der  angegebenen  Definition  auch  sagen: 
(1)  .  .  .  Das  System  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
theilt  zwei  beliebige  unter  ihnen  homographisch  mit  dem 
Tangentensysteme. 

Wenn  man  die  von  dem  Systeme  der  Tangenten  des  Kegelschnittes 
homographisch  getheilte  beliebige  Tangente  mit  ihrer  Theilung  aus  ihrer 
perspectivischen  Lage  heraushebt  und  sie  beliebig  in  der  Ebene  verlegt, 
so  soll  die  Theilung  auch  in  dieser  schiefen  Lage  homographisch 
heissen  mit  dem  Tangentensysteme.  Selbst  jedes  andere  Punktesystem 
auf  einer  geraden  Linie  soll  mit  dein  Tangentensysteme  des  Kegelschnittes 
homographisch  genannt  werden,  wenn  es  homographisch  ist  mit  der 
Theilung  der  beliebigen  Tangente  in  der  früheren  perspectivischen  Lage. 

In  der  Absicht  die  analytischen  Ausdrücke  für  zwei  entsprechende 
Elemente  der  zuletzt  genannten  homographischen  Systeme  zu  finden, 
gehen  wir  auf  die  Formeln  der  zweiten  Vorlesung  zurück.  Die  Gleichungen 
1)  Üq~XÜi=^0,  Fo  —  A  Fl  s=:  0  stellten  dort  homographische  Punkte^ 
Systeme  auf  zwei  geraden  Linien  dar,    wenn   die  Gleichungen    Üq  =  0^ 
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J7^  =  0,  To  =  0,  F|  =  0  irgend  vier  Punkte  ausdrücken.  Die  Verbin- 
dungslinien der  entsprechenden  Punkte  in  den  homographischen  Systemen 
1)  waren  Tangenten  des  Kegelschnittes  2)  UqVi  —  U^Vq=:  0^  der  auch 
von  den  geraden  Linien  berührt  wurde,  auf  welchen  die  Punktesysteme 
1)  liegen.  Durch  den  von  den  Gleichungen  1)  dargestellten  Punkt 
ging  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  2)  hindurch,  deren  Gleichung  sich 
in  der  Form  darstellte  8)  A  +  Bl  +  CX^  =  0y  wo  A^O,  B  =  0,  C  =  0 
die  Gleichungen  bestimmter  gerader  Linien  bedeuteten.  Das  ist  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes  2) ,  welche  nach  der  Definition  die  Tangente, 
auf  welcher  das  erste  Punktesystem  1)  liegt,  in  dem  Punkte  I/q  —  A  ?7j  =0 
homographisch  theilt.  Da  nun  RQ—kR^  =  0  die  Gleichung  eines  be- 
liebigen mit  dem  ersten  Punktesysteme  1)  homographischen  Punkte- 
systemes  ist,  wenn  Eq  =  0  und  Ä^  =  0  die  Gleichungen  von  irgend 
welchen  Punkten  bedeuten,  so  stellen  sich  das  Tangentensystem  eines 
Kegelschnittes  und  ein  mit  demselben  homographisches  Punktesystem  auf 
einer  geraden  Linie  in  der  Form  dar: 

(2)  .     .     .     A  +  BX  +  CX^  ==  0,  Äo  —  ^^1  ==  0. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  ob  die  beiden  Gleichungen  (2)  immer 
homographische  Systeme,  ein  Tangentensystem  eines  Kegelschnittes  und 
ein  mit  ihm  homographisches  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie,  aus- 
drücken, wenn  A  =  Oy  ^=0,  C  =  0  die  Gleichungen  von  irgend  drei 
geraden  Linien  und  i^^  =  0,  E^  =  0  die  Gleichungen  von  irgend  zwei 
Punkten  sind. 

Der  Weg  zur  Untersuchung  der  Frage  ist  im  Vorhergehenden  vor- 
gezeichnet. Wir  geben  nur  die  Zwischensätze  an,  welche  zu  ihrer  Be- 
antwortung dienen. 

(3)  .  .  .  W^nn  das  Tangentensystem  eines  Kegelschnittes 
und  ein  demselben  entsprechendes  Punktesystem  auf  einer 
geraden  Linie  durch  Gleichungen  von  der  Form  (2)  gegeben 
sind,  so  geht  dreimal  eine  Tangente  durch  den  ihm  entspre- 
chenden Punkt.  Wenn  vier  Tangenten  durch  die  ihnen  ent- 
sprechenden vier  Punkte  gehen,  so  geht  jede  Tangente  durch 
den  ihr  entspirech  enden  Punkt. 

Wenn  vier  Tangenten  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  gehen,  so  ist  die  gerade  Linie,  auf  welcher  das 
Punktesystem  liegt,  welches  dem  Tangentensysteme  ent- 
spricht, selbst  Tangente  des  Kegelschnittes. 

(4)  .  .  •  Wenn  das  Tangentensystem  eines  Kegelschnittes 
und  ein  demselben  entsprechendes  Punktesystem  auf  einer 
geraden  Linie  durch  Gleichungen  von  der  Form  (2)  gegeben 
sind,  wenn  ferner  die  gerade  Linie  Tangente  des  Kegel- 
schnittes ist  und  wenn  drei  Tangenten  des  Kiegelschnittes 

üigitized  by  v 


Von  Dr.  Otto  Hesse.  415 

durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen,  so  sind  die 
Systeme  homographisch  und  in  perspectivischer  Lage. 

Daraus  folgt  nun  der  allgemeine  Satz,  auf  Grund  dessen  sich  die 
heiden  vorhergehenden  Sätze  aussprechen  lassen,  ohne  der  Gleichungen 
(2)  Erwähnung  zu  thun: 

(5)  .  .  .  Das  Tangentensystem  eines  Kegelschnittes  und  jedes 
mit  dem  Tangentensysteme  homographische  Punktesystem 
auf  einer  geraden  Linie  lassen  sich  durch  Gleichungen  von 
der  Form  (2)  ausdrücken,  und  umgekehrt  stellen  Gleichungen 
von  der  Form  (2)  immer  das  Tangentensystem  eines  Kegel- 
schnittes und  ein  mit  demselben  homographisches  Punkte- 
system  auf  einer  geraden  Linie  dar. 

Das  Tangentensystem  eines  Kegelschnittes  soll  homographisch 
sein  mit  einem  Strahlenbüschel,  wenn  ein  Punktesystem  auf  einer  geraden 
Linie  gefunden  werden  kann,  welches  homographisch  ist  mit  dem  Tan- 
gentensystem und  zugleich  mit  dem  Strahlenbüschel. 

Homographische  Systeme  der  genannten  Art  stellen  sich  analytisch 
in  der  Form  dar: 

(ß)     .     .     .    J  +  Bk  +  Ck^  =  0,  Jo  —  ^^i  =  0, 

wenn  ^  =  0,  ^  =  0,  C=0,  Tq^=0,  T^  =  0  irgend  welche  Linien- 
gleichungen sind. 

Lassen  wjr  jedoch  T=0  und  Tj  =  0  Punktgleichungen  bedeuten, 
wodurch  die  Gleichungen  (6)  in  die  Gleichungen  (2)  übergehen  und  ver- 
gegenwärtigen wir  uns  die  geometrische  Bedeutung  der  Formeln  8)  — 11) 
in  der  angegebenen  Auffassung,  so  ergeben  sich  daraus  die  Sätze: 

(11)  .  .  .  Wenn  man  von  drei  Punkten  auf  einer  geraden  Linie 
drei  Tangentenpaare  an  einen  Kegelschnitt  zieht,  so  bilden 
die  den  Tangentenpaaren  homographisch  entsprechenden 
Punktepaare  auf  einer  geraden  Linie  eine  Involution. 

(12)  .  .  .  Wenn  drei  Punktepaare  auf  einer  geraden  Linie 
eine  Involution  bilden,  so  schneiden  sich  die  ihnen  homo- 
graphisch entsprechenden  Tangentenpaare  eines  Kegel- 
schnittes in  drei  Punkten,  welche  auf  einer  geraden  Linie 
liegen. 

(13)  .  .  .  Wenn  man  von  zwei  harmonischen  Polen  eines  Kegel- 
schnittes Tangentenpaare  an  den  Kegelschnitt  zieht,  so  ent- 
sprechen diesen  homographisch  harmonische  Punktepaare 
auf  einer  geraden  Linie. 

(14)  .  .  .  Harmonische  Punktepaare  auf  einer  geraden  Linie 
entsprechen  homographisch  Tangentenpaaren  eines  Kegel- 
schnittes aus  einem  Polenpaare  des  Kegelschnittes. 

Es  sollen  femer  Tangentensysteme  an  zwei  Kegelschnitten^  hiunoT-p 
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graphisch  sein,  wenn  ein  Pnnktesjstem   auf  einer  geraden  Linie  ge- 
funden werden  kann,  welches  homographisch  ist  mit  jedem  der  Systeme. 
Homographische  Systeme  der  Art  stellen  sich  in  der  Form  dar: 

(15)     .     .     A  +  BX  +  Cl^  =  Oy         J:  +  B^k  +  C'X^  ==  0, 

vorausgesetzt,  dass  heide  Gleichungen  Liniengleichungen  sind. 

Endlich  werden  wir  das  Tangentensystem  eines  Kegelschnittes  und 
ein  Punktesystem  auf  einem  anderen  Kegelschnitt  homographisch 
nennen,  wenn  ein  Punktesystem  auf  einer  geraden  Linie  gefunden  wer- 
den kann,  welches  homographisch  ist  mit  jedem  der  beiden  Systeme. 

Solche  Systeme  werden  ebenfalls  durch  Gleichungen  von  der  Form 
(15)  ausgedrückt,  wenn  die  eine  eine  Liniengleichung,  die  andere  eine 
Punktgleichung  vorstellt. 

An  die  gegebenen  Definitionen  der  complicirteren  homographischen 
Systeme  schliessen  sich  nun  Fragen  an,  welche  analog  sind  den  Fragen, 
welche  wir  für  die  einfachen  homographischen  Systeme  beantwortet 
haben,  zum  Beispiel,  wie  viel  Tangenten  eines  Kegelschnittes  werden 
durch  die  ihnen  homographisch  entsprechenden  Punkte  eines  anderen 
Kegelschnittes  gehen?  Wir  werden  jedoch  weder  auf  diese  noch  auf 
andere  Fragen,  die  sich  nach  dem  Vorhergehenden  von  selbst  aufdrän- 
gen, eingehen,  uns  vielmehr  damit  begnügen,  einen  ganz  speciellen 
Fall  homographischer  Systeme  der  zuletzt  bezeichneten  Art  in  dem  fol- 
genden Satze  vorzuführen. 

Das  System  der  Tangenten  einesKegelschnittes  ist  homo- 
graphisch mit  dem  Systeme  ihrer  Berührungspunkte. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Tangente  eines  Kegelschnittes: 
A  +  Bk  +   Cl'^  :=:  0, 

Die  Gleichung  der  ihr  unendlich  naheliegenden  Tangente  desselben 
Kegelschnittes  ist,  wenn  wir  mit  b  eine  unendlich  kleine  Grösse  be- 
zeichnen : 

A  +  Bl  +  Ck^  +  {B  +  2  Ck)  s  =  0. 

Berechnen  wir  or,  y,  z  aus  den  beiden  Gleichungen  oder  aus  zwei 
anderen,  die  aus  diesen  Gleichungen  combinirt  sind,  so  erhalten  wir  die 
Goordinaten  des  Berührungspunktes  der  ersten  Tangente. 

Aus  der  Combination  der  beiden  Gleichungen  gehen  aber  folgende 
hervor : 

B  +  2€k  =  0,  2  A  +  Bk  =:  0, 

aus  welchen  sich  quadratische  Ausdrücke  für  die  Goordinaten  Xy  y,  z  des 
Berührungspunktes  ergeben.  Setzt  man  aus  diesen  die  Gleichung  des 
Berührungspunktes  zusammen,  so  erhält  man  für  ihn  einen  Ausdruck 
von  der  Form: 

A'  +  B'k  +  C'k^  =  0. 

Dass  nun   die  Gleichung  der  Tangente  des  Kegelschnittes  und  die 
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Gleichung  ihres  Berührungspunktes  von  der  Form  (15)  sind,  beweiset 
den  genannten  Satz. 

Durch  den  Schnitt  des  Tangentensystemes  eines  Kegelschnittes  und 
eines  mit  ihm  homographischen  Strahlenbüschels  (6)  entsteht  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  deren  Gleichung  Sl  =  0*)  durch  Elimination  von  iL 
aus  jenen  Gleichungen  in  Determinantenform  erhalten  wird. 

Durch  den  Schnitt  der  homographischen  Tangentensysteme  (15) 
zweier  Kegelschnitte  entsteht  eine  Curve  vierter  Ordnung,  deren  Glei- 
chung il'  =  0*)  aus  der  Elimination  von  X  ebenfalls  in  Determinanten- 
form hervorgeht. 

Da  es  jedoch  nicht  in  unserem  Plane  liegt,  auf  algebraische  Curven 
höherer  Klassen  oder  Ordnungen  weiter  einzugehen,  so  schliessen  wir 
unsere  Vorlesung  mit  der  Bemerkung,  dass  in  derselben  der  Weg  vorge- 
zeichnet worden  ist,  Curven  dritter  und  vierter  Klasse  durch  ihre  Tan- 
genten, und  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  durch  ihre  Punkte  in 
homographische  Verbindung  zu  bringen  mit  Punktesystemen  auf  einer 
geraden  Linie  oder  Strahlenbüschel. 


Vierte  Vorlesung. 

Ein  Prinzip  der  Uebertragung  aus  der  Ebene  in  die  gerade  Linie 

und  umgekehrt. 

Die  Sätze  11)  —  14)  oder  (11)  —  (14)  der  vorhergehenden  Vorlesung 
bilden  die  Grundlage  eines  Prinzipes  zur  Uebertragung  aus  der  Ebene 
in  die  gerade  Linie  und  aus  der  geraden  Linie  in  die  Ebene.  Sie  gingen 
hervor  aus  einer,  weiten  Theorie,  die  man  verfolgen  musste,  um  zu  jenen 
Sätzen  zu  gelangen.  Wir  beabsichtigen  in  dieser  Vorlesung  dasselbe 
Prinzip  der  Uebertragung  unabhängig  von  dem  Vorhergehenden  aus 
einem    neuen    analytischen   Gesichtspunkte    zu    entwickeln.     Bei    dieser 


*)  Die  Determinanten  für  Sl  und  Sl'  sind  folgende: 


Sl  = 


^, 

B, 

C 

To, 

-T,. 

0 

0  , 

Tc, 

-T, 

Sl'  = 


^ , 

B, 

c. 

0 

0  , 

A, 

B, 

C 

A', 

If, 

c, 

0 

0   , 

A', 

B-, 

c 

Ihre  Elemente  sind  lineare  homogene  Ausdrücke  in  Puuktcoordinaten. 

Solche  Determinantenformen  der  Curven  Sl  c=i  0  der  dritten  und  Sl'  =  0  der 
vierten  Ordnung  waren  es,  welche  vormals  in  „Crelle's  Journal"  verborgene  Eigen- 
schaften der  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung  und  der  Doppeltangenten 
der  Curven  vierter  Ordnung  entwickeln  lehrten.  Die  Wahl  der  Determinantenform 
war  damals  ein  Kunstgriff;  hier  ergiebt  sie  sich  als  eine  nothwendige  Folge  un- 
serer Untersuchungen.  Die  geometrische  Bedeutung  derselben  kann  zu  neuen 
Sätzen  Veranlassung  geben. 
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Gelegenheit  wird  es  sich  zeigen,  das  der  Modus   der  Uebertragung,  auf 
welchen  die  Homographie  hinführte,  zugleich  der  allgemeinste  ist. 

Man  kann  nicht  jedem  Punkte  in  der  Ebene  einen  durch  ihn  be- 
stimmten Punkt  in  der  geraden  Linie  der  Art  entsprechen  lassen,  dass 
auch  umgekehrt  jedem  Paokte  in  der  geraden  Linie  ein  einziger  Punkt 
in  der  Ebene  entspricht.  Die  Ebene  enthält  eben  das  Quadrat  von 
Punkten  der  geraden  Linie. 

Hiemach  scheint  es  unmöglich,  die  Geometrie  in  der  Ebene  auf 
die  Geometrie  in  einer  geraden  Linie  zurückzuführen. 

Die  Möglichkeit  leuchtet  aber  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Ebene  gerade  so  viel  verschiedene  Punkte  enthält,  als  die  gerade 
Linie  verschiedene  Punktepaare.  Lässt  man  demnach  jedem  Punkte  in 
der  Ebene  ein  Punktepaar  in  der  geraden  Linie  und  umgekehrt  jedem 
Punktepaare  in  der  geraden  Linie  einen  Punkt  in  der  Ebene  in  unzwei- 
deutiger Weise  entsprechen,  so  hat  man  ein  Uebertragungsprinzip,  wel- 
ches die  Geometrie  in  der  Ebene  zurückführt  auf  die  Geometrie  in  einer 
geraden  Linie  und  umgekehrt. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  die  Raumgeometrie  zurückfuhren 
auf  die  Geometrie  in  einer  geraden  Linie,  selbst  die  Geometrie  von 
mehr  als  drei  Dimensionen,  Hier  würde  es  sich  aber  nicht  um  Punkte- 
paare in  der  geraden  Linie  handeln,  sondern  um  Systeme  von  drei  oder 
mehreren  Punkten. 

Sieht  man  jedoch  ab  von  den  angedeuteten  Erweiterungen  des 
TJebertragungsprinzipes,  so  kommt  es  darauf  an,  den  Modus  festzustellen, 
nach  welchem  die  Uebertragung  einer  ebenen  Figur  in  eine  ihr  entspre- 
chende Figur  auf  einer  geraden  Linie  und  umgekehrt  eindeutig  vor  sich 
gehen  muss. 

Es  liegen  zwei  Systeme  von  Punkten  vor,  das  eine  System  in  der 
Ebene,  das  andere  auf  der  geraden  Linie,  der  Fundamentallinie. 
Ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  sei  durch  seine  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  .r,  y  bestimmt;  ein  Punkt  X  auf  der  Fundamentallinie  werde 
bestimmt  durch  seine  Gleichung: 

1) To-lTj  =0, 

indem    die   Gleichungen    Tq  =  0   und    J^  =  0   zwei   feste   Punkte   der 
Fundamentallinie,  Fund  amental  punkte,  darstellen. 

Soll  nun  der  Punkt  X  einer  der  beiden  Punkte  der  Fundamentallinie 
sein,  welche  dem  Punkte  o:^  in  der  Ebene  entsprechen,  so  muss  die 
Grösse  k  von  den  beiden  Grössen  x  und  y  abhängen,  das  heisst,  die 
drei  Grössen  X,  ar,  y  müssen  durch  eine  Gleichung  <p  (A,  Xy  y)  =:  0  mit 
einander  verbunden  sein.  Da  aber  jeder  Punkt  der  Ebene  einem  Punkte- 
paare auf  der  Fundamentallinie  entsprechen  soll,  ßo  muss  die  Gleichung 
^  (A,  .r,  ,/)  =  0  eine  quadratische  in  X  sein.  Dig|«,3dbyGoOgle 
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Andererseits  soll  einem  gegebenen  Punktepaare  Xq,  X^  auf  der  I'un- 
damentallinie  der  Voraussetzung  nach  nur  ein  einziger  Punkt  in  der 
Ebene  entsprechen.  Das  will  sagen,  dass  die  beiden  Gleichungen: 
g)  (Aq,  ar,  y)  =  0,  g>  (A|,  ar,  y)  =  0  nur  eine  einzige  Auflösung  für  die 
Unbekannten  x,  y  zulassen,  dass  die  Gleichungen  linear  seien  in  Rück- 
sicht auf  die  Unbekannten. 

Hierdurch  ist  der  Modus  der  üebertragung  analytisch  festgestellt. 
Die  Üebertragung  wird  vermittelt  durch  die  Gleichung  g?  (A,  a:,  y)  =  0, 
welche  in  X  quadratisch,  in  x  und  y  aber  linear  ist,  also  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

2) Ä  +  BX  +  Cl'^  =  0, 

wenn  man  unter  Ay  By  C  beliebig  gegebene  lineare  Functionen  von  x 
und  y  versteht. 

Man  sieht,  dass  diese  Gleichung  alles  leistet,  was  das  ausgesprochene 
Prinzip  verlangt.  Jedem  Punkte  in  der  Ebene  entspricht  nach  ihr  ein 
Punktepaar  1)  auf  der  Fundamentallinie  und  umgekehrt  entspricht  jedem 
Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie  ein  Punkt  in  der  Ebene. 

Um  das  dargelegte  Prinzip  irgend  fruchtbar  zu  machen,  bedarf  es 
solcher  Fund  amen  talsätze,  welche  die  einfachsten  Figurenverhältnisse  der 
Systeme  auf  einander  übertragen. 

Ein  einfaches  Figurenverhaltniss  in  der  Ebene  besteht  darin,  dass 
drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Die  Coordinaten  dieser 
Punkte  seien  Xq  y^ ,  x^y^y  x^  y.^  und  A^y  ^^,  Cq ,  ^,  ...  die  Ausdrücke,  in 
welche  Ay  By  C  übergehen,  wenn  man  für  die  Coordinaten  in  ihnen  nach 
einander  setzt  die  Coordinaten  der  drei  Punkte.  Alsdann  ist  die  ana- 
lytische Bedingung,  unter  •  welcher  die  drei  Punkte  auf  einer  geraden 
Linie  liegen  die,  dass  sich  drei  Factoren  /Hg,  ^j,  ^2  Anden  lassen,  welche 
den  drei  Gleichungen,  genügen: 

NA  +  l^lA  +  ^2^2  =  0, 
^0^0  +  f*l^l  +  ^2^2  =0, 
f*0^0    +     f*l^l     +    ^2^2    =    ^' 

Diesen  drei  Punkten  in  der  Ebene  entsprechen  drei  Punktepaare  1) 
auf  der  Fundamentallinie,  für  welche  die  Werthe  von  X  sich  als  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen  ergeben: 

A^  +  B,X  +  C,X^  =  0, 

A^   +  B^X  +   CiX'^  =  0, 

^2  +    B^X  +   C^X^  =  0, 
und   die   Gleichungen   der   drei   Punktepaarc    auf   der  Fnndamentallinie 
selbst  sind: 

^,  T,»  +  B,  r,  T,  +  c,  r„2  =  0, 
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Dass  diese  Gleichungen  nach  einander  mit  den  Factoren  MY)Yi^iil'^2 
maltiplicirt  und  addirt  mit  Rücksicht  auf  die  ersten  drei  Gleichungen 
identisch  0  geben,  ist  ein  Beweis,  dass  die  drei  Punktepaare  eine  In- 
volution bilden. 

Daraus  entspringen  nun  die  Fundamentalsätze: 

Irgend  drei  Punkten  auf  einer  und  derselben  geraden 
Linie  in  der  Ebene  entsprechen  drei  Punktepaare  der  In- 
volution auf  der  Fundamentallinie. 

Jeden  drei  Punktepaaren  der  Involution  auf  der  Fun- 
damentallinie  entsprechen  dreiPunkte  in  der  Ebene,  welche 
auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

Es  ist  damit  für  das  einfachste  Figurenverhältniss  in  der  Ebene  der 
Ausdruck  der  entsprechenden  Figur  in  der  Fundamentallinie  gefunden. 
Suchen  wir  nun  ebenso  umgekehrt  das  einfachste  Figurenverhältniss  in 
der  Fundamentallinie  auszudrücken  für  die  Ebene. 

In  der  Fundamentallinie  liegen  Punktepaare  der  verschiedensten 
Art  vor.  Jedem  derselben  entspricht  in  der  Ebene  ein  Punkt.  Unter 
diesen  Punktepaaren  giebt  es  solche,  welche  zusammenfallen  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  Punkte,  Doppelpunkte.  Ja,  man  kann  die 
Fundamentallinie  betrachten  als  bestehend  allein  aus  Doppelpunkten  und 
man  wird  die  Frage  erheben,  welches  das  entsprechende  Bild  in  der 
Ebene  sei  für  die  Aufeinanderfolge  der  Doppelpunkte. 

Das  Punktepaar  1)  auf  der  Fundamentallinie,  entsprechend  den 
Wurzeln  X  der  quadratischen  Gleichung  2),  wird  ein  Doppelpunkt,  wenn 
die  Wurzeln  gleich  werden,  das  ist  unter  der  Bedingung: 

3) B"'  —  AAC  =  0. 

Diese  Bedingungsgleichung  stellt  aber  für  die  Ebene  einen  Kegel- 
schnitt dar.     Man  hat  demnach  den  Satz: 

Alle  Doppelpunkte  auf  der  Fundamentallinie  entspre- 
chen in  der  Ebene  Punkten  eines  bestimmten  Kegelschnittes, 
und  allen  Punkten  dieses  Kegelschnittes  entsprechen  Dop- 
pelpunkte auf  der  Fundamentallinie. 

Der  Kegelschnitt  3)  hängt  ab  von  den  9  Constanten,  welche  in 
seine  Gleichung  eingehen.  Er  kann  deshalb  jeder  beliebige  Kegelschnitt 
sein.  Beachtet  man  nun,  dass  der  Kegelschnitt  die  Grenze  bildet  für 
diejenigen  Punkte  x  y  in  der  Ebene,  welchen  reelle  oder  welchen  ima- 
ginäre Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  2)  entsprechen,  das  heisst, 
reellen  oder  imaginären  Punktepaaren  auf  der  Fundamentallinie,  so 
sieht  man,  dass  es  freisteht  diese  Grenze  beliebig  zu  verengern  oder  zu 
erweitern. 

Dieser  Kegelschnitt  3) ,  die  Directrix,  spielt  bei  der  Uebertragung 
der    ebenen  Figur    in    die    lineare  Figur   und   umgekehrt   eine   wichtige 
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Rolle.  Gehen  vir  nämlich  von  irgend  zwei  Punktepaaren  er  und  tt  der 
Fundamentallinie  aus,  welchen  zwei  Punkte  a  und  a  in  der  Ebene  ent- 
sprechen werden,  und  constmiren  auf  der  Fundamentallinie  alle  mög- 
lichen Punktepaare,  von  welchen  jedes  eine  Involution  bildet  mit  den 
beiden  Punktepaaren  a  und  a\  so  entsprechen  diesen  in  der  Ebene  alle 
möglichen  Punkte,  welche  auf  der  geraden  Linie  aa  liegen.  Unter  den 
auf  der  Fundamentallinie  construirten  Punktepaaren  giebt  es  aber  be- 
kanntlich zwei  Doppelpunkte  und  diese,  als  ein  einfaches  Punktepaar 
betrachtet,  sind  harmonisch  mit  jedem  der  construirten  Punktepaare. 
Die  den  beiden  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  in  der  Ebene 
liegen  nach  dem  letzten  Satze  auf  der  Directrix.  Da  sie  aber  auch  auf 
der  geraden  Linie  aa  liegen,  so  sind  sie  die  Schnittpunkte  der  geraden 
Linie  aa    und   der  Directrix.     Man  kann  deshalb  sagen: 

Jeden  drei  Punkten  in  der  Ebene  auf  einer  geraden 
Linie  entsprechen  auf  der  Fundamentallinie  drei  Punkte- 
paare der  Involution.  Construirt  man  dasjenige  Punkte- 
paar, welches  harmonisch  ist  mit  jedem  der  drei  Punkte- 
paare der  Involution  und  betrachtet  jeden  Punkt  des  con- 
struirten Paares  als  einen  Doppelpunkt,  so  entspricht  das 
Doppelpunktepaar  auf  der  Fundamentallinie  in  der  Ebene 
dem  Schnittpunktepaare  der  geraden  Linie  und  der  Directrix. 

So  entsprechen  den  Punkten  auf  irgend  einer  Tangente  der  Direc- 
trix alle  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie,  von  welchen  der  eine 
Punkt  des  Paares  immer  unverändert  bleibt,  nämlich  der  Punkt,  welcher 
als  Doppelpunkt  betrachtet  dem  Berührungspunkte  der  Tangente  ent- 
spricht. So  entsprechen  ferner  irgend  zwei  Punkte  der  Directrix  zweien 
•Doppelpunkten  in  der  Fundamentallinie.  Dem  Pole  der  geraden  Linie, 
welche  jene  beiden  Punkte  der  Directrix  verbindet,  entspricht  das  Dop- 
pelpunktepa'ar  auf  der  Fundamentallinie,  wenn  man  jeden  Doppelpunkt 
für  einen  einfachen  Punkt  nimmt.  So  kann  man  endlich  Sätze  rück- 
sichtlich eines  Kegelschnittes,  der  Directrix  hier,  umwandeln  in  Sätze 
der  Geometrie  in  der  geraden  Linie;  wovon  Beispiele  in  der  vorher- 
gehenden Vorlesung  vorliegen. 

Sehr  viel  complicirter  wird  die  Uebertragung,  wenn  der  Kegelschnitt 
nicht  mehr  die  Directrix  sein  soll.  Man  wird  sie  aber  um  so  lieber 
aufnehmen,  als  sie  auf  neue  Gesichtspunkte  führt,  die  in  dem  Folgenden 
flüchtig  angedeutet  werden  sollen. 

Wenn  man  den  Werth  von  X  aus  1)  in  2)  setzt,  so  erhält  man  die 
Gleichung  des  Pnnktepaares 

4) AT^'^  +  BT^T^  +  CV  =  0 

auf  der  Fundamentallinie,   welches   dem  Punkte  o:^  in   der  Ebene  ent- 
spricht.    Da  in  diese  Gleichung  nur  die  Verhältnisse  A^  J5,  C  eingehen, 
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so  kann  man  diesen  Grössen  aucli  beliebige  Wertbe  zuertheilen  und  ans 
den  gegebenen  Verbältnissen  die  Coordinaten  x,  y  des  diesei)  Wertfaen 
entsprechenden  Punktes  in  der  Ebene  eindeutig  bestimmen.  Das  will 
sagen,  dass  die  Gleichung  4)  alle  möglichen  Pnnktepaare  auf  der  Fun- 
damentallinie darstelle,  mag  man  in  ihr  entweder  x  und  y  oder  A^  B 
und  C  beliebig  varüren  lassen. 

Die  Bedingung  nun,  dass  Punkte  in  der  Ebene  auf  einer  geraden 
Linie  liegen ,  ist  bekanntlich  die ,  dass  ihre  Coordinaten  or,  y  einer  linearen 
Gleichung  von  der  Form  genügen: 

5) «^  +  ft^  +  cC  =  0. 

Die  diesen  Punkten  in  der  Ebene  entsprechenden  Puuktepaare  4)  auf 
der  Fundamentallinie  bilden  nach  dem  ersten  Fundamentalsatze  ein  in- 
volutorisches  System.     Wir  können  deshalb  sagen: 

Die  Gleichung  4)  stellt  ein  involutorisches  System  von 
Punktepaaren  auf  der  Fundamentallinie  dar,  wenn  die 
variabeln  Coefficientcn  A^  J9,  C  einer  linearen  Bedingungs- 
gleichung von  der  Form  5)  gentigen,  und  jene  Punktepaare 
entsprechen  Punkten  in  der  Ebene,  welche  auf  einer  gera- 
den Linie  liegen. 

Sollen  Punkte  in  der  Ebene  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  müs- 
sen ihre  Coordinaten  a:,  y  einer  homogenen  Bedingungsgleichüng  der 
2  **^"  Ordnung  genügen  : 

6) i^  (^,  ^,  60  =  0. 

Die  ihnen  entsprechenden  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie  werden 
durch  die  Gleichungen  4)  ausgedrückt,  deren  Coefficienten  eben  dersel- 
ben Gleichung  6)  genügen  müssen.  Wir  werden  daher  analog  dem  Vor- 
hergehenden sagen: 

Die  Gleichung  4)  stellt  ein  involutorisches  System  der 
zweiten  Ordnung  von  Punktepaaren  auf  der  Fundamental- 
linie dar,  wenn  die  variabeln  Coefficienten  A^  J9,  C  einer 
homogenen  Bedingungsgleichung  6)  von  der  zweiten  Ord- 
nung genügen,  und  jene  Punktepaare  entsprechen  in  der 
Ebene  Punkten,  welche  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wir  nennen  eben  das  System  der  Punktepaare  4)  auf  der  Funda- 
mentallinie ein  involutorisches  System  der  zweiten  Ordnung, 
weil  es  sich  in  zwei  involutorische  Systeme  zerspaltet,  wenn  die  Bedin- 
gungsgleichung 6)  sich  in  lineare  Factoren  auflösen  lässt. 

Fünf  beliebig  in  der  Ebene  gewählte  Punkte  bestimmen  den  Kegel- 
schnitt, der  durch  sie  geht,  ein  sechster  Punkt  des  Kegelschnittes  ist  nur 
unvollständig  durch  die  beliebig  gewählten  fünf  Punkte  bestimmt. 

Demnach  können  auf  der  Fundamentallinie  fünf  Punktepaare  be- 
liebig gewählt  werden,  wenn  sie  in  der  Ebene  fünf  Punkten  entsprechen 
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sollen,  durch  welche  ein  Kegelschnitt  geht.  Ein  sechstes  Panktepaar, 
welches  in  der  Fnndamentallinie  einem  sechsten  Punkte  des  Kegelschnittes 
entsprechen  soll,  ist  einer  Beschränkung  unterworfen.  Der  eine  Punkt 
des  sechsten  Paares  kann  immer  noch  willkürlich  auf  der  Fundamental- 
linie gewählt  werden,  der  andere  ist  durch  ihn  und  die  fünf  gewählten 
Punktepaare,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  mehr  eindeutig  bestimmt. 

Durch  fünf  von  den  sechs  Punktepaaren  des  involutorischen  Syste- 
mes  zweiter  Ordnung  ist  der  Kegelschnitt  in  der  Ebene  bestimmt j^  der 
durch  die  den  fünf  Punktepaaren  in  der  Ebene  entsprechenden  Punkte 
geht.  Von  dem  sechsten  Punktepaare  soll  nur  der  eine  gegeben  sein. 
Dieser,  als  Doppelpunkt  betrachtet,  entspricht  einem  bestimmten  Punkte 
der  Directrix.  Allen  Punktepaaren  auf  der  Fundamentallinie,  von  welchen 
der  eine  unverändert  der  gegebene  Punkt  ist,  entsprechen  in  der  Ebene 
Punkte  auf  der  Tangente  der  der  Directrix  und  der  Doppelpunkt  dem 
Berührungspunkte.  Die  erwähnte  Tangente  der  Directrix  schneidet  aber 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  und  jeder  dieser  Schnittpunkte  wird 
einem  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie  entsprechen,  von  welchem 
der  eine  Punkt  unverändert  der  gegebene  bleibt,  die  beiden  anderen 
Punkte  der  beiden  Paare  werden  verschieden  sein  und  jeder  derselben 
wird  als  zwölfter  Punkt  des  involutorischen  Systemes  zweiter  Ordnung 
genommen  werden  können. 

Das  gewonnene  Resultat  drücken  wir  kurz  so  aus: 

Wenn  von  sechs  Punktepaaren  eines  involutorischen 
Systemes  zweiter  Ordnung  elf  Punkte  gegeben  sind,  so 
giebt  es  zwei  verschiedene  zwölfte  Punkte  des  Systemes. 

Den  zwölften  Punkt  eines  involutorischen  Systemes  zweiter  Ordnung 
wird  man  demnach  nicht  ohne  Hülfe  eines  Kreises  oder  Kegelschnittes 
construiren  wollen. 

Das  zuletzt  beschriebene  Figurenverhältniss  gehört  schon  zu  den 
complicirteren,  auf  deren  Betrachtung  wir  hier  nicht  weiter  eingehen;  viel- 
mehr werden  wir  uns  damit  begnügen,  die  analytische  'Behandlung  der 
Geometrie  in  der  geraden  Linie  in  den  ersten  Anfängen  vorzuzei ebnen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Gleichung  4),  welche  das  dem 
Punkte  X,  y  in  der  Ebene  entsprechende  Punktepaar  auf  der  Funda- 
mentallinie darstellt,  durch  Einführung  der  homogenen  Goordinaten  selbst 
homogen  gemacht  sei,  dass  also  A^  B,  C  lineare  homogene  Ausdrücke  der 
Goordinaten  a:,  y,  z  bedeuten. 

Bezeichnen  wir  unter  dieser  Voraussetzung  mit  XJ  den  Ausdruck: 

7) V  ^  AT^  +  BT^T^  +  CT^ 

und  mit  JJ^  und  TJ^  die  Ausdrücke,  in  welche  V  übergeht;  wenn  man 
für  die  Goordinaten  a:,  y,  z  setzt  die  Goordinaten  x^y  y,),  z^  eines  Punk- 
tes 0  in  der  Ebene  oder  x^^  yj,  z^   eines  Punktes  1   in   der 
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sieht  man,  dass  dasjenige  Punktepaar  auf  der  Fundamentallinie,  welches 
dem  Funkte: 

auf  der   geraden   Linie  Ol   entspricht,    durch  die  Gleichung  ausgedrückt 

wird: 

8) ü^  —  XU^  =  0, 

Diese  Gleichung  stellt  also  ein  invülutorisches  System  von  Punkte- 
paai^n  auf  der  Fundamentallinie  dar. 

Zweien  mit  0  und  1  harmonischen  Punkten  in  der  Ebene  entsprechen 
auf  der  Fundamentallinie  die  beiden  Punktopaare  8)  und: 

9) Uq  +  Xü^  =  0. 

Nennen  wir  demnach  zwei  Punktepaare  harmonisch  mit  zwei  an- 
deren Punktepaaren  auf  der  Fundamentallinie,  wenn  die  ihnen  in  der 
Ebene  entsprechenden  Punktepaare  harmonisch  sind,  so  stellen  sich  die 
ersteren  analytisch  in  der  Form  dar: 

Uq  =  0,         üi  =  0,         ÜQ  —  Xü^=0,         U^  +  XUi  =  0. 

Operiren  wir  mit  diesen  Gleichungen  wie  mit  Gleichungen  von  har- 
monischen Punktepaaren,  so  ergiebt  sich  daraus  der  Satz: 

Wenn  Z7j,  =  0  und  U^  =0  die  Gleichungen  sindvonirgend 
zwei  Punktepaaren  auf  einer  und  derselben  geraden  Linie, 
so  stellen  die  Gleichungen: 

^0  —  ^^1  =  0,  ü,  —  (iU,  =  0,  ü,^X,ü,  =  0,  U,  —  (i,U,=0 
irgend  vier  Punktepaare  desselben  involutorischen  Syste- 
mes  dar,  von  welchen  das  erste  Paar  Punktepaare  harmo- 
nisch ist  mit  dem  letzten  unter  der  Bedingung: 

^f*  —  i  (^  +  f*)  (^1    +  f*i)   +  ^li^i  =0. 

Wir  werden  ferner  sagen,  dass  drei  Paare  von  Punktepaaren  auf 
der  Fundamentallinie  eine  Involution  bilden,  wenn  die  ihnen  in  der 
Ebene  entsprechenden  drei  Punktepaare  eine  Involution  bilden.  Auf 
Grund  dieser  Definition  lässt  sich  der  Satz  aussprechen: 

Wenn  Z7qC=iO  und  U^  =0  die  Gleichungen  sind  von  irgend 
zwei  Punktepaaren  auf  einer  und  derselben  geraden  Linie, 
so  stellen  die  drei  Gleichungenpaare: 

Uo  —  ^0^1  =  0,         U,  —  A,  t/,  =0,         t/o  -  Xr^üi  =  0, 

^0  —  ^0^1  =  0,  C/o  -  1^1  ^1  =  0,  Z7o  -  fia^/j  =  0 

irgend  sechs  Punktepaare  desselben  involutorischen  Syste- 
mes  dar  und  die  drei  Paare  von  Punktepaaren  bilden  eine 
Involution  unter  der  Bedingung: 

(^0  —  f*i)  (^1  —  h)  ih  —  ^o)  +   (^0  —  ^i)  0^1  —  ^2)  0^2  -  ^0)  =  ^' 
Man  wird   bereits   die   Bemerkung  gemacht  haben,  dws  die  symbo- 
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liscben  Gleichungen,  welche  hier  auftreten,  ganz  dieselben  sind,  welche 
uns  gedient  haben  die  Geometrie  in  der  Ebene,  von  Anfang  zu  ent- 
wickeln. Wie  wir  die  angegebenen  Gleichungen  doppelt  interpretirt 
haben,  so  lassen  sich  alle  jene  symbolischen  Gleichungen,  durch  welche 
Sätze  in  der  Ebene  bewiesen  werden,  doppelt  interpretiren  und  dieses 
giebt  Gelegenheit  eine  grosse  Zahl  von  Sätzen  aus  der  Geometrie  in  der 
geraden  Linie  zu  entdecken. 

Diese  Sätze  aus  der  Geometrie  in  der  geraden  Linie  drücken  sich 
allerdings  schwerfällig  aus,  was  recht  zu  Tage  tntt,  wenn  man  entspre- 
chende Sätze  neben  einander  stellt ,^  wie  zum  Beispiel: 

Jede  zwei  gerade  Linien  in  der  Jede  zwei  involutorische  Systeme 

Ebene  schneiden  sich  in  einem  von  Punktepaaren  auf  einer  und  der- 
Punkte.  selben    geraden    Linie    haben    ein 

Punktepaar  gemeinsam, 
von  welchen  Sätzen  der  letztere  in  einer  anderen  Form  in  der  5^*"  Vor- 
lesung unter  No.  22  bereits  angegeben  worden  ist,  oder 

Wenn  jede  von  zwei  geraden  Li-  Wenn  zwei  involutorische  Systeme 
nien  durch  zwei  gegebene  Punkte  von  Punktepaaren  zwei  Punktepaare 
geht,  so  fallen  die  geraden  Linien  gemeinsam  haben,  so  ist  jedes  Punk* 
zusammen.  tepaar  des  einen  Bystemes  zugleich 

ein  Punktepaar  des  anderen  Syste- 
mes. 

Da  der  Mangel  kurzer  Ausdrücke  für  Figurenverhältnisse  bei  den 
complicirtercn  Sätzen  der  Geometrie  in  der  geraden  Linie  sich  viel  fühl- 
barer macht,  so  wird  man  es  sich  angelogen  sein  lassen,  solche  kurze 
Bezeichnungen  zu  erfinden. 

Die  eigentliche  Aufgabe  der  Geometrie  in  der  geraden  Linie  wird 
aber  die  bleiben,  sie  zu  construiren  ohne  die  gerade  Linie  zu  verlassen. 
Denn  mit  der  Lösung  der  Aufgabe  und  mit  dem  Uebertragungsprinzipe 
kann  mai\  die  breitere  Basis  der  Ebene  verlassen  und  sich  auf  die  ge- 
rade Linie  zurückziehen  ohne  die  Herrschaft  über  die  Ebene  aufzugeben. 
Die  gerade  Linie  wird  dann  gleichsam  als  Telegraphenbureau  dienen, 
auf  dem  man  alle  geometrischen  Zustände  in  der  Ebene  erfahren  und 
neue  Combinationen  in  ihr  anordnen  kann. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXIX.    Bemerkung  über  Doppelreihen. 

Nach  Cauchy'ß  Untersuchung  (Cours  d' Analyse,  page  537)  weiss 
mau  laugst,  dass  es  bei  einer  Doppelreihe  uicht  gleichgültig  ist,  ob  man 
sie  nach  Horizontalzeilen  oder  nach  Verticalcolonnen  anordnet,  es  sind 
aber  im  Gebiete  der  elementaren  Analysis  sehr  wenig  Beispiele  be- 
kannt, an  denen  sich  der  Unterschied  jener  zwei  Anordnungen  recht  klar 
nachweisen  lässt.  Vielleicht  wird  man  desshalb  die  folgende  Bemerkung, 
welche  nur  die  Kenntniss  der  Formel 

^       =1  +  z  +  z^  +  z^  +  z*  +  .  .  .  , 


1   —   2 

-   1    <   z   <    +    1, 

erheischt,  bei  Vorlesungen  brauchbar  finden. 

Da  der  absolute  Werth  des  Productes  2a:(l  —  x)  so  lange  ein  echter 
Bruch  ist,  als  x  zwischen  —  ^(^3  —  1)  und  +  ^  (]f/3  +  1)  liegt,  so 
hat  man  einerseits  folgende  Entwickelung 

1 

1  —'2x{i'—'x)' 

=  1  +  2a;(l  — a:)  +  4a;2(i  _  a;)2  4.  q^^z^i  _  ^)3  +  .  _ 

—  0,366  .  .  .  <  a:  <  +  1,366  .  .  . 


1) 


Andererseits  ist  identisch 
1 


=  (1   +  2a:  +  2x^) 


1  —  2  a:  (1   -  a:)  v-     .     -^   -r   *-  -  y   ^    _l_  ^^40 

und  wenn  hier  der  letzte  Bruch  unter  der  Voraussetzung  4a:^  <  1  d.  h. 
x'^  <  ^  entwickelt  wird,  so  ergiebt  sich 

1 


2) 


1  —  2a:(l  —  x) 

=  1  +  2a;  +  2a:^  — 4a:^— Sa:«^  — 8a:^  +  Ux^  +  32a:"  +  .  .  . 

—  0,7071  ...  <x  <  +  0,7071  .  .  . 
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Die  beiden  Reihen  in  1)  und  2)  kann  man  sich  entstanden  denken 
aus  der  Doppelreihe 

l  +  2a;  — 2a:2 

+  4:x^  —  8x^  +    ^x^ 

+  8x^  —  2Ax*  +  24a:*  —      Sx^ 

+  Ux*  —  64Lx^  +    96a:«  —  .  .  . 
+  S2x^—  160a:«  +  .  .  . 
+     64^:«  —  ... 
+  ... 
und  zwar  erhält  man  die  Eeihc  1)  wenn  zuerst  die  Horizontalzeilen  zu- 
sammengezogen werden,  dagegen  die  Reihe  2)  wenn  man  zuerst  die  ver- 
tical  unter  einander  stehenden  Glieder  vereinigt.    Falls  nun  x  den  beiden 
Bedingungen 

—  0,366  .  .  .   <  a:  <   +   1,366  .  .  . 

—  0,707  .  .  .   <  X  <   +  0,707  .  .  . 

gleichzeitig  genügt,  d.  h.  wenn  x  zwischen  —  0,366  .  .  .  und  +  0,707  .  .  . 
liegt,  so  liefert  jede  der  beiden  verschiedenen  Anordnungen  eine  coi>- 
vergente  Reihe,  und  die  Summen  der  letzteren  Reihen  sind  identisch; 
die  verschiedene  Anordnung  hat  dann  keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat. 
Wenn  dagegen  x  zwar  der  ersten  aber  nicht  der  zweiten  Bedingung  ge 
nügt,  d.  h.  im  Falle  +  0,707  .  .  .  <  a:  <  +  1,366  .  .  .  ,  so  führt  die  erste 
Anordnung  zu  einer  convergirenden ,  die  zweite  zu  einer  divergirenden 
Reihe.  Für  —  0,707  .  .  .  <  a:  <  —  0,366  .  .  .  wird  umgekehrt  die  erste 
Reihe  divergent,  die  zweite  convergent,  und  ist  endlich  a:  <  —  0,707  .  .  . 
oder  a:  >  +  1,366  .  .  .  ,  so  divergiren  beide  Reihen,  Sohl. 


XXX.  lieber  Functionen  einer  fünffach  zusammenliängenden  Fläche. 

Die  nachstehende  Abhandlung  betrachtet  die  Rosenhain ^schen  Func- 
tionen als  ein  Beispiel  zu  Riemanns  „Theorie  der  AbeFschen  Function en^S 
Da  sie  die  Bekanntschaft  mit  dieser  Theorie  voraussetzt,  so  kommt  es 
ihr  nicht  darauf  an,  die  Riemann'schen  Deductionen  zu  reproduciren, 
sondern  für  den  vorliegenden  Fall  nach  den  von  Riemann  gegebenen 
Methoden  die  Formen  und  Identitäten  wirklich  aufzustellen,  und  be- 
gnügt sich  meist,  statt  der  Beweise  Citate  aus  Riemanns  Abhandlung  zu 
geben.  Ein  Theil  dieser  Arbeit  ist  im  Anfange  des  Jahres  1865  in  Halle 
gedruckt,  aber  nur  in  die  Hände  weniger  gelangt.  Sie  ist  in  2  Theile 
zerfällt,  deren  erster  die  directe  Darstellung  der  Functionen  einer  5-fach 
zusammenhängenden  Fläche  durch  algebraische  Functionen  und  Integrale 
solcher,  deren  zweiter  die  indirecte  durch  überall  endliche  Integrale  mit 
Hülfe  der  -^-Functionen  enthält.     Einiges  über  die  zu  Grunde-lieffende 

üigitized  by  VjOXJQ  IC 


428 


Kleinere  MittheiluBgen. 


Fläche,   und    eine  Abbildung    derselben    schicken    wir    diesen    Theilen 
voraus : 

Wir  bezeichnen  die  5- 
fach  zusammenhängende 
Fläche  mit  T.  Sie  sei  tiber- 
all 2-fachüber  derz-Ebene 
ausgebreitet  und  setze  sich 
um  die  6  Verzweigungs- 
punkte Atj,  Atj;,  ...  Arg  her- 
um, aus  einem  Flächenaste 
in  den  andern  fort.  £s  ist 
dann  nach  Kiemann  p.  7, 
z  —  k^^  unendlich  klein 
erster  Ordnung  in  T  für 
z  =  Ar,,  wenn  kt  einer  der  6  Verzweigungswerthe  ist.  In  der  nebenstehen- 
den Figur,  in  welcher  k^^  Atj;  Atj,  k^\  Arg,./:^  durch  (der  Einfachheit 
wegen)  sich  nicht  schneidende  Linien  verbunden  sind,  längs  welcher  die 
beiden  Aeste  der  Fläche  zusammenhängen  sollen,  ist  die  Zerschneidung 
der  Fläche  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  T'  durch  das  Quer- 
schnittsystem «j,  h^\  «2)  ^2  ^^^  ^^®  Linie  c  nach  Kiemanns  Vorschrift 
(p.  43  seiner  Abhandlung)  dargestellt.  An  das  Ufer  der  Querschnitte, 
welches  als  das  positive  betrachtet  werden  soll,  ist  ein  +  Zeichen,  auf 
das  negative  ein  —  Zeichen  gesetzt. 

Jede   einwerthige   Function   in    T  kann   eindeutig   durch  z  und  die 
Wurzel  S^,r,r'  der  Gleichung: 


Fißti,vy^  z)  =  z-'kf^.z  —  kr  .  z  —  kr'  .  S^ 


'|U,r,i 


.  z  —  Ar^  .  2  —  Ar^'  =  0 


dargestellt  werden,  und  wir  werden  die  zu  einem  Werthe  5'^,r,»'  gehö- 
renden Werthe  von  z  durch  die  Gleichung  -F(5^,r,r',  2)  =  0  verknüpft 
nennen.  Jedoch  zur  Darstellung  der  Functionen  in  T  bedienen  wir  uns 
der  Grösse 


5  =  ]/(2-Ari.2— Atj.z— A:3 


:  —  Ar.,  .  2  —  Arg  =2  j/lIyZ  —  ky 


und  bezeichnen  einen  Punkt  in  T  durch  (5,  2),  («j,  2,),  (<y,  f)  etc.,  worin 
*!,  a  etc.  durch  2j,  f  etc.  ebenso  ausgedrückt  sind,  als  s  durch  2.  Ferner 
wollen  wir 


z-k, 


setzen. 


Ar. 


2  — Ar« 


=  n^rl^^z-kr, 


■K) 


z  —  ku 


—  77/  ,^''*'^Ar— '^ 


I.    Directe  Darstellung. 
Functionen,  welche  in  T  überall  einwerthig  und  endlich  sind,  und 
beim   Ueb ergange  vom   negativen   Ufer  der  Querschnitte  zum  positiven 
um  eine  constante  Grösse,  den  Periodicitätsmodul,  wachscp^  heissep  In- 
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tegrale   erster    Oattang    und    sind    lineare    Functionen    der  beiden   ein- 
fachsten : 

/*(/z  r  zdz 

"''  =  J  T'       '"^  =J  V 

für  deren  Periodicitätsmoduln  wir  die  Bezeichnung  gebrauchen: 


Setzen  wir  dann 


am  Schnitt     01)^2,     b^  ,     b.^, 

^l>       ^ll>       «12»       ^III       ^12» 
^2»       «21»       «22»       ^21»       ^22* 


^(«)  = 


==^n»  «12 


*2l>    «22 


8 


^^ftyfl'  1 

2  2 


1  1 


so  sind  die  Periodicitätsmoduln  von  t/j,  Wo,  welcher  Integrale  wir  uns 
meist  bedienen,  folgende 

am  Schnitt     a^  ,  a.^  y      b^  ,      62, 

Wj,     iJt,  0   ,     m|,,     »ii2, 

ti.^  f        0  )  tTC^       "^21»       ^22* 

Bestimmt  man  die  Anfangswerthe  dieser  Integrale  nach  Eiemann  p.-  48, 
so  fliessen  hieraus  für  die  Verzweigungspunkte  Werthe,  wie  sie  sich  in 
der  angehängten  Tabelle  I  berechnet,  finden. 

Hieraus  leiten  wir  durch  Differenziren  nach  den  Verzweigungswer- 
then  einige  specielle  Integrale  zweiter  Gattung  ab,  vermittelst  welcher 
sodann  wir  die  allgemeinen  zweiter  und  dritter  Gattung  leicht  darstellen. 

Es  hat  — ~j^ — -  die  Periodicitätsmoduln  Null  an  den  Schnitten  «j,  Ö2, 

-^-r-y  -wrr  ^^  ^®^  Schnitten  6j,  fej»  ^^^  vfixA  im  Windungspunkt  ^^ 
unendlich  gross  erster  Ordnung. 

Mit  den  Bezeichnungen  it  (sj,  Cj)»  '  (^i)  f<lr  Integrale  dritter  und 
zweiter  Gattung,  die  in  Puncten  «^ ,  ^2  logarithmisch  resp.  in  z^  erster  Ord- 
nung unendlich  gross  werden,  verbinden  wir  für  die  darin  vorkommen- 
dep  willkürlichen  Constanten  feste  Bedingungen.     Wir  setzen  nämlich 


7c(f,,  «2,    fe  Z))    =     I    ^ ^  — ^— ^.i^- ^-  dS 


dUv   {Sy   z) 


n.<""'*.-*.  .f^'<  dt 


dkf^  Au  +  Aiyk^ 


*i 

e)Ait'  Aiy  -}-  A<i^k^ 


^  dti,  (Sy  z) 
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Es  hat  dann  n  (f  j ,  e^  bei  a^ ,  a^  die  Periodicitfitsmoduln  Null  und  wird 

in  £, ,  £.2  ^^®  lg  ^  ~~  ^1  resp.  —  lg  z  —  Zj  unendlich  und  unterscheidet  sich 
auf  beiden  Ufern  einer  von  b^  nach  £3  durch  das  Innere  von  T'  führen- 
den Linie  um  27Ci.  Hieraus  üiesst  sofort  t  (f,)  wenn  wir  £2  =  ^1  +  ^l^\ 
setzen  und  durch  de^  dividiren: 


'  (fj,  [s,  z))  = 


ny^'^  k^-fC.Z--'  k^'        d  Ur  (5,  Z) 


A 


ly  +  A^v  k^^  .  2  Sy 


dK 


k^'  —  kt.z^  —  k^      duy  (5,  z) 


•"Iv     I*   •"2v  "u'  .  ■»  ^j^ 


dka 


Z  —  ka 


k^'    ~7"   S  »  Zy         tC^  •  ^l  """  '^f^' 


i  S\\  Z  ~~"  ÄJ4  .  Z  —-'  Kii  •  Z\         X 


worin  (sj,  Zj)    für  f|  gesetzt   ist.     Eine  einwerthige  Function  in  T  muss 
nach  Riemann  pag.  23   wenigstens   zweimal  unendlich  gross  (und  klein) 


erster   Ordnung    werden    und   ist    von    der    Form 


.  C*).     Nur   in 


15  Italien  und  deren  Reciproken  fallen  die  Punkte  Unendlich  und  ebenso 
die  Punkte  Null  zusammen,  wenn  nämlich  z^^  z,^  Verzweigungspunkte 
sind.  Die  Quadratwurzel  einer  der  letzteren  Functionen  ist  eine  in  T' 
ebenfalls  einwerthige  Function,  gewinnt  aber  beim  Uebergange  über  die 
Querschnitte  wenigstens  einmal  den  Factor   —  1. 

Eine  in  T'  einwerthige  Function,  die  nur  in  2  oder  weniger  Punk- 
ten unendlich  gross  (und  klein)  erster  Ordnung  wird,  lasst  sich  allgemein 
.zu  reden  und  abgesehen  von  einem  constanten  Factor  nur  auf  eine  Weise 
80  bestimmen,  dass  sie  an  den  Querschnitten  bestimmte  Factoren  +  1  ge- 
winnt. (Riem.  p.  53.)  Der  Ausnahmefall  ist  z  —  Zj  :  y\z  ^k^.z  —  Ar„«). 
Wird  eine  solche  Function  für  (*,  z)  =  ( —  Sj,  z^),  (—  *2»  ^^i)  unendlich 
gross  erster  Ordnung,  so  ist  sie  in  folgender  Form  enthalten: 


■■/^ 


-k^  .2,- 


^2-^V 


1,    z    ,    Z^ 

1, 


^1  » 


M    » 


•■•»    ^2  »    *"!     1    *2    »    *2 
1,    AT«',    k^'  ,    k^i'' ,    0 


1,  *j  ,  Zj    ,  z, 

1  r  -r  2  .  3 

^»  *2 »  *2    »  *2 

1  Ä-  /'  2  I.  3 


worin  wir   -^.y  =  (Ar^,  —  Ar«)-  .  /7I.^ 


^/'."')  j 


r  (/'^') 


/r,  .  n/^'ku — kg  setzen  wol- 


len und  dann  diese  Function  mit  <2^^^/  bezeichnen. 


*)  Man  hat  hierfür  einen  besondern  Beweis  für  nüthig  erachtet,  welcher  auf 

genauer    Zähhing    der    Constanten    einer    Function    in    T  beruht.     Diese    Anzahl 

(2  {i  —  p -J-  1)   ist  jedoch  in  ganz  allgemein  gültiger  Weise  von  Hicmann  pag.  23 

gegeben,  weshalb  wir  nicht  darauf  einzugehen  brauchen.  r^^^^T^ 

üigitized  by  VjOOv  Ic 


Kleinere  Mittheilungen.  ^  431 

Ist  hierin  (ä^,  z^  =  (tf,  f),  («j,  z^  =  (0,  Ar^')>  so  wollen  wir  9?^^' 
schreiben,  es  ist  dann: 

Ist  aber  (äj,  Zj)  =  (0,  Ar»)  («2»  ^2)  =  (^>  ^y)»  ®^  schreiben  wir 

Die  Darstellung  der  Function  <P  durch  9? -Functionen  ist  in  folgender 
Formel  enthalten  und  kann  als  Additionstheorem  der  ultra  elliptischen 
Functionen  angesehen  werden: 

n/^  <py^'  {s,  z  ),   ^>^,^»:(s,  z  ),  g>%.tt'(^,  z  )l 

n/'"  gPy.u  («i,  2:1),    9P/UA.' («t» -1)»  9>V(^i,Zi)'  : 


<t>^^'=B 


Uy^^^'^fp^f,'  (^2,  2:2),    9>/i,.'  (*2i  ^2)^  9^V'  («'2»  ^2)1 


^  9>V«'(*2)»    9>V'(*2) 


worin  5^  =  77,^"^*'^  g),,^.  (r  =  k,)  :  i7/">,^'  (z  =  Ar,,). 

Die  Factoren   +  1    an   den  Querschnitten   hängen   von   ^^l    ab  und 
sind  in  der  Tabelle  II  enthalten. 

IL  Darstellung  durch  '^-Functionen, 
Zur  Darstellung  der  Functionen-  in  T  durch  u^  u^  bedient  man  sich 
der '&- Functionen ,  deren  Moduln  m|^,  m,2,  m,],  ^22  sind.  Wir  bezeich- 
nen mit  '^(^^l^*^  v^^^)  eine  solche  Function,  in  welcher  v,*"^  =  i/j  (*»,  z^) 
+  1/1(5,  z)  +  M,  (a,  f);,  ^2^*')  =  u^{sy,  Zy)  +  MjC*.  -)  +  W2(<^»  ?)  gesetzt 
wird.  Bei  den  von  uns  gewählten  Anfangswerthen  der  Integrale  u^  u^ 
ist  '^(t^i,  1^2)  identisch  Null.    Es  ist  nach  Hiem.  pag  50 

1)  lgW*>.  »j<«>)  -lgW>,  rj(»>)  =«(*,,  *„  (ff,  f))  +  «(*,,£„  («0) 

worin  die  9r-Functionen  die  im  ersten  Abschnitt  wirklich  dargestellten 
Functionen  bis  auf  eine  in  dieselbe  einzurechnende,  von  b^  ,  ^2  abhängende 
Constante  sind.    Ist  «2  =  «1  +  ds^,  so  erhält  man : 

2)  ^Ji^^.^^i)=,(e„Kf))  +  .(..(.,.)) 

worin  die  in  /  eingerechnete ,  von  e^  abhängende  Constante  dadurch  be- 
stimmt wird,  dass  man  v,^*^^0,  r/^^^O  setzt,  wodurch  die  linke  Seite  einen 
leicht  berechenbaren  Werth*  erhält.  Dies  geschieht  dadurch,  dass  man  fUr 
{^y  i)  (*>  ^)  die  dem  Punkte  («|,  z^)  durch  die  Gleichung  F{Sft,v,v\  z)=0 
verknüpften  Werthepaare  setzt,  wobei  fi,  v,  v  passend  zu  wählen  sind. 
Der  Beweis  hiervon  wird  sich  später  ergeben.  Ist  die  Constante  für 
diesen  Fall  bestimmt,  so  erhält  man  durch  Integration  zM^ischen  den 
Grenzen  fj,  «j  »'ich  die,  welche  in  7r(€i,  e^)  eingerechnet  wurde. 

Setzen  wir  in  2)  für  s^ ,  r,  den  Verzweigungswerth  A:^  so  können  die 
ganzen  Zahlen  h^,  h^  leicht  so  bestimmt  werden,  dass  die  Gleichung  statthat  :^^ 
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dVi 


dv.t 


_  nyif)kf,—ky  d{Uy-{S,     Z)      +     t/y'  (ff,     f)^ 

z{Aiy'  +  A^v'kfi  dki^i 

Denn  da  die  Grössen  sich  nur  um  eine  Constante  unterscheiden  können, 
so  folgt  zunächst  durch  Vergleichung  der  Periodicitätsmoduln: 

Differenziren  wir  die  Gleichung  2)  nach  r,  vertauschen  z  und  Zj,  setzen 
dann  ^Tj  =  ^^,  so  erhalten  wir  dasselbe  Resultat,  als  wenn  wir  .3)  nach 
z  differenziren,  hieraus  entspringt  die  bemerkenswerthe  Doppelglcichung: 

d'^  1"  O  d'\^  %■ 

_ny^)k^  —  ky     d'^Up'js,  z)  _        lim  a/(f,  (^^iV) 

^iv».  +  Aiy'kft       dki^i'dz  z,  =  A:,«    ^  ^Zj 

worin  £  den  Punkt  («,  z)  bedeutet. 

Mit  diesen  Hülfsmitteln  deducirt  man  leicht  die  Gleichung: 

-^  ee'     dvo  •  dvn'      dkn  ök,, 


T^? 


a^  a? 

aw2  (*L^  aM-2  (<^i  ?) 


az 


af 


^     aig 

dku^ 


^11    ^12 
21        22 


+ 


aig/T-TÄ;.?. 


a^^ 


worin  v^  =  «y(A:^)  +  My(*,  z)  +  w,,(cy,  f)  zu  setzen  ist.    Für  z  und  f  wählen 

wir  sodann  Werthe,   für  welche  Vj,  »j  ==  ö^i  -^,  g^  ^  wird.     Man  ändet, 

dass  dies  für  Verzweigungswerthe  z  =  Ar^,  f  =  Ary-  welche  von  k^^  verschie- 
den sind,  geschieht.     Es  folgt: 


7)dlgWff.y.  g,'-}y^U)\ 


=  -J-  d  lg  (*^ — A:,  •  kfi — k,'  •  ky — ky  ■  k^ — k^  •  Ar/ — k^  •  k^ — k^') 
oder  y  ^  {J)  .  &  (g^*^,  gj^) 


—    V    •    f/  \Ku,  f»v     '    rCn  ky      '    Ky  Ky      •    Kn    Kn     '     Kn    Kq       •    Kq  rt«   j 

worin  fivv]  i^QQ    solche  2  Combinationen  sind,  für  welche 

^i  5  «'2  =  ö^i  ^ »  02  2  ^^'^'  z. B. fi,  V,  V  =  1, 3, 5,  ^',  Q,  Q=2, 4, 6  für pri=0, g.f=0 

etc.    Setzt  man  Atj  ==  k^j  k^  =s  ätj  so  werden  die  «„/  und  daher  die  Auu 
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berechenbar  und  -©"(O,  0)  =  1  woraus  C  =  2  folgt,  und  nur  noch  das 
Vorzeichen,  wohl  am  besten  für  reelle  A:,  zn  bestimmen  ist. 

Es  ist  nach  Riemann  pag.  54,  wenn  die  ganzen  Zahlen  A,  g  gemäss 
(1(1   bestimmt  werden: 

Man  kann  aber  auch  vermöge  des  im  ersten  Theile  gegebenen  Ad- 
ditionstheorems speciellere  'O'-Functionen  zur  Darstellung  anwenden,  in 
welchen  (*,,  z^)  =  (0,  Ar^)  ist,  nämlich: 

'^(»,,»2)  •  '' 

In  welcher  Gleichung  jedoch  hg  so  zu  wählen  sind,  dass  der  Zähler  für 
(5,  z)  =  ( — <y,  f)  verschwindet,  was  immer  möglich  ist,  auch  kann  dann 
für  (tf,  f)  ein  Verzweigungspunkt  gewählt  werden. 

Nimmt  man  in  ^;#/,  (*ii  z^j  =  ( — *,  2),  (<y,  f)  =  (0,  k^  so  kann 
man  A^  so  wählen,  dass  für  diese  Werthe  die  Argumente  im  Zähler 
v^^v^%  Ö  werden.  FürM|(z),  +Wi(A:^')  kann  man  aber  u/tf],^,),  +«2(^2»f2) 
setzen,  wenn  ( — öj,  fj),  ( — (Tj,  fj)  ^i©  d^ni  Werthepaare  (*i,  ^i)  durch 
die  Gleichung  i'(S,  r)  =  0  verknüpfte  Werthepaare  sind.  Hierin  liegt 
ein  früher  verlangter  Beweis. 

Wir  fdgen  noch  in  der  Tabelle  III.  die  Berechnung  der  Werthe 
hg  für  fi^'  an,  welche  mit  der  2.  Tabelle  verglichen  werden  kann,  wenn 
man  beachtet,  dass  Äy  =  0,  1  den  Factoren  +1,  —  1  bei  a»  und 
^y  =  0,  1  den  +  1 ,  —  1  bei  !>,r  entspricht. 

Tabelle  I. 
2m|  m,j  +  m,2         ,  »1^2         »    — »Ä  +  'W|2?    — wr  —  »ijj  +  m^^^ 

2  «2   1^  +  m2i   +  »»22»     '^  "t"  ^22»     —  wr  +   »122,  ^21    H"  '''22' 

—  in  —  ffijj'  +  2mj2,    —  «^  —  w,j  +  2m,2, 

WI21   "l"    2fn22y     J^  '"ll    "^■   "'^22* 

Tabelle  II. 

(^^')=(1.2)(1,3)(1.4)(1,5)(1,6)(2,3)(2,4(2,5)(2,6)(3,4)(3,5)(3,6)(4,5)(4,6)(5,6) 

«,         ——++++ +      +      + 

«2  ++      + +      + + —      -       + 

6,         + +      +     +     +      +      + 

h     ++  —  —++  —  — H  —  —  ü^zed^Geo^e 

.     Zeitschnft  f.  MalhvmaUk  u.  Physik.  XI,  5.  29 
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Tabelle  III. 

^^=(l,2)(l,3)(l,4)(l,5)(l,6)(2,3)(2,4)(2,ö)(2,6)(3,4)(3,5)(3,6)(4,5)(4,6)(5,^ 
Ai    110000111111000 
Ä2    000110011011110 
g,  011111111000000 

92  001100110110011 

Dr.  Thomae. 

XXXI.  Kote  über  ein  Theorem  der  ebenen  Gkeometrie. 

Auf  den  Umfangen  zweier  ebenen  Curven  C^  und  Cj  bewege  sich 
eine  Gerade  von  constanter  Länge ,  ein  fester  Punkt  derselben  beschreibt 
dann  eine  dritte  Curve  C.  Sei  P^  ein  Punkt  der  Curve  C^ ,  P2  ^^^  Punkt 
der  Curve  Cj,  so  dass  PiP^  =  2p,  wo  p  eine  Constante  bedeutet.  Ist 
M  der  Halbirungspunkt  der  Geraden  JP1-P2»  ^^  \^»^t  sich  ein  fester  Punkt 
P  dieser  Geraden  durch  seine  Abstände  PyP^=^p  +  w,  PP2  =  p  —  m 
von  den  beiden  Punkten  P^  und  P2  bestimmen,  wo  m  eine  Constante 
ist.  Bezeichnet  man  durch  ©  den  Winkel,  welchen  die  Gerade  P1P2 
mit  der  Abscissenaze  bildet,  sind  ferner  ^,  y;  ^d  ^i)  ^2?  ^2  die  re- 
spectiven  Coordinaten  von  -P,  P^,  P^y  so  bestehen  zwischen  denselben 
die  folgenden  Gleichungen: 

fXj  =  X  —  (p  +.m)  cos  00,     oTj  =  a;  +  (p  —  m)  cos  «,      . 
\y\  =  y  —  {j>  +  m)  smtny    y2  =^  y  +  (p  ~~  "*)  ^in  ». 
Diese  Gleichungen  lassen  sich  durch  die  nachstehenden  ersetzen: 

(2.  =(.-?-)x,    +    (.  +  =)«,. 


l  {^,—x,)'  +  (s,-s,)'  =  ip'. 


Eliminirt  man  «r^,  ^j;  0^2 )  ^2  zwischen  den  vorstehenden  Gleichungen 
und  den  Gleichungen  der  beiden  Curven  Cj  und  Cj,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung  der  Curve  C.  Seien  ds,  ^^j,  d  $2  die  Bogenelemente  der  Cur- 
ven C,  Cj,  Cj,  die  Coordinaten  a:,  y;  a:|,  y, ;  oTj,  ^2  können  dann  re- 
spective  als  Functionen  von  5,  *j,  «2  angesehen  werden.  Die  beiden 
ersten  Gleichungen  2)  geben  dann  Sj,  $2  als  Functionen  von  5,  durch 
deren  Substitution  die  dritte  Gleichung  2)  identisch  wird.  Die  Winkel, 
welche  die  Tangenten  in  den  Punkten  jP,  P^,  P2  der  Curven  C,  Cj^,  Cj 
mit  der  Abscissenaxe  und  der  Geraden  P1P2  bilden,  seien  respective 
'H^j  '^ij  '^2  ^^^  9^}  9^1)  9'2*  Zwischen  diesen  Winkeln  finden  offenbar 
folgende  Gleichungen  statt: 

if;  =  9>  +  ©,     1/^,  =  9^1  +  CO,     %  =  g>2  +  ^' 
Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Gleichungen  bat  manv^^^^j^ 
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3) 


—  =  coB  {(p  +  a>), 
dx^  


^- 


ds 


=  sin  (9?  +  G>), 


"^  =  cos  (9?i  +  cö),        ^  =  "^  (Vi  +  «>)» 


^    =    C08(9?2+    »)>. 


a^n 


=  sin  (^2  +  ^)- 


Siebt  man  in  den  Gleichungen  1)  s^  und  ^2  als  Functionen  von  s  an ,  diffe- 
rentiirt  diese  Gleichungen  nach  ^,  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  3): 

Y^  cos  (g?!  +  w)  =  cos  {q>  +  (o)  +  {p  +  m)  sin  ©  — , 
-^-  sin  (9?i  +  a>)  =  sin  (g?  +  «)  —   (p  +  m)  cos  w  — , 


a^. 


dc9 


— ;  cos  (g?2  +  «)  =  cos  (9?  +  «)  —  (p  —  »»)  sin  w  — , 


ds 


ds 


oder: 

4) 


-^  sin  {<P2  +  w)  ==  sin  (?>  +  w)  +  (p  —  m)  cos  w  — , ' 
y-  cos  g>i  =  cos  <p,     Y~  ^^^  ^i  =  sm  9  —  (p  +  m)  — , 


a£2 
ds 


a«2        .  •  I      /  N 

cos  q>2  =  cos  g>,     -  -  sm  g?2  =  sin  9  +  (p  —  w) 


dm 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar 

p  +  m  dci} 


tang  y  — 


fang  <P2  =  *ang  9  + 


p  —  tn  d<o 


cos  9     ^5'      "-"^  ^2  —  --6  ^  -r  ^^^^  ^, 
2  tang  9  =  (^1  —  ^ j  tang  9i  +  (l   +  ^j  tang  92- 


tangg)i 

oder 

"z  tanff  cp  =  ii  —       .        „,,., 

p/        "'*         V  p. 

Fällt   der  Punkt  P  mit   Punkt  M  zusammen,   so   ist  m  =  0,    die   vor- 
stehende Gleichung  wird  dann  einfacher: 

2  tang  q>  =  tang  9^  +  tang  qf^. 
Sind  o^o,  ^0  beliebige  Constanten,  so  geben  die  Gleichungen  1): 

»Vi      /..       ..  ^  ?£i  _  /r..  _  ..^  ^  _  („.^„A  ?^\  ^ 


(^1  -  ^«)  /;  -  (y.  -  y«)  iJ  =  {(^1  -  ^0)  gf^  -  (yi-y»)  3^} 
(y- 

—  (p+  »1)  -Jcos  ©  --  —  sina>  — +  (a:  — a:^)  cos©^-  +  (y — yo)sin©  — >, 

(.,-^o)t-(ya-y.)^^^=  {(^.-xo)|-(y.-yo)|} 
= (a^-^o)  f^-  -  (y  -  yo)  ^  +  (p-«»)'  1^ 


ds 


(P  —  «)  l C08  CO  ^^-  —  sm «»  ^  +  («  —  «0)  «OS  a  --  +  {y  —  y«)  »»n  »  ^)- 


29* 
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Multiplicirt  man  die  erste  der  vorstehenden  Gleichnngen  mit  p  —  m,  die 
zweite  mit  p  +  m,  bildet  die  Summe  der  Prodncte,  so  folgt: 

Auf  der  Curve  C^  entspreche  jedem  Punkt  des  Bogens  Pi^i  ein  Punkt 
des  Bogens  ^'2^2  ^^^  Curve  62,  so  dass  die  Distanz  der  beiden  Punkte 
gleich  2  p  ist.  Der  Punkt  P  beschreibt  dann  einen  Bogen  PE.  In  der 
Ebene  werde  ein  beliebiger  Punkt  0  angenommen,  dessen  Coordinaten 
Xqj  i/q  sein  mögen.  Verbindet  man. diesen  Punkt  0  mit  den  beiden  End- 
punkten von  jedem  der  drei  Bogen  JPÄ,  ^1 Ä,  und  P^E^^  so  entstehen 
drei  gemischtlinige  Dreiecke,  deren  Inhalte  respective  5,  S^  und  52  seien. 
Für  5,  5j,  ^2  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

±2s  =  /{(.-.„)|-(,-,«)f}a,. 

C)  ±  2  S.  =  /{(..-.r„)  fjl  -  iy,-.y,)  '^^  Bs,, 

±  2S,  =  /{(.,-..)  Ig -(,,-,0)^^^}.,,. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  links  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen zu  nehmen,  je  nachdem  die  rechte  Seite  positiv  oder  negativ  ist. 
Sieht  man  $|,  $2  ^^^  Functionen  von  «  an,  so  erstrecken  sich  die  Inte-^ 
grationen  in  allen  drei  Integralen  über  dieselben  Werthe  von  s.  Die 
Gleichung  5)  lässt  sich  wegen  der  Gleichungen  6)  einfacher  schreiben: 

^)        ±  (^  -  7)  i  ±  ('  +  p)  ^  +  'ä7=  (P'-'"')ä7- 

Man  überzeugt  sich  leicht  durch  einen  besondern  Fall,  dass  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  das  obere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Sind  z.  B.  die 
Curven  C^,  C,^  Parallelcurven ,  so  ist  auch  die  Curve  C  den  Curven  C, 
und  C2  parallel,  eine  einfache  Betrachtung  zeigt  dann,  dass  die  linke 
Seite  der  Gleichung  7)  positiv  ist.  Durch  Integration  nach  *  folgt 
aus  7): 

8)  (1  -  ^)  5,    +    (1  .}.  '-)  S,  -2S=  (/>^-m^).^ 

wo  0  der  Winkel  ist,  welchen  die  Verbindungslinien  der  Punkte  Pj,  P.^ 
und  der  Punkte /?j,  i^j  einschliessen.    Nimmt  man  auf  der  Geraden  von 

constanter  Länge  "drei  feste  Punkte  an ,  setzt  successive  —  =  er,  /5,  y,  wo 
^i  ßy  Y  positive   oder  negative  ächte  Brüche   sind,   bezeichnet. die^jeiit- 
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sprechenden  Flächenränme  5  durch  A,  B,  C,  so  giebt  die  Gleichung  8): 

(1  -«)s,  +  (1  +  «)S2-2^  =  pMi-«*)e, 

(1  -ß)S,  +  {l+  ß)  S^-2B  =  p^  (1  -  P)  9, 
(1  _  y)  S,  +  (1  +  y)  S,  -  2C  =p»  (1  -  f)  0- 

Durch  Elimination  von  5^  und  Sj  folgt  hieraus: 

A  (ß-r)  +  B{y-a)  +  C{a-ß)  =  ^p'0{a^{ß-y)  +  ^»(y-  «)  +  y'(«-^)}. 

Sind  die  beiden  Curven  C,  und  Cj  geschlossene  Ciirven ,  bezeichnet  man 

ihre  Inhalte  durch  Zi  und  2*2 ,   ist  dann  £  der  Inhalt  der  Curve  C,  so 

giebt  die  Gleichung  8): 

(l^'lj  2;^  +    (l  +  -^)  2:2  -  2  2;  =  2  7C  (p2  -  m2). 

Diese   Gleichung  gilt  auch   offenbar   noch,  wenn  die  Cuiven  6',  und  Cj 
zusammenfallen,  also  Z^  ^^^  ^1  ^'^^*     -^^  diesem  Fall  ist: 

Z^  —  £  =  {p^  —  m^)  n  =  {p  +  m)  {p  —  m)  n. 
Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz: 

Durchlaufen  die  Endpunkte  einer  Geraden  von  constanter  Länge 
eine  geschlossene  Curve  C^,  so  beschreibt  ein  fester  Punkt  der- 
selben eine  Curve  C.  Der  Inhalt  von  C  ist  gleich  dem  Inhalt 
von  C,  vermindert  um  den  Inhalt  einer  Ellipse,  deren  halbe  Haupt- 
axen  die  beiden  Segmente  sind,  in  welche  der  feste  Punkt  die 
Gerade  von  constanter  Länge  theilt. 
Die  Gleichung  8)  giebt  noch  zu  einigen  analogen  Sätzen  Veranlassung, 
welche  aber  weniger  einfach  wie  der  vorstehende  sind. 

Dr.  A.  Enneper.* 


XXXn.  Heber  die  Anziehung  elliptischer  und  kreisförmiger  Scheiben. 

In  einer  Abhandlung  „über  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähnlichen 
Flächen  zweiten  Grades  begrenzten  Schale"  (Crelle's  Journal,  Band  60, 
p.  321),  hat  Herr  Mehler  über  die  Anziehung  eines  vollen  Ellipsoides 
und  einer  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzten  Schale  eine  Keihe 
bemerkenswerther  Sätze  aufgestellt  für  den  Fall,  dass  die  Elementaran- 
ziehung umgekehrt  proportional  .irgend  einer  geraden  Potenz  der  Ent- 
fernung erfolgt.  Eben  so  einfache  und  ganz  ähnliche  Sätze  lassen  sich 
über  die  Anziehung  einer  unendlich  dünnen  elliptischen  Scheibe  und 
eines  von  zwei  ähnlichen  Ellipsen  begrenzten  Ringes  aufstellen,  für  den 
Fall,  dass  die  Anziehung  umgekehrt  proportional  einer  ungeraden 
Potenz  der  Entfernung  ist.  Man  gelangt  sehr  leicht  zu  diesen  Sätzen 
mit  Benutzung  der  von  Herrn  Mehler  für  das  Potential  des  Ellipsoides 
und  der  von  mir  (Crelle's  Journal,  Band  65,  p.  62)  für  die  Componente 
eines  endlichen  elliptischen  Cjlinders  in  der  Bichtung  seiner  Axa.  aufigp^ 
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stellten  Formeln.  Es  findet  nämlich  ein  merkwürdiger  Zusammenhang 
Statt,  erstens  zwischen  der  Componente  eines  endlichen  elliptischen  Cj- 
linders  und  dem  Potential  einer  elliptischen  Scheibe,  zweitens  zwischen 
dem  Potential  eines  unendlichen  elliptischen  Cylinders  und  dem  Potential 
einer  elliptischen  Scheibe.  Ich  werde  zunächst  diese  beiden  Relationen 
entwickeln,  und  dann  dieselben  benutzen,  um  die  für  den  unendlichen 
und  endlichen  Cy linder  gültigen  Formeln  auf  das  Scheibenpotential  zu 
übertragen.  Darauf  werde  ich  die  für  die  Anziehung  unendlich  dünner 
Scheiben  aufgestellten  Formeln  auf  die  Anziehung  der  Scheiben  von  end- 
licher Dicke  anwenden,  insofern  letztere  ein  einfaches  Resultat  darbieten. 

1.     Unendlich  dünne  Scheiben. 

Relationen  zwischen  dem  Scheiben potential  einerseits  und  dem  Poten- 
tial des  unendlichen  sowie  der  Componente  des  endlichen  Cylinders  an- 
drerseits. —  Allgemeine  Formeln. 

Die  Halbaxen  einer  unendlich  dünnen  elliptischen  Scheibe  seien  a,  |3, 
ihre  Dicke  dx.  Die  constante  Dichtigkeit  des  Stoffes,  woraus  die  Scheibe 
besteht,  das  heisst  die  Zahl,  mit  welcher  man  irgend  ein  Volumen  mul- 
tipliciren  muss,  um  die  darin  enthaltene  Masse  zu  erhalten,  nenne  ich  6, 
Alsdann  ist  offenbar  d  .  dx  der  Factor,  mit  welchem  man  das  Flächen- 
'element  der  „mit  Masse  belegten"  Scheibe  multipliciren  muss,  um  die 
darauf  befindliche  Masse  zu  erhalten.  Die  im  Mittelpunkt  der  Scheibe 
senkrecht  auf  derselben  stehende  gerade  Linie  sei  die  X-Axq  eines  recht- 
winkligen Coordinaten Systems;  die  Entfernung  des  Anfangspunktes  vom 
Mittelpunkt  der  Scheibe  sei  o?;  die  Y-  und  Z-Axe  sollen  die  Richtung 
der  Halbaxen  a  und  ß  der  Scheibe  haben.  Die  Coordinaten  des  von 
der  Scheibe  angezogenen  Punktes  seien  a,  6,  c.  Bezeichnen  wir  endlich 
das  Potential  der  Scheibe,  wenn  die  Elementaranziehung  umgekehrt  pro- 
portional der  p^"^  Potenz  der  Entfernung  ist,  mit  Vp,  und  nehmen  die 
Kraft  als  Einheit,  mit  der  die  in  einem  Punkt  concentrirt  gedachte  Mas- 
seneinheit den  Punkt  (a,  6,  c)  in   der  Entfernung  1  anzieht,    dann    ist 

wo  r«  =  (y  —  6)2  +  (^  —  c)^  k  =  {x  —  ay. 

Die  Integrationen  erstrecken  sich  auf  alle  Werthe  y,  «,  die  der  Un- 
gleichheit 

genügen.  Es  ist  ferner  die  Componente  der  Attraction  X'p  eines 
elliptischen  Cylinders,  dessen  Grundfläche  die  anziehende  Scheibe, 
dessen   Höhe  o;,   und  dessen  Dichtigkeit  (T  ist,    in   der  Richtung  seiner 
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Axe*) 


Durch  Vergleichung  von  1)  und  2)  ergiebt  sich  der  am  Eingang  erwähnte 
Zusammenhang  zwischen  der  Componente  des  endlichen  Cylinders  und 
dem  Scheibenpotential.    Wir  können  denselben  so  aussprechen: 

I.  Man  erhält  das  Scheibenpotential  Vp  ans  der  Compo- 
nente X'p  des  endlichen  Cylinders  in  der  Eichtung  seiner 
Axe,  wenn  man  in  X'p  das  Substitutionszeichen  fortlässt, 
unter  k  die  Grösse  {x  —  aY  versteht,  und  6dx  statt  ö'  schreibt. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  in  der  Ebene  der  Scheibe,  so  ist  Ar  ==  0, 
und  man  hat  aus  1) 

Für  das  Potential  Tpj^i  eines  Cylinders,  der  sich  nach  beiden  Seiten 
vom  angezogenen  Punkte  aus  in's  Unendliche  erstreckt,  und  dessen  Grund- 
fläche die  Scheibe  ist,  hat  man 

^   r  r  ,    .    r      dx 


^^'= -p  SS '' '\f 


Hieraus   erhält  man,    we»n  man    die   Integration   nach   x    ausführt    mit 
Hülfe  der  Dirichlet'schen  Formel 

r°°        dx         ^  nr{a  -  1)  ^     (a  >  i), 

die  Gleichung 

oder  vermöge  3) 

Diese  Formel  erhält  den  erwähnten  Zusammenhang  zwischen  dem 
Potential  der  Scheibe  und  des  unendlichen  Cylinders.  Derselbe  lässt 
sich  so  aussprechen: 


*)    i  f{x)  bedeutet  /'(xj)  —  /•(arj). 
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IL  Ein  unendlicher  elliptischer  Cylinder  übt,  abgesehen 
von  einem  constanten  nur  vom  Anziehungsgesetze  abhängi- 
gen Factor,  auf  irgend  einen  Punkt  dieselbe  Anziehung  aus, 
wie  derjenige  seiner  gegen  seine  Axe  senkrechten  Quer- 
schnitte, in  dessen  Ebene  der  angezogene  Punkt  liegt,  vor- 
ausgesetzt, dass  über  den  Querschnitt  eben  so  viel  Masse 
gleichmässig  vertheilt  ist,  als  in  jedem  Stück  des  Gylinders 
von  der  Höhe  1  enthalten  ist,  und  dass  die  Anziehung  beim 
Querschnitt  umgekehrt  proportional  der  um  eine  Einheit 
kleineren  Potenz  der  Entfernung  wie  beimCylinder  erfolgt. 

,r-  r©  re-±i) 

Den  nur  von  p  abhängigen  Factor  =^— r will  ich 

7t  1  (p) 

der  Kürze  wegen  durch  Cp  bezeichnen,  so  dass 

4)  ^P'==  'Y~  ^^  ^^^'' 

D^selbe  nimmt,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  ist,  einfache  Werthe  an,  und 
zwar  ist  für  p  =  2n 

n  !  2» 


n 
und  für  p  =  2n  +  1 


1  .3.5  ...(2n—  1)' 


^        _1.3.5...(2n-F  1)        . 

Wir  können  noch  eine  dritte  bemerkenswerthe  Kelation  aufstellen,  näm- 
lich zwischen  der  senkrecht  gegen  die  Scheibe  gerichteten  Componente 
Xp  der  Scheibe  selbst  und   dem  Potential   der  Scheibe.     Es   ist  nämlich 

^    _  a  Fp  ^  a  F, 

JLp   

und  nach  1) 


^^  =  ^^'=-^^''  (--«)' 


d^p  _         p+  1 
'dV  -  2         ^''+'' 

folglich 

III.  Xp  =  {p   +   1)  {X  —  a)    Fp+2, 

d.  h.  man  erhält  die  ^-Componente  der  Scheibe,  wenn  man 
das  Potential  derselben  für  das  um  2  Einheiten  grössere  p 
mit  (p  +  1)  {x  —  a)  multiplicirt. 

Wie  in  der  erwähnten  Abhandlung  (Crelle's  Journal,  Band  65,  p.  64) 
bezeichne  ich  wieder  die  grösste  Wurzel  dieser  cubischen  Gleichung 
5)     s{s  +  a'^)  {s  +  ß'^)-^k{s  +  a^)  {s  +  /?')  --bh{s  +  ß^) —ch{s+ a^)  =  0 

durch  (S,  die  beiden  anderen  durch  a^,  o^'  Vermöge  I.)  und  der  für  die 
Cylindercomponente  a.  a.  O.  aufgestellten  Formeln  2),  6),  7)  ergeben  sich 
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unmittelbar  folgende  Formeln  für  das  Potential  der  elliptischen  Scheibe, 
wenn  wir  die  Masse  derselben  ödxaßjt  durch  it/  bezeichnen: 


ix 


«)      '''^^  =  (in  -  1)  (2.  +  1)  ['"^'-    '  Jik+  0)"-^  f,  .m)' 

wo                            ^  =  (a  cos  9?  —  6)*^  +  {ß  sin  9  —  c)^ 
^, aß  —  bß  cos  (p  —  ca  sin  9? 

a>  _  ^^  , 

und  wo  6  =  1,  oder  =0,  je  nachdem  die  Projection  des  angezogenen 
Punktes  auf  die  Ebene  der  Scheibe  in  die  Scheibe  selbst  oder  ausser- 
halb föllt.  Die  Formel  6)  gilt  für  jeden  Werth  von  p  zwischen  1  incl. 
und  3  incl.;  7)  gilt  für  jedes  ganze  n  von  n  =  1  incL;  8)  für  jedes  ganze 
n  von  n  =  0  incl. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  in  der  Ebene  der  Scheibe*),  und  zwar 
im  Innern  eines  Ringes,  so  wird  tf  =  0,  und  die  Formel  7)  würde  für 
F2„|3  die  Form  cx>  —  00  geben.  Für  diesen  Fall  benutzen  wir  4)  und 
15")  in  der  Mehlerschen  Abhandlung.  Diese  Formel  stellt  nämlich  T2»-f  4 
für  eine  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzte  Schale  dar  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  des  inneren  hohlen  Raumes.  Indem  wir  darin  die  eine 
Axe  des  Eilipsoides  unendlich  werden  lassen,  erhalten  wir  T2n^i  für  einen 
Punkt  im  Innern  eines  hohlen  elliptischen  Cylinders,  dessen  Querschnitt 
von  zwei  ähnlichen  con6entrischen  Ellipsen  begrenzt  wiid.  Daraus  er- 
giebt  sich  dann  vermöge  4)  das  Potential  Vin^s  eines  von  zwei  ähnlichen 
concentrischen  Ellipsen  begrenzten  Ringes  für  einen  Punkt  der  leeren 
Ringfläche.    Sind  die  Axen  der  inneren  Ellipse  mor,  mß,  so  wird 

^        *"*'       2(n  +  1)!    ds"  U/(^2~+  *)  (ß-^  +  *)J,.^o, 
Hierin  ist 

b^  c^ 


ir=  1  — 


+  s         ß^  + 
62  c2 


+  s         ß'^  +  s 
gesetzt  worden.    Diese  Formel  gilt  für  jede  ganze  Zahl  n  von  n  =  1  incl. 


*)  Liegt  er  in  der  Scheibe  selbst,  so  wird  Fp  für  p  >  3  unendlich.^.     ^ 

~     üigitized  by  * /^^    ^  oV  T>n    " '•  .  \ 
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Aus  6),  7),  8),  9)  erkennt  man  folgende  Sätze: 

Das  Potential  einer  elliptischen  Scheibe  oder  Ringes 
lässt  sich  für  gerade  Werthe  von  p  durch  ganze  elliptische 
Integrale  darstellen.  ' 

FürjE>;=:l,  undp£==:3  ist  es  au  slogarith  mischen  und  rein 
algebraischen  Ausdrücken  zusammengesetzt. 

Für  p  =  5,  7,  9  .  .  .  ist  es  eine  rein  algebraische  Function, 
und  zwar  ist  dieselbe  rational  oder  von  den  Wurzeln  einer 
(oder  zweier)  cubischen  Gleichung  abhängig»  jenachdem  der 
angezogene  Punkt  innerhalb  der  leeren  Bingfläche,  oder 
ausserhalb  der  Scheibe  oder  des  Kinges  liegt. 

2.    Specielle  Fälle. 

Ich  werde  im  Folgenden  a:  ==  0  setzen,  d.  h.  den  Anfangspunkt  in 
den  Mittelpunkt  der  Scheibe  legen;  dadurch  geht  k  über  in  a^. 
Ein  EUipsoid,  dessen  Halbaxen  «',  ß\  y   resp. 

sind»  wo  er  jede  beliebige  positive  Grösse  bedeuten  kann,  während  a,  /? 
die.  Halbaxen  der  Scheibe  sind,  dessen  Mittelpunkt  im  Mittelpunkt  der 
Scheibe  liegt,  und  von  dessen  Hauptschnitten  derjenige,  dessen  Halbaxen 
«',  ^  sind,  in  der  Ebene  der  Scheibe  liegt,  während  gleichzeitig  die 
beiden  erwähnten  Halbaxen  in  die  Richtung  der  Halbaxen  a,  /3  der 
Scheibe  fallen,  werde  ich  ein  confocales  EUipsoid  nennen.  Der  er- 
wähnte Hauptschnitt  ist  nämlich  confocal  mit  der  Scheibe.  Die  Gleichung 
eines  confocalen  Ellipsoides  heisst,  wenn  wir  die  Coordinaten  irgend  eines 
Punktes  seiner  Oberfläche  durch  |,  ??,  f  bezeichnen 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  cubischen  Gleichung  6)  zeigt, 
dass  alle  Punkte,  für  welche  die  in  den  Potentialformeln  der 
Scheibe  vorkommende  Grösse  c  dieselbe  ist,  auf  der  Ober- 
fläche eines  confocalen  Ellipsoides  liegen. 

Die  beiden  Fälle  p  =  1  und  p  =  3  bieten  ein  besonderes  Interesse 
dar,  wegen  der  einfachen  Resultate,  die  sich  ergeben.  Ich  mache  im 
Voraus  aufmerksam  auf  die  Analogie  zwischen  der  Anziehung  einer  ellip- 
tischen Scheibe  oder  Ringes  für  p  =  1 ,  3  und  eines  Ellipsoides  oder  einer 
ellipsoidischen  Schale  für  p  resp.  =2,4. 
a)  Der  Fall  p  =  1. 


Aus  6)  ergiebt  sich 


/■ 


ifl 


ö\ 
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Durch  Differenziation  von   V^  nach  a,  ^,   verhalten  wir  folgende  Aus- 
drücke für  die  Componenten: 

.0,       .  =  -../?'=     -,.-<=^<-^--' 


sJ  aß      ^  2aß 

"^  «^   +   ß' 
cx> 


^  =  K(«*  +  «)  03*  +  «),     ^1  =  j/(«^  +  ff)  (J3*  +  ff). 

Die  in  den  3  Componenten  vorkommenden  Integrale  hängen  nur  von 
6  ab,  ändern  sich  also  nicht  auf  einem  confocalen  Ellipsoide. 

Legt  man  durch  ein  confocales  Ellipsoid  Ebenen  parallel 
der  FZ-,  XZ-,  iTF-Ebene,  so  sind  resp.  X^,  F^,  Zj  für  alle 
Schnittpunkte  dieser  Ebenen  und  des  confocalen  Ellipsoi- 
des  constant. 

Ißt  a=0,  d.  h.  liegt  der  angezogene  Punkt  in  der  Ebene  der  Scheibe, 
so  wird  für  äussere  Punkte 

und  die  Gesammtanziehnng 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  folgende  -  Sätze : 
Alle  äusseren  Punkte,  die  auf  einer  mit  der  Scheibe  con- 
focalen Ellipse  liegen,  werden  gleich  stark  angezogen.  — 
Zwei  confocale  Scheiben  ziehen  denselben  äusseren  Punkt 
nach  derselben  Richtung  mit  einer  Intensität,  die  ihren  Mas- 
sen proportional  ist.    (Mac  Laurin^s  Lehrsatz.) 

Liegt  der  Punkt  in  der  Scheibe  selbst,  so  wird  <y  =  0,  und  man  hat 

^'  -        «  («  +  (3)  * 
2M 


z,  = 

ßi«  +  ß) 

Hieraas  folgt: 
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Ä,  =  - 


Ein  von  zwei  ähnlichen  Ellipsen  begrenzter  Bing  zieht 
einen  in  der  leeren  Ringfläche  liegenden  Punkt  gar  nicht 
an.  —  Die  Componenten  sind  proportional  der  Entfernung 
des  Punktes  von  der  entsprechenden  Hauptaxe.  —  Alle  in- 
neren Punkte,  die  auf  einer  der  Scheibenbegrenzung  ähn- 
lichen Ellipse  liegen,  werden  gleich  stark  angezogen.  — 
Alle  Punkte,  die  auf  demselben  radius  vector  liegen,  werden 
nach  derselben  Kichtung  hin  angezogen. 

Ist  die  Scheibe  kreisförmig,  so  wird  für  äussere  Punkte 

M 
> 

wo  Q  die  Entfernung  des  angezogenen  Punkfes  vom  Mittelpunkt  der 
Scheibe  bedeutet.  Eine  Kreisscheibe  zieht  also  einen  in  ihrer  Ebene  lie- 
genden äusseren  Punkt  so  an,  als  wäre  ihre  ganze  Masse  im  Mittelpunkt 
concentrirt.  Dasselbe  gilt  bekanntlich  von  einer  nach  dem  Naturgesetz 
anziehenden  Kugel. 

Die  Anziehung  einer  Kreisscheibe  auf  einen  inneren  Punkt  wird 

Äj  =  —  nö dx  Qj 

d.  h.    die   Anziehung    einer   Kreisscheibe   auf  einen   inneren 

Punkt  ist  proportional  seiner  Entfernung  vom  Centrum.    Die 

Anziehung    einer  Kugel    von   der  Dichtigkeit  6'  auf  innere   Punkte   ist 

Daraus  folgt:  • 

Enthält  eine  Kugel  in  jedem  Cubikfuss  f  derMasse,  die 
auf  jedem  Quadratfuss  der  Scheibe  liegt,  so  zieht  sie  einen 
innern  Punkt  eben  so  stark  nach  dem  Naturgesetz  an,  wie 
eine  concentrische  Kreisscheibe,  deren  Elementaranziehung 
der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 
b)  Der  Fall  p  =  3. 
Aus  6)  oder  aus  10)  vermöge  III.  folgt: 

oo 

■  ^»  -  2  J  72 

a 

Das  Potential  hängt  nur  von  er  ab,  d.  h.    es   ändert   sich   nicht 
auf  einem  confocalen  Ellipsoide. 

Um  die  Componenten  zu  erhalten,  müssen  wir  ;r— ,    -  »  w  bilden. 

da    db    de 


7^ 


Aus 

5)  folgt 
da 

da 

= 

<s 

1 

a» 
^ 

+ 

(«' 

6« 

+  ' 

cY 

+ 

{ß2 

+ 

cy 

L  bezeichnet  das  Loth ,  welches  man  vom  Mittelpunkt^uf  die  durch 
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(a,  6,  c)  an  das  confocale  EUipsoid  gelegte  Tangentialebene  herablässt. 
Aehnlich  erhält  man 

^tf  _  26     2      ??  _  2f  ,2 

db  ~  « 2  ^  '   dc~  p  ^  ' 

Mit  Benutzung   dieser  Werthe   erhält  man  aus  dem  für    V^  aufgestellten 
Integralausdruck 

M_     al?_ 

aß'y^    et  * 


11) 


X^  =  - 


y^  = 


Z3=    - 


12) 


ML 


aßy^ 


Nennen   wir  die  Winkel,   welche    die  Richtung   der  Resultante    mit 
den  3  Axen  bildet,  A,  jü,  v,  so  ist 


a  h 

cos  A  =  -7«  X,      cos  tt  =  -75  Z, 

y*  cf* 


cos  V  =  37Ö   ^. 

P 


Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  Gesammtanziehung  ist  für  Punkte  eines  confocalen 
Ellipsoides  direct  proportional  demLoth,  welches  man  vom 
Mittelpunkt  auf  die  durch  den  angezogenen  Punkt  an  das 
confocale  EUipsoid  gelegte  Tangentialebene  gefällt  hat.  Die 
Richtung  der  Gesammtanziehung  ist  normal  gegen  das  con- 
focale EUipsoid. 

Dirichlet  hat  in  seinen  Vorlesungen  über  das  Potential  gezeigt,  dass 
eine  unendlich  dünne  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzte  Schale 
von  der  Masse  M^  einen  äusseren  Punkt  nach  dem  Naturgesetz  mit  einer 
Kraft 

R-  ^^'^ 

apy 

anzieht,  und  dass  die  Richtung  der  Kraft  normal  gegen  das  durch  den 
angezogenen  Punkt  gelegte,  dem  gegebenen  confocale  EUipsoid  ist.  Ver- 
gleicht man  12)  mit  13),  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Eine  elliptische  Scheibe  mit  den  Halbaxen  tt,  /3,  deren 
Anziehung  dem  Cubus  der  Entfernung  umgekehrt  proportio- 
nal ist,  zieht  alle  Punkte  eines  confocalen  Ellipsoides  eben 
so  an,  wie  irgend  eine  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  be- 
grenzte mit  der  Scheibe  concentrische  und  confocale  unend- 
lich dünne  Schale,  die  nach  dem  Naturgesetz  anzieht,  deren 
Masse  gleich  der  Masse  der  Scheibe  dividirt  durch  /  ist,  und 
deren  Halbaxen  folgende  sind  C^OOoJp 


13) 
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ro   yi    nur   der  Bedingung  y,  <  /  unterworfen  ist. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  im  Inneren  eines  Einges,  so  wird  nach  6) 


^3^ 


itS  dx     rds        7c6  dx  .        g 


WO  a  und  q  die  unendlich  kleinen  positiven  Wurzeln  der  beiden  aas  5) 
resultirenden  cubischen  Gleichungen,  worin  k  unendlich  klein  ist 

i_*__5! £l-  =  o 

k  ft» £!_  —  o 


nämlich 


k 


1  _^  _   ^ 


^=  6^     _ 

A  4       4 


3etzt  man  diese  Werthe  für  ff  und  p,  so  •wird 

^3  =  -;5-  log  fe^  .t 


•^  o     ö    "~~ 


Die  hieraus  fliessenden  Werthe  für  F3,  Z3  sind  rationale  alge- 
braische Functionen  von  a,  ß,  b^  c,  m.  Bildet  man  dieselben  und  daraus 
J?3,  so  erkennt  man  folgenden  Satz: 

Die  Anziehung  eines  von  zwei  concentrischen  ähnlichen 
Ellipsen  begrenzten  Bing  es  auf  einen  Punkt  der  leeren  Ring- 
flache  ist  normal  gegen  die  durch  diesen  Punkt  gehende  den 
gegebenen  ähnliche  Ellipse  und  umgekehrt  proportional  dem 
Lothe,  welches  vom  Mittelpunkt  auf  die  durch  den  angezo- 
genen Punkt  an  die  ähnliche  Ellipse  gezogene  Tangente  ge- 
fällt ist. 

c)  Der  Fall  p  =  ö. 

Für  ^5  erhält  man  den  einfachsten  Ausdruck  aus  11)  mit  Benutzung 
von  III.,  nämlich 

Für  Punkte  eines  confocalen  Ellipsoides  ist  F5  propor- 
tional dem  Quadrate  des  schon  mehrfach  erwähoiten  Lothes. 
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d)  Der  Fall  p  =  2  (das  Naturgesetz). 
Für  die  Anziehung  einer  nach  dem  Naturgesetz  anziehenden  Scheibe 
erhält  man  aus  (6)  folgende  Formeln 

/'t/i_^__J' £L_ 

F  =  —    /    ^  s         a^  +  s        ß^+s  ^^ 


X   =  —  ^~    I' . — _ 

«    J  ,  j/(r=V)  (s'—a,)  (i'—ift 

Y  —  —  —    / — 


a 

(X> 


{s  -  <yi)  {s  —  (Jj) 


Z    =  —  —    /' — 

^    J  (,  +  |3^)  ^(i_<r)  (,-aO  (.-a,)'   • 

Diese  Integrale  lassen  sich  leicht  durch  ganze  elliptische  Integrale 
erster  und  dritter  Gattung  ausdrücken.  Es  wird  (vgl.  diese  Zeitschrift, 
8.  Jahrgang  p.  348) 

'        «(j/<r-cy,  +  /er  — (T2)(/-cy-a2)  V  /+<y+«^      ''V 


wo 


/  =  /(.-.,)(.--.,),       /.  =  ^^^^A-ZJ^^ 

.  /er  — tfj  +  /<y  —  <^2 

Für    die    Kreisscheibe    geht    das    Integral    dritter   Gattung   Hj  (n") 

in    eines    der    zweiten    Gattung    über,    wegen    n"  =  /r^,    und    es    wird 

E 
J7,  (w")  =  — .     (Vgl.  diese  Zeitschrift,  8.  Jahrgang  p.  352.) 

Aus  (8)  ergeben  sich  folgende  Ausdrücke 
und  hieraus  (vgl.  die  Zeitschrift  9.  Jahrgang  p.  278  ^^Ä  279)Q^QQTp 
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An 

'2  Mb  Ma      i^aß  —  bß  cos  <p  —  ca  ßin  €p 

'^  ~   "«^  aßn  J  (p  j/f^i  ^  0  ^' 

U)        F,  =  --^    r%08^£^ 


2n 


M     r  sin  g?rfg? 


lieber   die  Reduction  dieser  Integrale  auf  die  Normalform  vgl.  Clebscli, 
Orelle's  Journal  Bd.  61,  p.  187. 

Ist  die  Scheibe  kreisförmig  und  liegt  der  angezogene  Punkt  in  der 
Ebene  der  Scheibe,  so  wird  für  innere  und  äussere  Punkte  die  Ge- 
sammtanziehung nach  (14) 

Hierin  bedeutet  q  den  Quotienten  --,  und  K  und  E  die   ganzen  ellipti- 
schen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  mit  dem  Modulus 

Die  letzte  Formel  enthält  folgenden  Satz:  Eine  Kreisscheibe 
übt  nach  dem  Naturgesetz  auf  einen  Punkt,  der  n  Radien  vom 
Mittelpunkt  entfernt  ist,  eine  n  Mal  so  kleine  Kraft  aus,  als 
auf  einen  Punkt,  der  um  den  nten  Theil  des  Radius  vom  Mit- 
telpunkt entfernt  ist. 

Derselbe  Satz  gilt  nach  (II.)  für  einen  unendlichen  Kreiscjlinder, 
dessen  Elemeptaranziehung  umgekehrt  proportional  dem  Cubus  der  Ent- 
fernung erfolgt. 

e)  Für  die  Anziehung  einer  Kreisscheibe  auf  einen  Punkt  der  Axe 
erhält  man  die  für  alle  ganzen  Werthe  von  p,  mit  Ausnahme  von  /?  =  1, 
gültige  Formel  (vgl.  Crelle's  Journal  Bd.  65,  Formel  (9)) 

Für  p  =  1  erhält  man  die  entsprechende  Formel  aus  (10) 

16)  X^  =  %ddx  log  f  1   +  -  -  --Y 

^^    \  (a:  —  ayj 

Scheiben  von  endlicher  Dicke. 
Man   lasse  einen   beliebigen  Bogen   einer  algebraischen  Curve  nten 
Grades,  deren  Gleichung  die  Form  hat 


15)        Xp  = 
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y^  =  a  +  fto:  +  .  .  .  +  Ära:", 
um  die  Abscissenaxe  rotiren.  Den  dadnrcli  entstehenden  Rotationskör- 
per, der  von  zwei  parallelen  Kreisen  und  der  von  dem  Bogen  beschrie- 
benen krummen  Oberfläche  begrenzt  wird,  nenne  ich,  nach  Analogie  der 
üblichen  Bezeichnung  „Kegelstumpf",  einen  Körperstumpf  nten  Grades. 
Ist  die  rotirende  Curve  eine  gerade  Linie  oder  eine  Curve  zweiten  Gra- 
des, so  entsteht  einer  vou  den  6  bekannten  Rotationskörpern  zweiten 
Grades:  Cylinder,  Kegel,  einfaches  Hyperboloid,  doppeltes  Hyperboloid, 
Paraboloid,  Ellipsoid.  Für  diese  Körper  hat  das  y  folgende  Werthe, 
denen  ich  zugleich  die  Werthe  von  drei  später  vorkommenden  Grössen 
A,  B,  C  beifüge. 


y-" 

Ä 

B 

C 

Cylinder 

«« 

1 

—  a 

a^  +  «2 

Kegel 

tg  J^^» 

1 

d 

a^ 

Einfaches  Hyperboloid 

"('+?) 

COS  ö* 

7 

—  a 

0?  +  «2 

Doppeltes  Hyperboloid 

.'  %  -  0 

'  +  7 

—  a 

«*  ~o* 

Paraboloid 

ax 

1 

-«+1 

«* 

Ellipsoid 

"'0-7) 

1-^ 

—  a 

a*  +  «2 

Es  bedeutet  a  für  den  Cylinder  den  Radius,  für  das  Paraboloid  den 
Parameter,  für  das  Ellipsoid,  das  einfache  und  doppelte  Hyperboloid  die 
rotirende  Axe,  während  y  die  Rotationsaxe  ist;  ö  bedeutet  für  den  Kegel 
die  Neigimg  der  Seitenlinie  gegen  die  Axe.  Die  Abscissen  der  beiden 
Endpunkte  des  rotirenden  Bogens  werde  ich  durch  Ji  und  ä"  bezeichnen,, 
und  zwar  die  grössere  durch  Ä". 

Um  die  Anziehung  eines  Körpersturapfjßs  wten  Grades  zu  erhalten, 
zerlege  man  den  ganzen  Körperstumpf  durch  senkrecht  gegen  die  Rota- 
tionsaxe geführte  Ebenen  in  lauter  unendlich  dünne  Kreisscheiben  von 
der  Dicke  dx.  Das  Potential  und  die  Componenten  einer  Elementar- 
scheibe sind  nach  den  früheren  Formeln  zu  bestimmen,  indem  man  y  an 
die  Stelle  von  a  und  jS  setzt.  Integrirt  man  dann  noch  zwischen  den 
Grenzen  H  und  K'  nach  o:,  so  erhält  man  das  Potential  und  die  Compo- 
nenten des  Körperstumpfes.   Nennen  wir  dieselben  F'p,  A"p,  F'^,  so  ist 


"'-l 


Vp{y),  cet. 


Für  eine  beliebige  Lage   des  angezogenen  Punktes  erhält 
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für  ungerade  Werthe  von  p  ein  einfaches  Besultat;  für  den  speciellen 
Fall,  dass  der  Punkt  der  Rotationsaxe  angehört,  erhält  man  für  jedes 
ganze  p  einfache  Formeln. 

1.   Anziehung   eines  Körperstumpfes    nten   Grades   auf  einen 
beliebigen  Punkt  für  ein  ungerades  p. 

Setzt  man  in  5)  a  =  /3  =  y,  k  =  {x  —  a)^,  und,  was  man  der 
Allgemeinheit  unbeschadet  thun  darf,  da  die  Scheibe  kreisförmig  ist, 
c  =  0,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

*  is  +  y"?  -  (a:  -  af  {s  +  u'f  -  b'^s  (s  +  y')  =  0. 

Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 
^2  =  -  y2 


j^^     <r    ^  {x ~  ay ^f-^b''+  j/{{a:-^aY+,/y+b'' (6V+2(x-fl)'^-2y^). 


a^  2 

Aus  10),  11)  und  7)  erhält  man 
h" 


x;  =  -  Ttöjix^a)  log  (l  +  ^)  dx, 

n 

v  —  _  .^Hh   C u^adx. 

j-j    —        «oo^   (a:— «)»  (tf  +  yy  +  ft»ff2' 

und  aus  7)  mit  Benutzung  von  III) 

z,,H-i ^j — J  g^;r=i  [ff  (a _<,,)-] y  ('^-«)rf^- 

Die  in  den  vorstehenden  Formeln  unter  dem  Integralzeichen  stehen- 
den Ausdrücke  sind  rationale  algebraische*)  Functionen  von  x  und  der 
einen  in  <s  und  (Tj  vorkommenden  Quadratwurzel.  Mit  Berücksichtigung 
von  17)  lassen  sich  demnach  folgende  Sätze  über  die  Anziehung  eines 
Körperstumpfes  für  ein  ungerades  p  aufstellen: 

Die  Anziehung  eines  Körperstumpfes  nten  Grades  ist 
durch  Abel*sche  Integrale  darstellbar,  in  welchen  die  höchste 


*)  Der  in  X,'  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Logarithmus  kann  durch 
theilweise  Integration  fortgeschafft  werden.  ^  t 
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Potenz  der  Veränderlichen  unter  der  Quadratwurzel  den 
Exponenten  2n  bat. 

Die  Anziehung  eines  Eörperstumpfes  zweiten  Grades 
ist  durch  elliptische  Integrale  darstellbar. 

Die  Anziehung  eines  Körperstumpfes  zweiten  Grades  in 
der  Eichtung  der  Rotationsaxe  in  Bezug  auf  irgend  einen 
der  durch  den  Mittelpunkt  des  Rotationskörpers  senkrecht 
zur  Rotationsaxe  gelegten  Ebene  lässt  sich  durch  Elemen- 
tarfunctionen  ausdrücken. 

Die  Anziehung  eines  Kugelstumpfes  ist  für  jede  Lage 
des  angezogenen  Punktes  durch  Elementarfunctionen  dar- 
stellbar.   V 

Die  Anziehung  eines  Körperstumpfes  nten  Grades  auf 
einen  Punkt  der  Rotationsaxe  ist  durch  Elementarfunctio- 
nen darstellbar. 

Für  ein  gerades  p  hängt  die  Anziehung  auf  der  Axe,  wie  aus  15) 
ersichtlich,  von  AbeFschen  Integralen  ab;  dieselben  gehen  für  ein  Kör- 
perstumpf zweiten  Grades  gleichfalls  in  algebraische  Functionen  über. 

2.   Anziehung  der  Körperstumpfe  zweiten  Grades  auf  einen 
Punkt  ihrer  Axe  für  jedes  ganze  p. 
Auf  der  Axe  eines  Körperstumpfes  ist  nach  15)  und  16) 
K 
^t'  =  «^  yV-  «)  log  (l   +  ^-^),)  d:c, 

=  i^T  /  (^-«)  ( ^—7=i F=r  I 


18) 


X',= 


dx. 


Ich  bezeichne  die  Entfernungen  des  angezogenen  Punktes  vom  Rande 
der  ersten  und  zweiten  Basis  durch  Qj  q'\  und  vom  Centrum  derselben 
durch  r\  r\  und  schreibe  für  die  Differenz  kf  (^",  r",  ä")  —  kf  {q\  r\  Ä') 
der  Kürze  wegen  k  [/*((>,  r,  ä)J.  Führt  man  die  Integrationen  in  18)  aus, 
so  erhält  man  folgende  Formeln  für  die  Anziehung  irgend  eines  Körper- 
stumpfes zweiten  Grades  auf  einen  Punkt  seiner  Axe: 


19) 


,;  =  ^  [..  ,^  ?-+(„  + 1)  .  +  C^^?"  -  2|^  -  «•)  '»c  « 


X^  =  2«d  [r  -  -.+- 


4  + 


/+  > 


Va 


log  {B  +  Ah  +  n  fÄ)\. 
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Liegt   der  angezogene  Punkt  auf  der  kleineren  Axe  eines  Ellipsoi- 
des,  so  ist 

B     . 


20) 


Für  p  >  3  ist 


7  + 


logr  — 


log? 


a  + 

+ 


arc  cos 
A 


B  +  Ah 


i/±p     J 


^  '    "         (p-l)  (p-3)  LrP- 

(a  +  J)  (5  +  ^Ä) 


^9 


p-3 


—  Sin 


,pn     3.5. ..(^-4)/  g\      ^2         1 


(±P)-* 
In  den  vorstehenden  Formeln  ist 

P  =  AC  —  B\ 

Q  entweder  arc  tg  -=-. — 

Vp  

Ah  +  B  —  y^^ 

Ah  +  B  +  y^^  ^ 


oder    -  log 


> 


jenachdem  AC'^  B\ 


P-i 


wo  £  =  (—1)  2     in  21),  und  f  =  1  in  19)  und  20). 

In  21)  ist  die  Reihe  in  der  Klammer  so  weit  fortzusetzen,  bis  man 

entweder  auf  -»  oder  auf  —  gekommen  ist.     Das   letzte  Glied,  welches 

Q  Q 

0  enthält,  ist  nur  da,  wenn  p  ungerade  ist.  Für  ein- gerades  p  (>  2) 
ist  also  X'p  eine  rein  algebraische,  rationale  Function  von 
den  Constanten  des  Körpers  und  von  den  Entfernungen  des 
angezogenen  Punktes  von  den  Mittelpunkten  und  Rändern 
der  beiden  G-rund flächen.  Für  ein  ungerades  p  enthält  X'p  ausser 
algebraischen  Ausdrücken,  noch  entweder  einen  arc  tg  oder  einen  Loga- 
rithmus; und  zwar  beim  Kegel  und  einfachen  Hyperboloid  immer  einen 
arc  tg;  beim  Ellipsoid,  wenn  der  angezogene  Punkt  auf  der  klelileren 
Axe  liegt,  immer  einen  Logarithmus,  hingegen  wenn  der  angezogene 
Punkt  auf  der  grösseren  Axe  liegt,  bald  einen  arc  tg,  bald  einen  Loga- 
rithmus, jenachdem  der  angezogene  Punkt  vom  Mittelpunkt  aus  gerech- 
net vor  oder  hinter   dem  Brennpunkt  liegt;    beim  Parabolpid  und  dop- 
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pelten  Hyperboloid  ist  es  umgekehrt  wie  beim  Ellipsoid,  dessen  Rotä- 
tionsaxe  die  grössere  ist.  (Beim  Paraboloid  muss  es  nur  statt  „Mittel- 
punkt" hefssen  „Scheitelpunkt.")  Während  also  im  Allgemeinen  die 
Formeln  für  die  Anziehung  eines,  Körperstumpfes  zweiten  Grades  für 
ein  gerades  p  viel  complicirter  sind  als  für  ein  ungerades,  nehmen  sie 
auf  der  Axe  für  ein  gerades  p  einen  einfacheren  Charakter  an  wie  für 
ein  ungerades. 

Ist  der  Brennpunkt  der  angezogene  Punkt  {ÄC  =  J?^),  so  ver- 
schwindet  auch  für  ungerade  p  (>  3)  das  Transcendente.     Es  wird  für 

diesen  Fall  beim  Paraboloid  la  =  — ,       p>3) 

X'  =  -  -?^  r_ 1 ,  _  _i 1 

^  p  -.  1   L(/?  -  3)  rP~^         (p  ~  3)  ffP-'^  "»-  2  (p— 2)  9/-2J ' 

und  beim  Ellipsoid  und  doppelten  Hyperboloid , 
(«  =  ^,    p  >  3) 

^    .^    _     2^    r  1 y^ fy(y2_^2)    1 

^  p—l  L(p— 3)rP-3        (p  —  z)e^gP-s        (^p_2)e^QP-n 

Die  Grösse  s  hat  den  Werth  +  1,  und  ist  so  zu  bestimmen,  dass 
E  (  -  h  —  y  j  positiv  wird. 

Für  die  Anziehung  eines  Kugelstumpfes  auf  einen  Punkt  seiner  Axe 
erhält  man  die  für  alle  ganzen  Werth e  von  p,  mit  Ausnahme  von  1,  3,  5, 
gültige  Formel 

^__27rd^r  1  a^-a^ 1  1 

^    "  /?  — 1   L(p~3)r/'-3  "^  2(/>  — 3X9^-»         2(p-5)a^(>P-5j 

und  daraus  für  die  Anziehung  einer  Yollkugel 

'    ^  ~         (p-l)a^  L(/?  — 3)r^-3        lp—^)rP-^J 
Besonders  einfach  gestaltet  sich  X'p  beim  Kegel  und  beim  einfachen 
Hyperboloid  für  den   Fall,    dass  sich   die  genannten  Körper  zu  beiden 
Seiten  ins  Unendliche  erstrecken.  Für  p  =  1  und  p  =^  2  ist  lim  X'  =  c». 
Für  p  =  3  erhält  man  aus  20)  für  das  einfache  Hyperboloid 

Stc^  sin  ö^  cos  Oa 

^°*  '    ^  ~  }/a^  sin  Ö2  +~ä^' 

wenn  0  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Seitenlinie  des  Berührungskegels 
mit  der  Axe  bildet.     Für  den  Kegel  wird 

lim  ^'3  =  ^ön^  sin2Ö. 

Aus  dieser  Formel  erkennt  man  folgende  Sätze: 

Die  Anziehung  ein'es  unendlichen  Kegels,  dessen  Ele- 
mentaranziehnng    umscekehrt    proportional    dem   Curhuß^der 

^  ^  ^        ^  üigitizedby'GOOgle 
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Entfernung  ist,  auf  einen  Punkt  seiner  Axe  ist  unabhängig 
von  der  Lage  des  Punktes  auf  der  Axe.  Sie  ist  am  grössten, 
wenn  der  Winkel  au  der  Spitze  des  Axenschnittes  ein  rech- 
ter ist.  Sie  ist  gleich  gross  für  zwei  Kegel,  für  welche  die 
Winkel  an  der  Spitze  des  Axenschnittes  Supplemente  sind. 
Demnach  wird  eine  Schale,  die  von  zwei  unendlichen  Keg-el- 
mänteln  begrenzt  wird,  welche  dieselbe  Spitze  und  dieselbe 
Axe  haben,  auf  einen  Punkt  der  Axe  gar  keine  Wirkung  aus- 
üben, wenn  die  Winkel  an  der  Spitze  der  Axenschnitte  der 
beiden  Mäntel  Supplemente  sind. 

Ist  p  ungerade,  >  3,  so  erhält  man  aus  21)  für  das  einfache  Hyper- 
boloid 

,.      ^,  _  1.3.5...  (p*— 4)  a^Bm^^QOBO 

^  4.6.8...  (p—1)   /(«2  ßin  ^2  ^  «2)^-2 

und  für  den  Kegel 

hm  ^  «  =  1^8  —A-?r~     f  (  — — -. — 


4.6;8;..(p  — 1)   %m^v-^    aP-^ 

Ist  p  gerade,   >  2,  so  wird  für  das  einfache  Hyperboloid 

,.      ^,  >.    jt  2- '*•  •  •  (P— "*)  «  sin  ö^  cos  $ 

hmXp=  ino  — f — -{     ,_ ,— — rr=^ 

3.5 . .  .(p-1)   j/(^a^  gin  $2  ^  ^2y-i 

und  für  den  Kegel 

T      ^,       •         .2.4...(p — 4)      cos  ö  l 

^  3.5...  (p-1)   sinÖ^--*    öP-3 

Die  Anziehung  eines  unendlichen  Kegels  auf  einen  Punkt 
seiner  Axe  ist  also  der  (p  —  3)ten  Potenz  der  Entfernung  des 
angezogenen  Punktes  von  der  Spitze  desKegels  umgekehrt 
proportional.  Sie  wächst,  während  der  Winkel  an  der  Spitze 
des  Axenschnittes  abnimmt,  über  alle  Grenzen  hinaus. 

Ein  bemerkenswerthes  Resultat  bietet  noch  die  Anziehung  eine« 
vollen  Rotationsellipsoid  es  auf  einen  innern  auf  der  Axe  liegenden 
Punkt  für  p  =  4  dar.     Man  erhält  für  dieselbe  aus  21)  die  Formel 

Die  Anziehung  ist  also  unabhängig  von  der  rotirenden 
Axe.  Eine  elliptische  Schale,  begrenzt  von  zwei  vollstän- 
digen concentrischen  Ellipsoiden,  die  dieselbe  Rotations- 
axe,  aber  beliebige  rotirende  Axen  haben,  zieht  einen  in- 
neren auf  ihrer  Axe  gelegenen  Punkt  gar  nicht  an,  wenn  die 
Elementaranziehung  der  vierten  Potenz  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional  ist. 
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XXXm.    Ueber  umkehrbare  und   nicht  umkehrbare  Vorgänge   in 
ihrer  Beziehung  auf  die  Wärmetheorie. 

Im  zweiten  diesjährigen  Hefte  dieser  Zeitschrift,  S.  152,  hat  Herr 
Bauschinger  auf  einige  Bemerkungen ,' welche  ich  im  ersten  Hefte, 
S.  31,  üher  einen  seiner  früheren  Aufsätze  gemacht  hatte,  geantwortet. 
Er  sagt  dabei,  dass  in  Bezug  auf  den  Inhalt  meiner  Bemerkungen  seine 
Erwartungen  getäuscht  seien ,  indem  er  geglaubt  habe ,  einer  Aeusserung 
von  mir  über  seine  nähere  Bestimmung  von  „umkehrbar**  und  „nicht 
umkehrbar'*  entgegensehen  zu  dürfen,  weil  hierin  unsere  Ansichten  aus- 
einander zu  gehen  scheinen. 

Ich  habe  in  der  That  in  den  Aufsätzen  von  Bauschinger,  nicht  nur 
in  Beziehung  auf  den  von  ihm  ery^ähnten  Punkt,  sondern  auch  in  an- 
deren Beziehungen  Stellen  gefunden,  mit  denen  ich  nicht  übereinstimme; 
aber  ich  bin  absichtlich  nicht  darauf  eingegangeh,  weil  ich  es  nicht  für 
nöthig  halte,  jeden  von  meinen  Ansichten  abweichenden  Ausspruch, 
welchen  ich  in  Aufsätzen  über  die  mechanische  Wärmetheorie  finde, 
zum  Gegenstande  einer  Discussion  zu  machen.  Wenn  es  sich  um  eine 
'Sache  handelt,  die  ich  schon  hinlänglich  bestimmt  in  meinen  Abhand- 
lungen erörtert  zu  haben  glaube,  so  überlasse  ich  es  gern  den  Lesern, 
zu  entscheiden,  wessen  Ansicht  die  richtige  ist.  Da  aber  Herr  Bau- 
schinger in  seiner  neuen  Note  jenen  Punkt  abermals  mit  besonderem 
Nachdrucke  hervorhebt,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  er  nicht  blos  von 
einer  zwischen  uns  obwaltenden  Meinungsdifferenz- spricht,  sondern  mit 
einem  eigenthümlichen  Tone  der  Sicherheit  einfach  meine  Ansichten  und 
Entwickelungen  für  falsch  erklärt*),  so  fürchte  ich,  dass  ein  Stillschwei- 
gen von  meiner  Seite  in  dem  Sinne  ausgelegt  werden  könnte,  als  ob 
ich  seine  Einwürfe  als  richtig  zugestände.  Ich  sehe  mich  daher  genö- 
thigt ,  einige  Erläuterungen  über  den  zur  Sprache  gebrachten  Gegenstand 
zu  geben. 


*)  Nachdem  Hr.  Bauschinger  bei  Besprechung  meiner  Dampfmaschinentheorie 
sich  üher  meine  Behandlung  eines  nicht  umkehrbaren  Processes  geäussert  hat, 
fährt  er  auf  S.  166  fort:  „Ausser  dem  erwähnten  begeht  aber  Herr  Clausius  bei 
der  Untersuchung  des  in  Rede  stehenden  Vorganges  noch  einige  Versehen,  die 
sich  jedoch  bei  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Wärme  und  Ar- 
beit theils  unter  sich,  theils  gegen  jenes  aufheben,  so  dass  die  von  Clausius  er- 
haltene Formel  XIII),  welche  die  Beschaffenheit  des,  nach  der  Admission  im 
Cylinder  enthalteneu  Dampfes  finden  lässt,  doch  richtig  bleibt/^  Ich  meine,  schon 
der  Umstand,  dass  eine  ziemlich  weitläufige  Entwickelung,  in  welcher  mehrere 
Versehen  enthalten  sein  sollen,  doch  schliesslich  ein  richtiges  Resultat  gegeben 
hat,  liätte  Hrn.  Bauschinger  in  seinem  Urtheile  etwas  vorsichtiger  machen,  und 
auf  den  Gedanken  bringen  sollen,  dass  die  vermeintlichen  Versehen  doch  nur 
scheinbar  seien  und  darauf  beruhen,  dass  er  meine  Behandlungsweise  des  Gegen- 
standes nicht  richtig  verstanden  habe. 
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Es  giebt  verschiedene  Vorgänge,  welche  nicht  unter  denselben  Um- 
ständen, nnter  denen  sie  stattgefunden  haben ,  wieder  rückgängig  werden 
können,  und  welche  ich  daher  nicht  umkehrbar  nenne.  Einer  ist 
der  durch  Leitung  oder  Strahlung  bewirkte  Wärmeübergang  aus  einem 
wärmeren  in  einen  kälteren  Körper,  indem  die  Wärme  nicht  in  gleicher 
Weise  auch  aus  dem  kälteren  in  den  wärmeren  Körper  übergehen  kann. 
Ein  anderer  ist  die  durch  Reibung  bewirkte  Verwandlung  von  Arbeit  in 
Wärme,  denn  es  ist  nicht  möglich  durch  einen  entsprechenden  umge- 
kehrten Process  in  gleicher  Weise,  ohne  irgend  eine  andere,  als  Com- 
pensation  dienende  Veränderung,  Wärme  in  Arbeit  zu  verwandeln.  Dass 
diese  beiden  Vorgänge  als  nicht  umkehrbare  zu  betrachten  seien,  wird, 
so  viel  ich  weiss,  auch  von  Bauschinger  nicht  bestritten.  Bei  einem 
dritten  Vorgange  dagegen,,  welcher  sich  auf  die  Ausdehnung  eines  Gases 
bezieht,  gehen  unsere  Ansichten  aus  einander,  und  diesen  muss  ich  da- 
her etwas  eingehender  besprechen. 

In  einem  oben  durch  einen  beweglichen  Stempel  abgeschlossenen 
Cylinder  möge  sich  eine  Quantität  eines  Gases  befinden,  und  zwar,  wie 
wir  der  Einfachheit  wegen  annehmen  wollen,  eines  vollkommenen  Gases. 
Wir  wollen  uns  nun  vorstellen,  das  Gas  dehne  sich  aus  und  hebe  dabei 
den  Stempel;  der  letztere  bewege  sich  aber  nur  so  langsam,  dass  das 
darunter  befindliche  Gas  hinlänglich  nachfolgen  könne,  so  dass  der 
Druck  stets  in  allen  Theilen  der  Gasmasse  gleich  sei.  Bei  dieser  Aus- 
dehnung kann  das  Gas  einen  Widerstand  überwinden  ^welcher  in  jedem 
Augenblicke  seiner  eigenen  Expansivkraft  gleich  ist.  Die  im  Gase  ent- 
haltene Wärme  leistet  dadurch  eine  äussere  Arbeit,  wozu  Wärme  ver- 
braucht wird,  sodass  dem  Gase,  wenn  es  sich  während  der  Ausdehnung 
nicht  abkühlen  soll,  von  aussen  Wärme  zugeführt  werden  muss. 

Wenn  nun  der  Stempel  bis  zu  einer  gewissen  Höhe,  z.  B.  bis  zur 
doppelten  Höhe  gelangt  ist,  kann  man  ihn  wieder  hinabdrückefi  und 
dadurch  das  Gas  in  sein  ursprüngliches  Volumen  bringen.  Dabei  hat 
man  einen  Druck  anzuwenden,  welcher  in  derselben  Weise  wächst,  wie 
der  vorher  überwundene  Druck  abnahm;  es  wird  also  eine  ebenso  grosse 
äussere  Arbeit  verbraucht,  wie  vorher  gewonnen  wurde.  Dadurch  wird 
eine  entsprechende  Menge  Wärme  erzeugt,  und  es  muss  daher  dem  Gase, 
wenn  es  sich  während  der  Zusammendrückung  nicht  erwärmen  soll,  ebenso 
viel  Wärme  entzogen  werden,  wie  ihm  bei  der  Ausdehnung  zugeführt 
wurde.  Der  Zusammendrückungsprocess  ist  also  in  jeder  Beziehung  dem 
Ausdehnungsprocesse  gleich ,  und  die  vorher  beschriebene  Ausdehnung 
hat  somit  in  umkehrbarer  Weise  stattgefunden. 

Neben  jener  Ausdehnungsart  wollen  wir  nun  eine  zweite  betrachten. 
Wir  denken  uns,  der  Stempel  stehe  schon  von  Anfang  an  in  der  dop- 
pelten Höhe,  aber  der  unter  dem  Stempel  befindliche  Raum  des  Oy lin- 
ders sei  durch  eine  in  der  Mitte   angebrachte  Scheidewand  in  zwei  Ab- 
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theilungen  getheilt.  In  der  unteren  Abtheilung  befinde  sich  das  Gas 
und  die  obere  sei  leer.  Wenn  nun  plötzlich  in  der  Scheidewand  eine 
Oeffnung  gemacht  wird,  so  wird  ein  Theil  des  Gases  mit  grosser  Ge- 
schwindigkeit aus  der  unteren  Abtheilung  in  die  obere  strömen,  und 
wird  dort,  nachdem  es  verschiedene  wirbelnde  Bewegungen  ausgeführt 
hat,  endlich  durch  die  Reibung  der  Gastheile  unter  sich  und  gegen  die 
Wände  zur  Ruhe  kommen. 

Bei  dieser  zweiten  Ausdehnung  sind  zwar  das  Anfangs-  und  End- 
volumen des  Gases  ebenso  gross,  wie  bei  der  zuerst  beschriebenen,  aber 
die  Art  des  Ueberganges  aus  dem  einen  Volumen  in  das  andere  hat  in 
ganz  anderer  Weise  stattgefunden,  als  bei  jener,  und  es  ist  nicht  mög- 
lich, eine  Zusammendrückung  auszuführen,  welche  dieser  zweiten  Aus- 
dehnungsart entspricht.  Jede  Zusammendrtickung,  welche  man  ausführen 
kann,  unterscheidet  sich  von  dieser  Ausdehnung  in  folgenden  zwei  we- 
sentlichen Punkten.  1)  Bei  der  Ausdehnung  ist  nach  aussen  keine 
Arbeit  abgegeben ;  die  Zusammendrückung  aber  kann  nicht  stattfinden, 
ohne  dass  von  aussen  her  Arbeit  angewandt  und  verbraucht  wird.  2) 
Nach  ^er  Ausdehnung  enthält  das  Gas,  wenn  ihm  von  aussen  keine 
Wärme  mitgetheilt  und  entzogen  wird,  im  Ganzen  genommen  ebenso 
viel  Wärme,  als  vor  derselben.  Wenn  auch  das  in  der  unteren  Abthei- 
lung zurückbleibende  Gas  sich  abgekühlt  hat,  so  hat  dafür  das  in  die 
obere  Abtheilung  geströmte  Gas  sich  durch  die  Reibung,  welche  es  zur 
Ruhe  gebracht  hat,  um  ebenso  viel  erwärmt,  so  dass,  wenn  nachträg- 
lich die  Temperaturen  der  beiden  Abtheilungen  sich  ausgleichen,  wieder 
die  ursprüngliche  Temperatur  entsteht.  Zusammengedrückt  kann  dagegen 
das  Gas  nicht  werden,  ohne  dass  dabei  durch  die  von  aussen  her  an- 
gewandte Arbeit  Wärme  erzeugt  wird.  Das  Gas  muss  also  während  der 
Zusammendrückung  Wäime  nach  aussen  abgeben,  wenn  seine  Tempe- 
ratur nicht  steigen  -soll.  Die  zweite  Art  der  Ausdehnung  hat  somit 
unter  Umständen  stattgefunden,  welche  bei  einer  Zusammendrückung 
nicht  möglich  sind,  und  sie  muss  daher  als  nicht  umkehrbar  bezeich- 
net werden. 

Wir  wollen  nun  das  Integral 

T 

betrachten.  In  diesem  Integrale  bedeutet  dQ  die  unendlich  kleinen 
Wärmemengen,  welche  ein  veränderlicher  Körper  während  seiner  Ver- 
änderungen von  aussen  empfängt  (oder,  wenn  dQ  negativ  ist,  nach 
aussen  abgiebt),  und  T  ist  die  absolute  Temperatur  des  Körpers  im 
Momente  der  Wärmeaufnahme  (oder  Wärmeabgabe).  Ich  habe  bewiesen, 
dass  dieses  Integral  für  jeden  umkehrbaren  Kreisprocess  Null  wird,  da- 
gegen ftlr  einen  nicht  umkehrbaren  Kreisprocess  einen  angebbaren  ne- 
gativen Werth  annimmt.  r^^^^^T^ 
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Wenden  wir  dieses  anf  den  aus  der  Ausdehnung  und  .der  darauf 
folgenden  Zusammendrückung  unseres  Gases  bestehenden  Kreisprocess 
an,  und  nehmen  beispiebweise  an,  die  Temperatur  soll  während  des 
ganzen  Processes  constant  erhalten  werden,  so  ist  leicht  ersichtlich,  wie 
der  Satz  sich  dabei  bestätigt. 

Findet  die  Ausdehnung  in  der  ersten  Weise  statt,  so  muss  dabei 
das  Gas,  damit  es  sich  nicht  abkühlt,  Wärme  von  aussen  empfangen. 
Wenn  dann  das  Gas  wieder  zusammengedrückt  wird,  so  muss  es,  um 
sich  nicht  zu  erwärmen,  ebenso  viel  Wärme  nach  aussen  abgeben.  Das 
auf  den  ganzen  Kreisprocess  bezügliche  Integral  yird  also  Null.  — 
Findet  dagegen  die  Ausdehnung  in  der  zweiten , Weise  statt,  so  wird 
dabei  in  dem  Gase  selbst  ebenso  viel  Wärme  erzeugt,  wie  verbraucht. 
Wenn  daher  auch  der  unteren  Abtheilung  des  Cylinders  Wärme  zuge- 
führt werden  muss,  um  die  Temperatur  constant  zu  erhalten,  so  muss 
der  oberen  Abtheilung  ebenso  viel  Wärme  entzogen  werden,  und  das 
Integral  wird  daher,  soweit  es  sich  auf  die  Ausdehnung  allein  bezieht, 
Null.  Bei  der  Zusammendrückung  dagegen  muss,  um  die  Temperatur 
des  Gases  constant  zu  erhalten ,  eine  Wärmeentziehung  stattfinden,  wel* 
che  nicht  durch  eine  Wärmemittheilung  wieder  aufgehoben  wird,  und 
das  auf  den  ganzen  Kreisprocess  bezügliche  Integral  nimmt  somit  einen 
angebbaren  negativen  Werth  an. 

Nach  diesen  Auseinandersetzungen,  welche  dazu  dienen  sollten,  den 
Gegenstand,  um  den  es  sich  handelt,  zuerst  in  ein  klares  Licht  zu  stel- 
len, wende  ich  mich  zu  den  von  Bauschinger  erhobenen  Einwendungen. 

Indem  Bauschinger  von  einem  Vorgange  spricht,  welcher  dem  lieber- 
strömen  des  Gases  ähnlich  ist,  nämlich  von  dem  bei  einer  Dampfmaschine 
stattfindenden  Ueberströmen  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  den  Cylin- 
der,  wo  ein  geringerer  Druck  herrscht  als  im  Kessel,  sagt  er,  ich  habe 
übersehen,  dass  beim  Hinaustreiben  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  Arbeit 
geleistet  wird,  die  zuerst  als  lebendige  Potenz  und  dann  als  Wärme  von 
dem  ausströmenden  Dampfe  aufgenommen  wird.  Die  Wärmemenge,  welche 
dadurch  entsteht,  dass  im  Cylindcr,  wo  der  Dampf  in  Ruhe  kommt,  die 
Strömungsbewegung   des   Dampfes   sich   in  Wärme  umsetzt,   sei  von  mir 

bei  der  Bestimmung  des  Integrales  1  -  nicht  mit  gerechnet,  was  sei- 
ner Ansicht  nach  hätte  geschehen  müssen,  und  aus  diesem  Grunde  sei 
ich  zu  einem  angebbaren  Werthe  für  das  Integral  gelangt.  Wenn  man 
aber  alle  vorkommenden  Wärmemengen  in  richtiger  Weise '  mitrechne, 
werde  das  Integral  für  den  Kreisprocess,  in  welcher  Weise  auch  die 
Ausdehnung  stattgefunden  haben  möge,  immer  gleich  Null. 

Wenn  Herr  Bauschinger  den  Gang  der  Betrachtungen,  durch  welche 
ich  den  «weiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  abgeleitet 
habe,    genau  verfolgt    hätte,    so  würde   er  sich   leicht   davon  überzeugt 
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haben,  dass  das,  was  er  für  ein  Versehen  hält,  im  Princip  begründet 
ist,  und  gerade  einen  Hauptpunkt  der  ganzen  Entwickelungsart  bildet. 
Aus  jenen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nämlich,  dass  man  bei  einem 
Kreisprocesse  nicht  nöthig  hat,  auf  die  im  Innern  des  veränderlichen 
Körpers  stattfindenden  Vorgänge  und  die  dabei  verbrauchten  oder  er- 
zeugten Wärmemengen  Rücksicht  zu  nehmen,  sondern  nur  diejenigen 
Wärmemengen,  welche  der  Körper  während  des  Kreispro- 
ce.sses  von  aussen  empfängt  oder  nach   aussen   abgiebt,  bei 

-—  in  Rechnung  zu  bringen  hat. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  bei  einem  Kreisprocesse 
alle  von  aussen  aufgenommenen  und  nach  aussen  abgegebenen  Wärme- 
mengen in  Rechnung  bringt,  man  dadurch  von  selbst  auch  die  innerlich 
zu  Arbeit  verbrauchten  oder  durch  Arbeit  erzeugten  Wärmemengen  mit 
berücksichtigt.  Da  nämlich  der  Körper  am  Ende  des  Kreisprocesses 
ebenso  viel  Wärme  enthält  wie  zu  Anfang,  so  müssen  die  während  des 
Kreisprocesses  in  ihm  erzeugten  und  verbrauchten  Wärmemengen,  so 
weit  sie  sich  nicht  gegenseitig  aufheben,  äusserlich  kund  werden,  indem 
die  erzeugte  Wärme  nach  aussen  abgegeben  und  die  verbrauchte  von 
aussen  aufgenommen  werden  muss.  Wenn  man  daher  die  innerlich  er- 
zeugten und  verbrauchten  Wärmemengen  als  solche  noch  besonders  in 
die  Formel  aufnehmen  wollte,  so  würde  man  sie  doppelt  rechnen. 

Ich  will  dieses  an  dem  oben  betrachteten  Kreisprocesse,  welcher 
darin  besteht,  dass  das  Gas  durch  Ueberströmen  aus  der  unteren,  vollen 
Abtheilung  des  Cylinders  in  die  obere,  leere  Abtheilung  sich  ausdehnt, 
und  dann  wieder  zusammengedrückt  wird,  näher  nachweisen. 

Indem  ein  Theil  des  Gases  aus  der  unteren  Abtheilung  in  die  obere 
strömt,  wird  zur  Hervorbringung  der  Strömungsbewegung  in  der  unteren 
Abtheilung  Wärme  verbraucht,  und  in  der  oberen  Abtheilung  wird  Wärme 
erzeugt,  indem  die  Strömungsbewegung  sich  dort  in  Wärme  umsetzt. 
Man  muss.  daher,  wenn  man  die  Temperatur  constant  erhalten  will,  wie 
schon  oben  gesagt  wurde,  der  unteren  Abtheilung  Wärme  von  aussep 
zuführen  und  der  oberen  Abtheilung  Wärme  entziehen.  Wenn  nachher 
das  Gas  wieder  zusammengedrückt  wird,  so  wird  dabei  in  ihm  Wärme 
erzeugt,  welche   ihm  ebenfalls   entzogen  werden  muss.     Wenn  man  also 

—  die  Wärmemengen,  welche  das  Gas 

von  aussen  empfängt  oder  nach  aussen  abgiebt,  in  Rechnung  bringt,  so 
kommen  dadurch  auch  jene  drei  auf  die  inneren  Vorgänge  bezüglichen 
Wärmemengen,  nämlich  die  verbrauchte  und  die  beiden  erzeugten,  zur 
Geltung. 

Wollte  man,  wie  Bauschinger  es  verlangt,  die  Wärmemenge,  welche 
dadurch  entsteht,  dass   die  Strömungsbewegung  sich  in   der  oberen  Ab- 
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theilung  in  Wärme  umsetzt,  notsh  besonders  als  eine  vom  Gase  Aufge- 
nommene Wärmemenge  in  Rechnung  bringen,  so  würde  diese  Wärme- 
menge zweimal  in  dem  Integrale  vorkommen,  einmal  als  aufgenommene 
und  einmal  als  abgegebene  Wärme,  also  einmal  mit  dem  positiven  and 
einmal  mit  dem  negativen  Vorzeichen.  Consequenter  Weise  müsste  man 
dann  auch  die  in  der  unteren  Abtheilung  verbrauchte  Wärme  noch  be- 
sonders als  eine  vom  Gase  abgegebene  Wärmemenge  und  die  bei  der 
Zusammendrückung  erzeugte  Wärme  als  eine  vom  Gase  aufgenommene 
Wärmemenge  in  Rechnung  bringen.  Dadurch  würde  man  ein  Integral 
erhalten,  in  welchem  alle  Wärmemengen  zweimal  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  vorkämen.  Diesem  Integrale  könnte  allerdings  die  Eigen- 
schaft, gleich  Null  zu  werden,  wie  auch  die  in  dem  Kreisprocesse  vor- 
kommende Ausdehnung  des  Gases  vor  sich  gegangen  sein  möge,  ohne 
Widerspruch  zugeschrieben  werden;  aber  ein  solches  Resultat  würde 
keine  weitere  theoretische  Bedeutung  haben. 

Ob  Herr  Bauschinger  wirklich  alle  in  dem  veränderlichen  Körper 
erzeugten  und  verbrauchten  Wärmemengen  als  solche  noch  besonders  in 
Rechnung  bringen  will,  oder  ob  er  nur  einzelne  derselben  zu  diesem 
Zwecke  auswählen,  und  nach  welchen  Regeln  er  ^i^  Auswahl  treffen 
will,  brauche  ich  hier  nicht  zu  untersuchen,  sondern  kann  mich  darauf 
beschränken,  zu  erklären,  dass  jedes  Integral,  in  welchem  noch 
andere  Wärmemengen,  als  die  von  aussen  empfangenen  und 
nach  aussen  abgegebenen,  vorkommen,  von  demjenigen, 
welches  ich  eingeführt  habe,  und  auf  welches  sich  meine 
Sätze  beziehen,  verschieden  ist.  Zugleich  ist  als  selbstverständ- 
lich zu  betrachten,  dass  man  bei  Beurtheilung  der  Rechnungen,  durch 
welche  ich  den  Werth  des  Integrals  für  specielle  Fälle  bestimmt  habe,  die 
Definition,  welche  ich  von  dem  Integrale  gegeben  habe,  zu  Grunde  legen 
muss  und  sie  nicht  durch  eine  andere,  mir  fremde  Definition  ersetzen  darf. 

Nachdem  ich  auf  diese  Weise  den  von  Bauschinger  erhobenen  Haupt- 
einwand, welcher  von  principieller  Bedeutung  ist,  widerlegt  habe,  wird 
efi  nicht  nöthig  sein,  auf  den  speciellen  Fall,  welchen  er  behandelt, 
nämlich  das  Ueberströmen  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  den  Cy lin- 
der, hier  näher  einzugehen.  Ich  will  nur  noch  bemerken,  dass  die 
übrigen  Versehen,  welche  er  mir  no.ch  zuschreibt,  und  welche  darin  be- 
stehen sollen,  dass  ich  gewisse  Arbeitsgrössen  vernachlässigt  habe,  ihre 
Erledigung  in  ganz  ähnlicher  Weise  finden  wie  jener  Einwand. 

Es  ist  nämlich  bei  Bestimmung  der  während  eines  Kreisprocesses 
geleisteten  oder  verbrauchten  Arbeit  nicht  nöthig,  die  im  Innern  des  ver- 
änderlichen Körpers  durch  Kräfte,  welche  die  Bestandtheile  desselben 
auf  einander  ausüben,  getbanen  Arbeitsgrössen  in  Betracht  zu  ziehen, 
sonclern  man  hat  nur  die  nach  aussen  abgegebene  oder  von  aussen 
empfangene  Arbeit  zu  berücksichtigen,  d.h.  diejenige  Arbeit,^  jwelche 
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darin  besteht,  dass  fremde  auf  den  Körper  wirkende  Kräfte  (z.B.  ein 
von  der  Oberfläche  stattfindender  äusserer  Druck)  von  den  vom  Körper 
ausgeübten  Gegenkräften  überwunden  werden,  oder  umgekehrt  diese 
letzteren  überwinden.  Jene  innerlich  gethanen  Arbeitsgrössen  müssen 
sich  in  einem  Kreisprocesse  nothwendig  gegenseitig  aufheben.  Auf  diese 
Weise  erklärt  es  sieb,  dass  Bauschinger  trotz  mehrerer  Fehler,  die  er 
gefunden  zu  haben  glaubt  und  die  ich  dadurch  begangen  haben  soll,  * 
dass  ich  innerlich  gethane  Aibeitsgrössen  vernachlässigt  habe,  schliesslich 
findet,  dass  alle  diese  vermeintlichen  Fehler  sich  wieder  aufgehoben 
haben  und  das  Resultat  richtig  ist. 


Er  sei  mir  gestattet,  bei  dieser  Gelegenheit  noch  eine  kleine  Be- 
richtigung eines  auf  einen  anderen  Gegenstand  bezüglichen  Citates  hin- 
zuzufügen. 

Am  Ende  des  vorjährigen  Bandes  dieser  Zeitschrift,  S.  511,  befindet 
sich  ein  Aufsatz  von  Loschmidt  „über  die  Grösse  der  Luftmolecüle ", 
welcher  folgen dermassen  beginnt:  „Die  Wissenschaft  verdankt  der  neue- 
ren Gastheorie  bereits  viele  wichtige  Aufschlüsse  in  den  interessantesten 
Fragen.  So  unter  Andern  die  Kenntniss  der  mittleren  Geschwindigkeit 
der  Gastheilchen,  so  die  ihrer  mittleren  Weglänge.  Maxwell  hat  in  sei- 
ner Arbeit  über  den  letzten  Gegenstand  eine  Formel  gefunden,  welche 
eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  molecularem  Wegvolumen  und 
molecularem  Kaumvolumen  festsetzt.*^  In  den  Sitzungsberichten  der 
Wiener  Academie  Bd.  LH,  wo  dieselbe  Untersuchung  von  Loschmidt 
noch  ausführlicher  mitgetheilt  ist,  wird  der  zuletzt  angedeutete  Satz, 
welchen  Loschmidt  Maxwell  zuschreibt,  ebenfalls  erwähnt,  und  es  heisst 
in  Bezug  auf  die  betreffende  Gleichung:  „Wir  benutzen  dazu  eine  Glei- 
chung, welche  von  Maxwell  aufgestellt  wurde  und  von  Clausius  eine 
kleine  Modification  erfahren  hat." 

In  diesen  Stellen  ist  der  Sachverhalt  nicht  richtig  .ausgedrückt.  Der 
betreffende  Satz  ist  zuerst  von  mir  aufgestellt  in  meiner  Abhandlung 
„über  die  mittlere  Länge  der  Wege  etc.",  welche  in  Poggendorff's  An- 
nalen  im  Octoberhefte  1858  erschien,  zu  einer  Zeit,  wo  Maxwell  über 
diesen  Gegenstand  noch  nichts  geschrieben  hatte.  Im  Januar  1860  ist 
dann  im  Phil.  Mag.  die  Abhandlung  von  Maxwell  erschienen,  worin  er 
meinen  Satz  dahin  modificirt,  dass  er  an  die  Stelle  des  Factors  ^  den 
Factor  ^2  setzt.  In  Folge  dessen  habe  ich  im  Junihefte  1860  des  Phil. 
Mag.  eine  kleine  Note  veröffentlicht  (die  einzige,  welche  Loschmidt  citivt), 
in  welcher  ich  die  ursprüngliche  Form  meines  Satzes  aufrecht  erhalten 
habe,  worauf  vo^  Maxwell,  so  viel  ich  weiss,  nichts  entgegnet  ist. 

Mein  Satz  lautet  in  Worten,  ausgesprochen,  folgendermassen  (s.  Pagg. 
Ann.  Bd.  CV,  S.  250):    Die   mittlere  Weglänge   eines  ^^^Äl^ 
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verhalt  sich  zum  Radius  der  Wirkungssphären  wie  der  von 
dem  Gase  im  Ganzen  eingenommene  Raum  zu  dem  Theile 
des  Raumes,  welcher  von  den  Wirkungssphären  der  Mole- 
cüle  wirklich  ausgefüllt  wird.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  ich 
unter  Wirkungssphäre  eines  Molecüls  diejenige  um  den  Schwerpunkt 
des  Molecüls  beschriebene  Kugelfläche  verstanden  habe,  bis  zu  welcher 
der  Schwerpunkt  eines  anderen  Molecüls  sich  ihm  bei  den  stattfindenden 
Bewegungen  nähern  kann.  Will  man. die  Molecüle  mit  elastischen  Ku- 
geln vergleichen,  welche  sich  so  weit  einander  nähern  können,  bis  ihre 
Oberflächen  sich  berühren,  so  ist  der  Radius  einer  solchen  Kugel  nur 
halb  so  gross  als  der  Radius  der  Kugel,  welche  ich  Wirkungssphäre 
nenne.  Um  den  obigen  Satz  auf  solche  supponirte  elastische  ^ugeln 
zu  beziehen,  muss  man  daher  statt  des  Wortes  „Radius"  das  Wort 
„Durchmesser"  setzen. 

Zürich,  den  7.  Juni  18G6.  R.  Claüsius* 
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lieber  Bpecielle  yierfach  periodische  Functionen. 

Von 

Dr.  G.  Roch, 

Professor  an  der  Universität  Halle. 


(Hierzu  Tafel  IV,  Figur  1  und  2.) 


Es  sind  sclion  mehrfache  Beispiele  hyperelliptischer  oder  AboTscher 
Integrale  bekannt,  welche  sich  durch  rationale  Transformationen  auf  die 
Form  elliptischer  Integrale  bringen  lassen. 

Ich  will  im  Folgenden  eine  Betrachtungsweise  entwickeln ,  welche  bei 
geeigneter  Anwendung  auch  die  allgemeinste  Bedingung  zu  liefern  vermag, 
unter  welcher  sich  die  hjperelliptischen  Integrale  erster  Ordnung  auf  el- 
liptische bringen  lassen.  Im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  will  ich  nur 
einige  specielle  Fälle  betrachten,  welche  besonders  geeignet  sind,  die  Me- 
thode zu  erläutern  und  welche  schon  erkennen  lassen,  zu  welch  zahlreichen 
neuen  Beziehungen,  namentlich  zwischen  elliptischen  und  hyperelliptischen 
«^-Functionen  diese  Betrachtungen  führen  können. 

Die  angeregte  Frage  hängt  eng  mit  einer  andern  zusammen.  Ist 
jrfs^z^zssiO  eine  gegebene  algebraische  Gleichung,  welche  durch  rationale 
Substitutionen  5,,  z,  in  die  Form  -F(5, ,  ?,)  umgeformt  werden  kann,  so  ist 
(siehe  Riemaun  §§.  11  und  13)  das  p  beider  Gleichungen  im  Allgemeinen 
dasselbe;  nicht  aber  immer.    Hat  man  z.  B.  die  Gleichung 

1)  »»=(z»-«««)(*'-^)  (*»-/), 

so  ist  p  =  2;  setzt  man  t*  =  f,  so  wird 

*'=a-«*)«-^)(?-/) 

und  hier  ist/?  =  1.     Der  ersten  Gleichung  entsprechen   die  beiden  endKch 
bleibenden,  wie  »  verzweigten  Integrale : 


/dz  rz  dz 
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Nur  das  Integral  tv^  ist  auch  als  Function  von  g  betrachtet,  wie  s  ver- 
zweigt, nämlich  w,  =  J  /  — ;  das  Integral  w,  aber  ist  tv^=^\  j  — -,-.  So- 
bald es  möglich  ist,  durch  rationale  Substitutionen  p  auf  1  zu  bringen,  mnas 
sich  auch  wenigstens  eines  der  endlich  bleibenden  Integrale  auf  ein  ellip- 
tisches rednciren  lassen. 

Ehe  ich  die  Methode  auseinandersetze ,  die  uns  zur  Beantwortung  der 
/ingeregten  Fragen  führen  soll,  will  ich  das  eben  erwähnte  Beispiel  näher 
untersuchen.  Die  Grösse  l  muss  sich  offenbar  auf  zweifache  Weise  als 
doppelt  periodische  Function,  sowie  andererseits  auch  als  vierfach  perio- 
dische Function  betrachten  lassen.  Dies  ergiebt  sich  auch  durch  Betrach- 
tung der  Argumente  m^,  t/^und  der  Constanten  ^m  ^it»  ^tt  der  hyperellip- 
tischen ^-Function 

2)  ^(Wn«f)  =  2;i;e«**H+2i«i«*i,+n»*,,-|-2iiiw,-|-2iiir,^ 

Bezeichnen  wir  mit  o',  |3',  /,  <r,  /3,  y  die  sechs  Verzweigungspunkte  von 
8  (in  unserm  Beispiele  ist  «'  =  — a,  |3' £=  —  /?,  y'  =  —  y),  legen  wir  die 
Querschnitte,  sowie  die  Fig.  1,  Taf.  IV  anzeigt;  sind  A\^  Ä\ ,  B\ ,  ff\  die 
Periodicitätsmodnln  von  w^\  Ä^  . ..  B^^  die  von  w,  resp.  an  (a^) ,  («g) ,  (ftj), 
(6,) ,  dann  ist  in  unserm  Falle : 

A  2  =  '—  A x\     A  2  =^  A^\      n  j  =  —  -^  1 5      ^2  ^^^  "  2' 
Um  diese  Gleichungen  zu  erhalten,  muss  man  berücksichtigen,  dass  8  in 
(öj)  und  (flj)  gleiche  Wertbe ,  in  (6,),  {b^  aber  entgegengesetzte  Werthe 
durchläuft.     Die  Argumente  von  ö'(w,,fi,)  sind 

«I  =ö|W,  +  6,«;,;     «,  =  flr,Wi  +  6,w,; 
die  a,  h  bestimmen  sich  durch  die  Moduln  der  u  an  {a^)  und  {a^  zu 


femer  sind : 


Daraus  ergiebt  sich,  dass  Mj  +  «,  an  (a,),  («,),  sowie  an  (ftj),  (6,)  gleich 
grosse  Periodicitätsmoduln  hat;  u^ — t/«  hat  ähnlicher  Weise  an  (a,)  und  (a,), 
sowie  an  (b^  und  (6,)  entgegengesetzte  Periodicitätsmoduln.  Aus  diesen 
Eigenschaften  ergiebt  sich  die  Möglichkeit  der  Darstellung  von  i  durch 
elliptische  OrFuntionen.  Ehe  ich  hierzu  übergehe,  will  ich  die  Charakteri- 
stiken bestimmen. 

In  jedem  der  6  Verzweigungspunkte,  z.  B.  in  a,  haben  die  Integrale  t/„ 
u^  bei  geeigneter  Bestimmung  der  additiven  Constanten  die  Werthe : 

wobei  iy  z  die  Werthe  0  oder  1  haben  können,  so  dass 

(f,e',  +  f,  «',)=!  (Mod.  2). 

Den  Complex  (  ' '   *  )  oder  kürzer  (c)  nennen  wir  Charakteristik  von  a 
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u•^1^i^^^^^,A/^<^^WM/\^l^«i'\4^/vo^A^l^^^^i^iAAM^^w^^  "w 


und  wir  sagen,  dass  jeder  der  VerzweigQngspnnkte  eine  ungerade  Charak- 
teristik besitzt;  ist  (17)  die  Charakteristik  eines  anderen  Verzweignngspunk- 
tes,  z.  B.  ßy  so  ist  auch  (t^ii^'i  +  tj^Vc)  ^  ^  (Mod.  2);  es  giebt  nun  6  unge- 
rade Charakteristiken^  die  sich  auf  die  6  Verzweigungspunkte  vertheilen. 
Die  Charakteristik  (e  +  i?)  oder  (s — iy),  d.  h.  der  Complex 


hängt  mit  Eigenschaften  von  y^^z — a)  {z — ß)  oder  7/ ^ ^^  zusammen 

diese  Grössen  sind  algebraische,  nicht  wie  s  verzweigte  Functionen  von  z, 
die  sich  aber  als  eindeutige  Functionen  des  Ortes  in  der  Fläche  T  darstel- 
len lassen;  um  dies  zu  bewirken,  muss  man  der  Wurzel  zu  beiden  Seiten 
der  Querschnitte  theils  gleiche,  theils  entgegengesetzte  Werthe  geben;  die 
Factoren  +1  an  den  4  Querschnitten  (a^),  (og),  (6,),  (b^)  sind 
e(«i+i?i)»f^  ^(«t+'yt)«',  g(f'i+»7'i)««,  e(*'«  +  '?'«)*' 
und  (t  +  ri)  oder  (« — ti)  heisst  die  Charakteristik  der  Grösse  ^r— «.2— 13 


oder .,  . 

Diese  letzteren  Charakteristiken  lassen  sich  sehr  leicht  durch  Betrach- 


'/Bf 

Diese  letzt 

tung  der  Fig.  1  bestimmen.  Da  (a^)»  (&s)  ^^  keinen  der  Punkte  a,  ß  herum- 
gehen, so  bleibt  j/z  —  a.z  —  ß  nach  stetiger  Fortsetzung  durch  diese  Linien 
ungeändert,  oder  da  (o,),  (6,)  gegenseitig  von  positiver  und  zu  negativer 
Seite,  oder  umgekehrt,  führen,  so  hat  diese  Wurzel  zu  beiden  Seiten  der 
Querschnitte  (6|),  (a,)  gleiche  Werthe;  dagegen  laufen  (6|)  und  (a,)  resp.  um 
ß  und  a,  so  dass  nach  Durchlaufung  jeder  dieser  Linien  die  Wurzel  ent- 
gegengesetzte Werthe  erlangt,  daher  hat  dieselbe  zu  beiden  Seiten  von  (a^), 

(6,)  entgegengesetzte  Werthe  und  die  Charakteristik  ist  (  ^)«  Ebenso  fin- 
den sich  die  Charakteristiken  von 


^(j-«')(z-«),  y{z-^){z-a),  ^(z-/) (»-«),  y{t-ß){2-a),  y{z-y)  (s-a) 
resp.  zu: 

\ll}  (10}  Vll}  (10}  (00/ 

Hieraus  folgen  sofort  die  Charakteristiken  der  einzelnen  Verzweigungs- 
punkte. 

Durch  Combination  zweier  derselben  erhält  man  -^=15  Charakteri- 

1.2 

stiken,  d.h.  alle  16  möglichen  mit  Ausnahme  (j;  sind   (e),  (iy),  (0  drei 

verschiedene  ungerade  Charakteristiken,   so  muss  (a -{- 17 -{- £)  eine  gerade 
Charakteristik  fiein;  wäre  (e  +  17  +  O  ungerade  gleich  (J),  so  wäre 
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w&ren  aber  (c),  (ij) ,  (t),  {S)  resp.  die  Charakteristiken  von  Verzweigungs- 
pnnkten  er,  |8,  «',  jf,  so  mttsste  dann  j/z  —  a.z  —  ß,z  —  a,z—-ß'  rational  sein, 
da  es  zu  beiden  Seiten  aller  Querschnitte  gleich  gross  sein  mUsste. 

Die  Anzahl  von  Combinationen  zu  je  drei  beträgt  =20,  d.  h.  jedf» 

1.2.3 

der  10  geraden  Charakteristiken  wird  zweimal  erhalten;  unter  den  5  eben 
angegebenen  Charakteristiken  sind  zwei  ungerade,  die  zu  den  Combinationen 
y  €c,  ß cc  gehören ;  diese  müssen  auch  als  Charakteristiken  einzelner  Ver- 
zweigungspunkte vorkommen  und  zwar  folgt  aus  den  angestellten  Betrach- 
tungen, dass  die  Charakteristik  von  j/z  —  y  .z  —  a  gleich  der  von  /3,  die  von 
j/z  —  ß,z  —  o  gleich  der  Charakteristik  von  y  sein  muss,  oder  in  leicht  ver- 
ständlicher symbolischer  Bezeichnung 

Ebenso  wäre  auch  (a  +  ß>  +y)^=l      \ 

Hierans  ergiebt  sich  folgende  Vertheilung  der  Charakteristiken 

(«')      (^)      (/)      «      iß)      (y) 

"     o  a  o  o  o  o- 

Wir  betrachten  nun  das  Integral  «j  +  i/,,  welches  an  (aj),  (crg),  (6,),  (6^) 
die  Periodicitätsmoduln 

wi,     7ii,     a,i  +  fl,ti     ^j«  + flf2t  =  ßii  +«it 
besitzt  und  untersuchen 

5)  ^(Ui  +  Uf)  =  2:g"*<*H+«tt)-»-2n(«i  +  «,)^ 

Igd^  hat,  von  ganzen  Vielfachen  von  27ti  abgesehen,  zu  beiden  Seiten 
der  (fl)  gleiche  Werthe,  dagegen  ist  an  (6^),  (6,)  übereinstimmend: 
Igd'  =  Ige  —  2  («,  +  !/,  -f-  Consl.). 

Das  Integral yVi/gr-ö',  durch  die  ganze  Begrenzung  von  T'  ausgedehnt,   lie- 
fert daher  2.2wi,  d.  h.  die  Function  ^(Mj  +  w,  verschwindet  in  2  Punkten  der 
Fläche  T  (vergl.  Kiemann  §.  22). 
Untersuchen  wir  nun: 

6)  ^(m,  —  w,)  =  ^^*(«ii-«i«)+2«(«'i-«t). 

Zu  beiden  Seiten  der  (<t)  ist  Igd^  gleich  gross;  dagegen  ist  an  (6,),  (6,)  resp. 
lg&=rIg&  —  2(Ui'-'U^)  +  Const.\   /flr^  = /^^^  +  2(w,  — w,). 

Das  Integral  m,  —  i/,  hat  an  (a,),  («r,),  (bj),  (6,)  die  Moduln 

und  dies  giebt  als  Betrag  von  J'dlgd'  wieder  2.27rf;  also  ist  auch  0(wi— w,) 
in  zwei  Punkten  der  Fläche  7' gleich  Null.     Wir  schreiben: 


Von  Dr.  G.  Rocii. 


467 


|f/,  +  w,  =  «,  +  M,  +  mni+  n(a, ,  +ai,) 
•  Wj  —  Wf  ^  "i  —  Ut  +  tnni  +  n  (a,  j  —  a, ,)  ' 

m  und  n  ganze  Zahlen. 

Dann  sind  die  Werthe  dieser  Integrale  in  den  Yerzweignngspunkten : 


«,«1 

^.^; 

y.Y 

«1  +  Wt  = 

f/t  —  w,  = 

9rf 

T 

2 

2(ö|l  +  ö|t) 

4(öii  — öif) 

y+4(aii  — «1«)  j 

Da  0(t;)  =  ^6'***  +  ^"''  verschwindet,  wenn  »^  — +  —  ,  so  verschwinden 
0(wi  +  t/,)  und  0(w,  — Wj)  in  y  und  /;  ferner  ^  ( Wj  +  Wt  +  — )  und 
^(mj  +  Wt  +  -7-)  in  i^  und  /f;  ferner: 

in  a  und  a. 

Ebenso  verschwinden  &(u^  +  u^  —  c)  und  ^(u^ — Ug — c)  in  je  zwei 
Funkten,  in  denen  resp. 

Wj  +  w,  =  c  +  — +  4(öi,+a,,) 

Wi-~Wa  =  c+ -^  +  4(01,-0,,) 

Da  c  beliebig  ist,  so  heisst  dies:  u^  +  u^  sowohl,  als  u^^ — u^  werden  jedem 
gegebenen  Werthe  in   zwei  Punkten   der  Fläche  T  congruent.     Die  Quo- 


tienten 1/  ■ 


z  —  a.z — a 


sowie 


r     z—y.z-'y 


lassen  sich  hiernach   leicht 


f      z  —  y.2  —  y  f     z  —  y,z  —  y 

durch  elliptische  •^'-Functionen,  sowie  nach  den  von  Rie mann  entwickelten 
Principien  durch  hyperelliptische  ^-Functionen  ausdrücken.  In  noserm 
speciellen  Falle  ist  «'  =  —  a  etc.  und  man  rauss  haben: 


8) 


andererseits  muss  sein: 


Digitized  by  VjOOQ IC 


468  Ueber  specielle  vierfach  periodische  Functionen. 


J      J._y.  '  *(•/,  +  «,) 

Die  ^  Functionen  in  8)  nnd  9)  sind  durch  die  Gleichungen  2),  6),  6)  erklärt. 

Die  Richtigkeit  der  Gleichungen  O)  kann  man  auch  noch  prüfen,  indem 
man  die  Factoreji  vergleicht,  welche  die  Quadratwurzeln  einerseits  nnd  die 
^•Functionen  andererseits  an  den  Querschnitten  erlangen  mflssen. 

Auch  die  Quotienten 


10  a) 


d(tt,+tt,  +  — +  -*- ) 

^         1 1 ie-i+'t. 


müsseu  Quadratwurzeln  rationaler  Functionen  von  s  nnd  z  sein.  Die  Cha- 
rakteristik dieser  Quotienten  ^^t  (  j,  also  gleich  der  von  ^z*  — y*;  mithin 
müssen  beide  Quotienten  die  Formen  habeu : 


106)  ^-/-T==.>  ^i: 


Man  könnte  dies  auch  leicht  finden  durch  Betrachtung  von : 

ni  ni 

Af  Ai 

als  Function  von  (. 

An  die  Gleichungen  8)  und  0)  knüpfen  sich  aber  noch  andere  Bemer- 
kungen,  Da  nämlich  Wj  -J-m,,  sowie  ti, — ti^  jedem  Werthe  in  zwei  Punkten 

congrnent  werden,  so  müssen  auch  -^ 5  und  -j — -^  in   je   zwei    solchen 

Punkten  gleich  gross  sein.  Setzt  man  z.  B.  ß^  ^  ein  für  z  im  ersten  dieser 
Werthe,  so  giebt  dies  gleiche  Werthe  wegen  ^'= — ß\  setzt  man  a  und  a 
für  z  in  den  zweiten  Ausdruck,  so  erhält  man  auch  Gleiches;  diese  Betrach- 
tungen lassen  sich  auch  bei  allgemeiner  Lage  o',  ^^  /,  a,  |3,  /  der  Verzwei- 
gungspunkte  anstellen  und  geben  dann  die  Bedingung,  welche  nöthig  ist, 
damit  sfch  die  Integrale  ähnlich  wie  im  betrachteten  Beispiele  verhalten» 
Man  kann  dieselben  Betrachtungen  auf  die  Ausdrücke  10a),  106)  anwenden 
und  daraus  h  und  k'  bestimmen.  Ich  will  dies  jedoch  hier  nicht  durchfüh* 
ren,  da  wir  zu  demselben  Gleichungssysteme  bei  dem  nächsten  Beispiele 
gelangen  werden.  ^^^^^^  by  GoOglc 
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Ehe  ich  zu  diesem  übergehe,  will  ich  auf  eine  andere  Beziehung  zwi- 
schen elliptischen  und  hyperelliptischen  «^-Functionen  anfmerksam  machen, 
die  man  durch  Vergleichang  der  Ausdrücke  von  Integralen  zweiter  Gattung 
erhält. 

Der  Ausdruck  lg^(tt^  -k-u^)  ist  in  y  und  /  logarithmfsch  unendlich  und 

der  Differentialquotient  ^  ^  ist  daher  ein  Integral  zweiter  Gattung, 

welches  in  y  und  /  unendlich  erster  Ordnung  ist;  nach  den  bekannten 
Eigenschaften  von  lgi>  hat  dieses  Integral  die  Periodicitätsmoduln  0,  0,  —2, 

—2  an  (a,),  (fl,),  {b^^  (&,).     In  ähnlicher  Weise  ist  --7-^ ^\  ein  Integral 

zweiter  Gattung,  welches  auch  in  /  und  /  unendlich  erster  Ordnung  ist  und 
die  Periodicitätsmoduln  0,  0,  — 2,  +2  besitzt. 

Der  Ausdruck  O  [u^  —  u^  (y)  —  m,  (/) ,  t/, — m,  (y)  —  ti,  (y')]  =  %•  (», ,  v,)  ist 
in  y  und  /  Null  und  Ig^iv^^^v^  unterscheidet  sich  zu  beiden  Seiten  der 
4  Querschnitte  (aj),  (a^),  (^),  ipt)  um  0,  0,  —1{u^  +  Consi.\  —  2(tf|  +  6?o;w/.). 
Folglich  ist,  wenn 

bezeichnet  wird,  , 

A'    ^f»      fi  ^ 

ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  den  Moduln  0,  0,  —2,  0  und  i— /--^— ^  ein 

9     [Vi  ,  Vt) 

solches  mit  den  Moduln  0,  0,  0,  —  2. 

Integrale  zweiter  Gattung,  die  in  zwei  Punkten  unendlich  erster  Ord- 
nung werden,  enthalten  nach  Kiemann  ausser  der  additiven  noch  4  Con- 
stante  (für  />=2);  um  diese  zu  bestimmen,  genügt  es,  die  4  Periodicitäts- 
moduln zu  kennen;  daraus  folgt: 

^'  («I  +  «»)  _  '^'i  {Vj  1  ^t)  +  ^'t  (^1  >  ^t) 

ähnliche  Gleichungen  liefert  die  Betrachtung  der  Integrale  zweiter  Gattung, 
welche  resp.  in  /?,  ^  und  a,  a  unendlich  werden.  Diese  Gleichungen  lassen 
sich  auch  schreiben: 

a/p^fa,t;,)^,a/jy[l>(t/,  +  t/t)^(t/|-i/,)] 

dlg^{v,,v^)  ^     dlg[^{u,+u;)%{u,--u,)y 

a»,  *  aw, 

mithin,  da  i/j==r,  +  Consta  «^=1;^+  Const.^ 

11  b)  0(i;i,  Pg)  =  ConsU  y  [d(«,  +  Mg)  ^("i— w,), 

wo  links  ein  hyperelliptisches,  rechts  zwei  elliptische  ^Functionen  stehpg* 
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Gleichungen  noch  anderer  Art  kann  man  erhalten,  indem  man  die 
Werthe  elliptischer  nud  hyper elliptischer  0-Functionen  für  specielle  Werthe 
der  «1 ,  Wg  z.  B.  für  Werthe  Null  mit  einander  vergleicht.  Ich  will  dies 
hier  nicht  weiter  verfolgen,  sondern  zu  Betrachtungen  allgemeiner  Art 
tibergehen,  welche  direct  unsere  Aufgabe  betreffen. 

Offenbar  ist  der  bis  jetzt  behandelte  Fall,  in  welchem  sich  vierfach 
periodische  Functionen  durch  doppelt  periodische  ersetzen  Hessen,  nicht  der 
allgemeinste. 

Eine  solche  Darstellung  ist  vielmehr  stets  möglich,  sobald  ein  Integral 
w  existirt,  dessen  4  Periodicitätsmoduln  sich  linear  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  durch  ni  und  a  ausdrücken  lassen.  Die  Discussion  dieser  Bedin- 
gung verspare  ich  auf  eine  andere  Gelegenheit;  auch  unter  den  weniger  all- 
gemeinen Voraussetzungen  dieses  Aufsatzes  lässt  sich  die  Mannichfaltigkeit 
der  Beziehungen  zwischen  elliptischen  und  hyperelliptischen  ^-Functionen 
erkennen. 

Sobald  ein  Integral  der  angegebenen  Art  existirt,  lassen  sich  gewisse 
algebraische  Functionen  sowohl  als  vierfach  periodische,  als  auch  als  dop- 
pelt periodische  darstellen;  in  allen  solchen  Fällen  kann  man  daher  auch 
die  unendlichen  Producte ,  die  trigonometrischen  Keihen,  überhaupt  alle 
die  Darstellungen  auch  für  mehrfach  periodische  Functionen  entwickeln, 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt  sind. 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  nehmen  wir  die  öj,,  a^^,  a^^  als 
reell  an,  so  dass  m^u^'\' m^u^  das  Integral  ist,  welches  an  (a^),  (a,)  die  Pe- 
riodicitätsmoduln mj  niy  fii|  ni  besitzt.     Dann  muss  sein: 

oder  es  muss  zwischen  den  a^^,  Oit,  0,2  oi^^  Gleichung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten  bestehen,  welche  -^  =  m, ^  =  n  gesetzt,  die  Form  hat : 

«n  +  (»»  +  «)«it  +  m«a,,  =  0. 

Sobald  die  3  Grössen  A|,...a2  2  ^^'^  gemeinschaftliches  Maass  be- 
sitzen ,  kann  man  m^  und  m«  immer  beliebig  annehmen  und  danach  unend- 
lich viele  Gleichungen  letzterer  Art  entwickeln.  Nehmen  wir  aber  an,  dass 
eine  einzige  Gleichung  von  der  Form  bestände:  « 

12)  .  Wiifl,,  +  m,,ai, -f-iwjja3g  =  0, 

wo  ^11 ,  m|2,  fii,2  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  müssen  m  und  n  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  sein,  die  aus 

ffi -J- «  =  — ;    iww  =  — 
hervorgeht:  DigitizedbyGoOglc 
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m. 


13) 


oder 


oder 


«11  ±Vm*,t  — 

4m,,  m,, 

2in,, 

«!_ 

«i.  Tj^w',,  — 

4 '«11  '".t 

m. 

2m„ 

»_    _ 

»»U  +  ^'w'i»  — 

4OTh  m„ 

t 

2ot,, 

^*- 

«11  +  Vm\t  — 

4)njjffl,, 

»i 

2n.„ 

Es  ist  mithin  nöthig,  dass  m'i ,  —  m^ ^  m,,  ein  Yollständiges  positives  Quadrat 
sei.  Im  bisher  behandelten  Beispiele  ist  a, | — a|,  =  0,  also  m,,  =  0, 
injj  =  M,,  =  l. 

Haben  die  Grössen  an,  a^,,  a^^  lauter  rationale  Verhältnisse,  so  lassen 
sich  unendlich  viele  Darstellungen  der  hyperelliptischen  Functionen  durch 
elliptische  angeben ;  dies  ausgeschlossen  kann  mau  aus  13)  die  Werthe  der 
tn^y  m^,  n^j  n^  herausnehmen;  die  Vorzeichen  rnttssen  dann  so  bestimmt 
werden,  dass  die  Anzahl  m^n^  +  m^n^  der  Nullpunkte  positiv  ist.  Diese 
Anzahl  darf  auch  nicht  0  sein;  letzteres  wäre  der  Fall,  wenn  m'|,-4m|jm|2=0 
wäre;  es  muss  also  immer  zwei  verschiedene  Werthsjsteme  ^1,^2)  ^^'^^^ 
»1 ,  n,  geben,  sobald  eines  vorhanden  ist. 

Es  ist  nicht  nöthig,  für  m^,  m^y  /ij ,  n^  die  kleinsten  aus  13)  hervorgehen- 
den Werthe  zu  nehmen;  man  kann  z.  B.  die  Zähler  und  Nenner  selbst  bei- 
behalten und  (bis  auf  das  Vorzeichen)  annehmen : 


m,  =  n,  =  2ot,  i;     m^=:m^^  +  J^m'i,  —  4 


»»11  ^^22 


—  «1  =  »»12  +  Vm\2  —  4%!  ni^i 
Dann  unterscheiden  sich  die  beiden  Auflösungen  für  m^  und  für  n^  um  ge- 
rade Zahlen. 

Die  Werthe  des  Integrals  mjti^  +  m,u,  in  den  Verzweigungspunkten 
haben  die  Form,  welche  Auflösungen  man  auch  für  m,  . .  •  /?,  nehmen  mag : 

m  +  i,  ^  +  i, , 

oder  mit  Benutzung  des  Igq  der  elliptischen  <&-Function : 

„^  +  _ Igg^ 

Nimmt  man  die  Zähler  und  Nenner  von  13)  als  Auflösungen,  so  unter- 
scheiden sich  die  n  von  den  m  um  gerade  Zahlen,  so  dass  man  diese  Werthe 
des  Integrals  congruent.  J  [(w,  e', -|- iw, /,)  w i  +  (w,  f|  +  fn^h)^^]  setzen 
darf,  als  Moduln  der  Congruenz  ni  und  Igq  [vergl.  7)].  Die  Werthe  des 
ti  =  m,ttj  +  m^Uf  sind  daher  fär  beide  Auflösungen  in  den  Verzweigungs- 
punkten von  derselben  Form. 

Dies  braucht  nicht  der  Fall  zu  sein,  wenn  man  für  f7i|,  m^i  n^  n^  klei- 
nere Werthe  nimmt,  als  die  Zähler  und  Nenner  von  13). 

Die  Gleichung  12)  kann  man  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Cün£ 
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stanten  der  algebraischen  Gleichnng  ersetzen ;  diese  GleicbuDg  kann  man^ 
wie  aus  dem  schon  betrachteten  Beispiele,  sowie  aus  dem  Folgenden  her- 
vorgeht, erhalten,  indem  man  die  Ausdrücke  der  algebraischen  Functionen 
durch  elliptische  0-Fnnctionen  bildet  und  diese  Werthe  in  den  Punkten 
vergleicht,  in  denen  die  elliptischen  Integrale  u  dieselben  Werthe  haben. 
Man  kann  also  auf  zweifachem  Wege,  durch  Benutzung  jedes  der  beiden  u^ 
hierzu  gelangen;  die  Resultate  aber  müssen  identisch  sein,  da  immer  die 
Existenz  eines  elliptischen  Integrals  auch  die  eines  zweiten  bedingt. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  speciellen  Fall  der  Gleichung  12) ,  welchen 
wir  ohne  jede  Schwierigkeit  bis  zu  Ende  führen  können,  um  die  zusam- 
mengehörigen Classen  specieller  algebraischer  Gleichungen  zu  finden,  wer- 
den wir  am  Besten  von  den  Auflösungen  von  m^rii  -|-  w,«,  =  einer  gegebe- 
nen Zahl  ausgehen  und  danach  mj  |,  mj,,  m,,  bestimmen.  Hierüber  will 
ich  bei  anderer  Gelegenheit  Mittheilung  machen.  Nehmen  wir  jetzt  an,  a^ 
und  01 1  haben  ein  rationales  Verhältniss,  so  dass 


+  m. 


.  =  0; 


dann  können  wir  einmal  setzen: 

Mt=tt,;  öii=m,,a,  a,,=s  — «1^«,  lgq  =  a 
m^n^  -f-  mjn2  =  '''it» 

ferner  das  andere  Mal : 
M  =  m,,M,  -f-  m^^u^  —  v]  Igq  =m^^a^^  +  »»i,a„ 

Wir  erhalten  also  jetzt  zwei  '0'- Functionen: 


14  a) 


146) 


welche  in  m^ 2 Punkten  verschwinden.     Es  sei  m,«  gerad,  m^x  ungerad,  so 
sind  die  Werthe  der  Integrale  in  den  Verzweigungspnnkten : 


(«') 

(^) 

(/) 

(«) 

(« 

(y) 

u,= 

ni      Igq 
2  '•'    2 

7t  i 
"2" 

2 

^i+lgq 
2 

igq 
2    . 

v^ 

ni      Igq 
2    "^     2 

ni 

T 

Igq 
2 

ni  +  lgq 
2 

Igq 
2 

Ist  m^2  =  2,  so  kennen  wir  also  alle  Punkte,  in  denen  die  Functionen 

verschwinden»      Es   ergeben    sich    so  folgende   Ausdrücke    algebraischer 
Functionen  durch  die  elliptischen  ^-Functionen: 


e 


^M 

i"^\) 


==Ä 


*(«>) 


15) 


/:- 


-fl.z-t 


=  B 


«(«I 


+ 


I99 


•(•+?)' 

('+¥)- 


■(•.+t)      »('^^ 
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Ausserdem  kann  man  die  Quotienten 

»("'+t)      °°       *('+t) 

betrachten.  Die  Richtigkeit  der  Gleichungen  15)  besttttigt  sich  durch  Ver- 
gleichung  der  Factoren  1 ,  welche  die  Quadratwurzeln  einerseits  und  die 
^-Functionen  andererseits  an  den  Querschnitten  erlangen.  Die  Charakte- 
ristiken der  beiden  Wurzeln  15)  sind  resp.  l    , )»  (  a  i  )• 

Dies  ergeben  auch  die  d- Ausdrücke,  wenn  man  die  Periodicitätsmoduln 
der  U|  und  v  berücksichtigt;  dieselben  sind  nämlich: 

K)  K)  (^)  (*») 

Die  Charakteristik  der  beiden  zuletzt  erwähnten  Quotienten   ergiebt 

sich  danach  gleich  i^^\  d.  h.  gleich  der  Charakteristik  von  ^(«-a)(2-y). 

Danach  müssen  die  algebraischen  Ausdrücke  dieser  Quotienten  resp.  von 

der  Form  sein: 

z—k  z—k' 

und  C- 


/(«-«)  {^-y)  ^(z-a)  {z  —  y) 

Die  Bedingungen  zwischen  den  Verzweigungswerthen  sind  durch  eine  der 
beiden  Gleichungen  ausgedrückt: 

{ß'-a).(ßr-ß)  _  (/-«')■(/-/?) 

(^-«).(/r-y)~(/-«)  .{y'-rr 
16)  \  oder: 

(„'  _  |8).(a--/)_(p-/r).(^-/) 

(7:r;i).(«'-y) -(/»-«) .  (ß-Y)- 

Dies  ist  dasselbe  Gleichungssjstem,  zu  dem  uns,  wie  leicht  ersichtlich,  schon 
das  erste  Beispiel  führen  musste.  Die  6  Punkte  a,  ß^  . . .  a  bilden  danach 
eine  Involution  und  zwar  waren  früher  «,«';  /?,/?';  y,/  resp,  conjugirt;  jetzt 
sind  es  a,y;  ß'}'/]  ^\ß' 

Die  Grössen  Ar, Ar'  sind  jetzt  die  Wurzeln  von  einer  der  Gleichungen: 

(«-*)*     -^ (f?-*)' 

(«'_„).   („'_y)  (|S_„).(|J_y)' 

oder: 

Die  vorigen  Gleichungen  wären  erfüllt,  z.  B.  wenn.cjr'=  —  j3,  ß'= — /, 
a=  —  y  und  dies  würde  der  Querschnittslage  von  Taf.  IV,  Fig.  2  entspre- 
chen. Ebenso  iLönnte  |3'=0,  /=oo,  aß  =  ay  sein.  Wir  wollen  jetzt  die 
conjugirten  Werthe  durch  dieselben  Buchstaben  bezeichnen;  es  ist  leicht  zi^C 
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sehen ,  dass  man  durch  Transformationen  erster  Ordnnng  eine  algebraische 
Gleichung,  wie 

in  welcher  « . . .  /  eine  Involution  bilden,  auf  die  Form  bringen  kann: 

Setzen  wir  nämlich  0?=  ,   so  lassen  sich  folgende  6  Gleichungen 

C  +  J)z 

vereinigen: 

A+Ba  A  +  Ba 


,_A  +  Bß      _r_A+Bl 
^—C+Dß'         ^~C  +  Dß^' 

_A  +  By       _    _A  +  By 
""—C+Dy'  ''~C+¥y'' 

sobald  zwischen  a,  a  , ,  .  y  die  Gleichung  besteht : 

1     a  +  €c      aa 

1    ß  +  ß^^  ßß'^  =;o 

1  y  +  /        y/ 

nnd  diese  ist  die  Bedingung  der  Involution  und  mit  16)  identisch,  wenn  die 
conjugirten  Werthe  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichnet  sind.  Dann  kann 
man  a;'=^  setzen  und  so  die  Gleichung  17)  auf  eine  Form  bringen,  in  wel- 
cher p  =  i  ist. 

In  dem  Falle  der  Involution  ist  auch  das  schon  bekannte  Beispiel  ent- 
halten ,  dass  der  Ausdruck  vom  6.  Grade  unter  dem  Hadical   reciprok  ist. 

Ist  nämlich  a  =  — ,  /S'=r  --  ,  y'=  —  ,    so  bilden  die  Punkte  «  . . .  y'   eine 
a  ß     '         y 

Involution. 

Besonderes  Interesse  erregen  die  noch  specielleren  Fälle,  in  denen  die 
^11'  ^18*  ^28  gA^ze  Vielfache  derselben  Grösse  sind.  Die  hyperelliptischen 
^-Functionen  haben  dann  Exponenten  mit  zahlentheoretischer  Bedeutung. 
Damit  dies  stattfindet,  müssen  zwei  von  einander  unabhängige  Bedingungs- 
gleicbungen  zwischen  den  Constanten  der  algebraischen  Gleichung  beste- 
hen, die  man  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  entwickeln  kann. 
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XVIII. 

lieber  die  Punkte  des  Dreiecke,  deren  Verbindungsstrecken 
Yom  Schwerpunkt  gedrittelt  werden. 

Von 

Reuschle  , 

Professor  in  Stuttgart. 


(Hierzu  Tafel  IV ,  Figur  3  und  4.) 


Die  Urpaare  solcher  Punkte  sind  natürlich  die  Dreieckspitzen  und  die 
Mitten  der  Gegenseiten  selbst.  Dass  man  sie  unter  jenen  ausgezeichneten 
Punkten  in  der  Kegel  nicht  mitzählt,  hat  darin  seinen  Grund,  dass  sie  dem 
geometrischen  Begriff  des  Dreieckschwerpunktes  S  selbst  zu  Grande  Hegen, 
sofern  man  denselben  als  geometrischen  Punkt  mit  dem  Durchschnittspunkt 
der  drei  Geraden  identificirt,  welche  die  Dreieckspitzen  mit  den  Seiten- 
mitten verbinden.  Sehen  wir  also  davon  ab ,  so  besteht  das  altbekannte, 
längst  in  die  geometrischen  Schulbücher  übergegangene  Paar  solcher 
Punkte  aus  dem  Mittelpunkte  AT  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises 
oder  des  „Umkreises"  und  ans  dem  Höhendurchschnitt  ZT.  Im  Sommer 
1864  theilte  Haruischmacher  im  Grunert'schen  Archiv  ein  zweites 
derartiges  Punktepaar  mit,  bestehend  aus  dem  Mittelpunkt  0  des  dem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises  oder  des  „Inkreises"  und  aus  dem 
Durchschnittspunkt  T  der  3  Geraden ,  welche  von  den  Dreieckspitzeu  nach 
den  auf  den  Gegenseiten  selbst  liegenden  Berührpunkten  der  äusseren  Be- 
rührkreise oder  der  dem  Dreieck  anbeschriebenen  Kreise,  kurzweg  der 
„Ankreise",  gezogen  werden.  Ich  habe  aber  nachgewiesen,  dass  dieses 
Punktepaar  nicht  neu  ist,  sondern  mit  noch  4  weiteren  solchen  Punktepaa- 
ren in  den  1836  erschienenen  „Untersuchungen  über  die  wichtigsten  zum 
Dreieck  gehörigen  Kreise"  von  Nagel  sich  findet,  einer  Schrift,  welche 
überhaupt  zu  wenig  bekannt  geworden  zu  sein  scheint.  Deshalb  erlaube 
ich  mir,  zwei  zu  einem  Dreieck  gehörige  Punkte  -¥,  J^,  welche  mit  dem 
Schwerpunkte  S  in  Gerader  liegen  und  zwar  zu  beiden  Seiten  desselben,  so 
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dass  5  7==2.SJr,  der  Kürze  wegen  conjugirte  NageTsche  Punkte 
oder  ein  NageTsches  Punktepaar  zu  nennen.  Zu  den  6  bisher  be- 
kannten specifiscben  Punktepaaren  habe  ich  seitdem  4  neue  hinzugefügt, 
von  welchen  in  §,  3,  sowie  von  den  älteren  in  §.  2  gehandelt  werden  soll, 
nachdem  ich  erst  das  allgemeine  Wesen  conjugirter  Nagel'scher 
Punkte  auseinandergesetzt  haben  werde,  zu  dessen  Wahrnehmung  eine 
briefliche  Mittheilung  von  Komm  ereil  über  einen  speciellen  Fall  Anlass 
gegeben  hat,  den  ich  nachher  anzuführen  nicht  ermangeln  werde. 

§.1. 
Dai  allgemeine  Wesen  der  Nagerichen  Fnnktepaare. 

Betrachtet  man  das  Dreieck  der  Seitenmitten  oder  das  dem  ürdreieck 
ABC  einbeschriebene  Dreieck  mit  parallelen  Seiten,  welches  ich  kurzweg 
sein  Mittendreieck  aBc  nennen  will,  so  ist  S  der  gemeinsame  Schwerpunkt 
und  zugleich  der  Aehnlichkeitspunkt  dieser  beiden  Dreiecke,  welche  die 
invers  Rhnliche  Lage  haben.  Es  gehen  also  die  Verbindungsstrecken  jeder 
2  homologen  Punkte  jP,  p  dieser  beiden  Dreiecke  durch  den  Schwerpunkt 
Sund  werden  hier  im  gleichen  Verhältniss  getheilt,  wie  die  Verbindungs- 
strecke ^a  zweier  homologen  Spitzen,  d.  h.  wie  die  Schwerlinie  ^a  des  ür- 
dreiecks,  also'im  Verhältniss  2:1;  auch  liegen  P  und  p  auf  verschiedenen 
Seiten  von  S  wegen  der  inversen  l^age  der  Dreiecke,  sind  mithin  conjngirte 
Nagel'sche  Punkte.  Ganz  ebenso  verhält  es  sich  mit  2  homologen  Punk- 
ten P^^  des  Urdreiecks  und  desjenigen  Dreiecks,  dessen  Mittendreieck  das 
Urdreiek  ist,  oder  des  ihm  umbeschriebenen  Dreiecks  mit  parallelen  Seiten, 
welches  ich  kurzweg  sein  „  Aussendreieck*^  91 93  S  nennen  will.  Man  bat 
also  den  Satz,  welcher  als  Fundamentalsatz  dieser  Theorie  zu  betrach- 
ten ist: 

Jede  zwei  homologe  Punkte  P,p  eines  Dreiecks 
und  seines  Mittendreiecks,  sowie  je  zwei   homologe 
Punkte  \P,  iß  desselben  Dreiecks  und  seines  Aussen- 
dreiecks  sind  conjugirte  NageTsche  Punkte; 
und  zwar  ist  p  halb  so  weit,  $  aber  doppelt  so  weit  von  S  entfernt  als  P. 
Die  Converse  dieses  Satzes,  welche  alsbald  indirect  erhellt,  lautet  so: 
Construirt  man   zu   irgend   einem  Dreieckpunkt  X 
denhalbso  weitvomSchwerpunkt  entfernten  conjugir- 
ten  Punkt  JT,  so   sind  JT,  F  homologe  Punkte  des  Ur- 
dreiecks  und   seines  Mittendreiecks;  nimmt  man  aber 
den  doppelt  so  weit  von  5  entfernten  Punkt  Z,  so  sind 
JT,  Z   homologe    Punkte    des    Urdreiecks    und    seines 
Aussendreiecks. 
Von  diesem  Fundamentalsatz  und  seiner  Converse,  soweit  dieselben 
das  Mittendreieck  betreffen,  sind  die  einzigen   allgemeinen  Sätze  über  die 
NageTschen  Punkte ,  welche  bisher  aufgestellt  worden  sind  (man  vergL 

Digitized  by  VjOOQ IC 


'  vom  Schwerpunkt  gedrittelt  werden.    Von  Prof.  Reüschle.    477 

s.  B.  Jacob i  bei  Van-Swinden),  einfache  Corollare,  nämlich  folgender  Satz 
mit  seiner  Converse:  „Wenn  man  denjenigen  von  zwei  conjngirten  Punk- 
ten, welcher  doppelt  so  weit  vom  Schwerpunkte  entfernt  ist,  als  der  andere, 
mit  den  Dreieckspitzen,  den  andern  mit  den  Seitenmitten  verbindet,  so  sind 
diese  Verbind nngsstr ecken  einander  parallel  und  ist  das  Scheitelstück  der 
ersteren  doppelt  so  gross  als  die  andere.  '*  —  (Ein  besonderer  Fall  hiervon 
ist  z.  B.  der  Satz,  dass  die  Mittellothe  die  Hftlften  von  den  Scheitelstücken 
der  Höhenlothe  sind.)  —  Und  umgekehrt:  „Wenn  man  einen  beliebigen 
Dreieckpunkt  mit  den  Dreieckspitzen  oder  mit  den  Seitenmitten  verbindet 
und  mit  den  Verbindungslinien  Parallelen  zieht,  im  ersten  Fall  durch  die 
Seitenmitten,  im  andern  durch  die  Dreieckspitzen,  so  erhftlt  man  den  con* 
jugirten  Punkt,  welcher  im  ersten  Falle  halb  so  weit,  im  andern  doppelt  so 
weit  vom  Schwerpunkt  entfernt  ist.'*  Man  sieht  nämlich  sogleich,  dass  jene 
Verbindungsstrecken  nichts  anderes  sind,  als  homologe  Strecken  im  Ur- 
dreieck  und  im  Mittendreieck. 

£s  erhellt  ferner  sogleich,  dass,  wenn  JT,  Fzwei  conjugirte  NageTsche 
Punkte  sind,  die  Mitte  M  oder  der  Halbirungspunkt  ihrer  Verbindungs- 
strecke XY  mit  dem  näheren  {^X)  der  beiden  Punkte  wiederum  ein  solches 
Paar  bildet,  in  welchem  M  der  dem  Schwerpunkt  nähere  Punkt  ist;  ebenso 
dass  derjenige  Punkt,  welcher  die  über  X  hinaus  um  sich  selbst  verlängerte 
Strecke  -JT 7  begrenzt,  kurzweg  der  „Verdoppelungspunkt"  N  mit  dem  ent- 
fernteren (F)  der  beiden  ursprünglichen  Punkte  ebenfalls  ein  NageTsches 
Punktepaar  bildet,  in  welchem  N  der  von  S  entferntere  Punkt  ist.  Man 
kann  daher  in  Verbindung  mit  der  Converse  des  Fundamentalsatzes  das 
Corollar  hinzufügen : 

Sind  X  und  F  zwei  conjugirte  NageTsche  Punkte 
{X  der  nähere)   eines   Dreiecks   ABCy   so   ist  der   Hal- 
birungspunkt ilf  von  XY  identisch  mit  dem  zu  ^homo- 
logen Punkte  X  des  Mittendreiecks  abc,  zugleich  X 
identisch  mit  9;  der  Verdoppelungspunktvon  XY  (über 
X  hinaus)    aber    identisch    mit    dem    zu    F   homologen 
Punkt  ^  des  Aussendreiecks  9[99(S,  zugleich  Fmit  X.^) 
Man  sieht  hieraus,  dass  die  4  Punkte  N^  X,  M^  Y  gleichartige  Punkte 
sind,  nämlich  in  verschiedenen  Dreiecken.     Dies  soll  nun  noch  auf  seinen 
allgemeinsten  Ausdruck  gebracht  werden.     Auf  der  einen  Seite  ist  klar, 
dass  man  mit  Bildung  von  Halbirungs-  und  Verdoppelungspankten   in  der- 
selben Weise  wie  oben  fortfahren  und  so  auf  jeder  durch  den  Schwerpunkt 
gehenden  Geraden  eine  unendliche  Menge  conjugirter  Punkte  bilden  kann, 
deren  Entfernungen,  nach  aussen  fortschreitend,  eine  geometrische  Progres- 
sion mit  dem  Quotienten  2,  nach  innen  fortschreitend,  eine  solche  mit  dem 


1)  Der  erste  dieser  beiden  Sätze  ist  die  Verallgemeinerung  der  mk^on  Kom- 
mer eil  für  einen  speciellen  Fall  (§  2,  III)  mitgetheilten  Bemerkangd  by  v^OOQlC 
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Quotienten  \  bilden.  Anf  der  andern  Seite  kann  man  mit  den  Mitten- 
dreiecken  und  Aussendroiecken  fortfahren  und  so  eine  unendliche  Reihe 
von  Dreiecken  bilden,  die  einwärts  nach  dem  Punkt  S  convergiren,  welcher 
der  Aehnlichkeitspunkt  und  gemeinsame  Schwerpunkt  aller  dieser  Dreiecke 
ist.  Jene  unendliche  Reihe  Nagel'scher  Punkte  besteht  daher  in  nichts 
anderem,  als  in  homologen  Punkten  der  unendlichen  Dreieckreihe.  Und 
giebt  man  sümmtlichen  Punkten  eines  dieser  Dreiecke  den  Index  n,  also 
dem  nächstvorhergehenden  den  Index  n — 1  u.  s.  w. ,  dem  nächstfolgendea 
den  Index  n+  1  u.  s.  av.,  so  stellt  sich  die  Homogenität  der  Punkte 
N,  Xy  My  Y  durch  folgende  Gleichungen  aufs  evidenteste  dar,  indem  man 
sich  nämlich  zur  Bezeichnung  der  Identität  zweier  Punkte  des  Gleichheits- 
zeichens bedient: 


X^  =  MnJ^i 


=  Xn^i 
=  ^nH-2 


Alsdann   lässt  eich   der  Fundamentalsatz   und  seine  Converse  im  höchsten 
Grade  von  Allgemeinheit  so  aussprechen: 

Wenn  man  von  einem  Dreieck  sein  Mittendreieck,  von  die- 
sem   wieder   das   Mittendreieck  u.  s.  w.  bildet,  desgleichen   das 
Anssendreieck,  von  diesem  wieder  das  Aussendreieck  u.  s.  w. :  so 
sindje    zwei    homologe   Punkte  zweier   Nachbardrei- 
ecke der  unendlichen  Dreieck  reihe  co  njugirte  Nagel '• 
sehe  Punkte.   Und  umgekehrt :  jedes  Nagersche  Punkte- 
paar eines  Dreiecks  ist  ein  Paar  homologer  Punkte  in 
zwei  Nachbardreiecken  derselben  Reihe.    Ja  man  kann 
letzteres  als  Definition  des  NageTschen  Punktepaares  betrachten. 
Vergleicht  man  aber  homologe  Punkte  in  nicht  benachbarten  Dreiecken 
unserer  Dreieckreihe,  An  Bn  €„  und  A^  B^  Cm ,  so  ist  das  Verhältniss  ihrer 
Entfernungen  vom  Schwerpunkt  2""*"* :  1   und  sie  liegen  auf  einerlei   oder 
entgegengesetzter  Seite  von  S,  je  nachdem  die  Differenz  n  —  m  gerade  oder 
ungerade  ist,  je  nachdem  also   die  Lage  der  Dreiecke   die  directähnliche 
oder  die  inverse,  zugleich  S  äusserer  oder  innerer  Aehnlichkeitspunkt  ist. 

Damit  nun  ein  NageTsches  Punktepaar  der  allgemeinen  Theorie  ein 
specifisches  für  das  Urdreieck  oder  Gegenstand  einer  besonderen  Be- 
trachtung sei,  muss  zu  der  Bedeutung,  welche  dem  conjugirten  Punkt 
zufolge  des  Fundamentalsatzes  zukommt,  noch  eine  besondere  Bedeutung 
für  das  Urdreieck  selbst  hinzukommen,  oder  es  müssen  beide  Punkte  ttpeci- 
fische  Punkte  dieses  Dreiecks  sein.  Gehen  wir  z.  B.  von  der  Umkreismitte 
K  eines  Dreiecks  aus,  so  hat  sein  conjngirter,  doppelt  so  weit  von  S  ent- 
fernter Punkt  H  zunächst  nach  dem  allgemeinen  Satz  die  Bedeutung,  die 
Umkreismitte  des  Aussendreiecks  zu  sein,  was  eben,  weil  Folge  eines  all- 
gemeinen Satzes,  nichts  Specifisches  ist;  zum  specifischen  Punkt  wird  aber 
H  dadurch  gestempelt,  dass  er  sich  zugleich  als  Höhendurchschnitt  erweist. 
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Der  mit  K  conjngirte,  aber  halb  so  weit  von  5  entfernte  .Punkt  ^  oder  die 
Mitte  von  KH\l9X  nach  dem  allgemeinen  Satz  zunächst  die  Bedeutnng,  die 
Umkreismitte  des  Mittendreiecks  zn  sein ;  dieser  Umkreis  des  Mittendreiecks 
hat  aber  eine  FöUe  von  weiteren  Eigenschaften  als  Kreis  der  9  Punkte,  als 
Bertihrkreis  sftmmtlicher  4  Bertihrkreise  des  Urdreiecks  u.  s.  w.;  dadarch 
ist  M  als  der  Mittelpunkt  dieses  zu  den  wichtigsten  Kreisen  des  Dreiecke 
gehörigen  „Mittenkreises"')  ein  specifischer  Dreieckpunkt. 

Endlich  ist  noch  als  eine  secnndäre  allgemeine  Eigenschaft  Nagel - 
scher  Pnnktepaare  zu  erwähnen,  dass  jede  zwei  verschiedene,  d.  h.auf  ver- 
schiedenen Geraden,  oder,  wie  man  diese  Verbindungslinien  passend  nennen 
kann,  „Schwerpunktshebeln**,  liegende  Pnnktepaare  ein  Trapez  bilden,  von 
dessen  Basen  die  eine  das  Doppelte  der  andern  ist,  deren  Diagonalen  im 
Durchschnitt  S  sich  dritteln  und  dessen  Schenkel  in  deren  Durchschnitt  sich 
verdoppeln.  Ein  solches  Trapez  hat  unter  anderem  die  Eigenschaft,  dass 
die  Quadratendifferenz  der  Diagonalen  der  dreifachen  Quadratendifferenz 
der  Schenkel  gleich  ist. 

§.2. 

Eigeniohaften  der  bisher  bekannten  specifiiohen  Vagersohen  Punktepaare. 

Deren  sind  es,  wenn  man  einfkch  zählt,  wie  schon  bemerkt,  6;  wenn 
man  aber  zugleich  wägt,  nur  4  selbstetändige,  ja  eigentlich,  wie  sich  zeigen 
wird,  nur  3  Original-  oder  Hauptpaare  (ausser  meinem  neuen  Punkte- 
paar  §.  3,  mit  demselben  4  Hauptpaare). 

L  ErstesHauptpaarüTund^.  Jeder  dieser  beiden  Punkte^  so^ 
wie  die  Mitte  M  von  KH  haben  mehrfache  Bedeutungen  oder  Eigenschaften. 
Von  den  weiteren 

Eigenschaften  des  Punktes  K^ 
d.  h.  der  Umkreismitte  (zugleich  Dnrchschnittspunkt  der  Mittellothe), 
bildet  die  Mehrzahl  eine  unter  sich  eng  zusammenhängende  Gruppe ,  die 
sieh  auf  die  Mittelpunkte  der  4  Bertihrungskreise  des  Dreiecks  und  auf  die 
Umkreismitten  der  4  „ Centralendreiecke "  beziehen,  wie  Nagel  die  Drei- 
ecke genannt  hat,  deren  Spitzen  je  drei  jener  erstgenannten  4  Punkte  sind. 
Es  sei  0  der  Mittelpunkt  des  Inkreises,  Oa>  ^^i  Oe  die  Mittelpunkte  der  zu 
den  Seiten  a,  fr,  c  des  Urdreiecks  ABC  resp.  gehörigen  Ankreise,  K'  die 
Umkreismitte  des  Centralendreiecks  0«  0^  0^.,  K\  von  00^,0^  u.  s.  w.; 
man  nenne  ferner  die  4  Dreiecke,  deren  Spitzen  je  3  von  den  4  Punkten 
K\  K'a^  K\^  K\  sind,  „Cocentralendreiecke"'),  nämlich  AT*«  Ä^^  Ä"«  das  Co- 
centralendreieck    von   OaO^Oe^    K'  K'aR\  von    OOa^^h  u.  s.  w.;    endlich 


\-  -. 


2)  So  soll  dieser  Krois  fortan  der  Kürze  wegen  heissen  und  der- Buchstabe  M 
speciell  seinen  Mittelpunkt  beseiclinen. 

3)  A^'ie  ich  in  meinem  Artikel  über  den  Beltramischeu  Salz,  der  eben  auch  zu 
den  sofort  zu  nennenden  Eigenschaften  dos  Panktes  K  gehört,  im  G r u^kke r t^sch^n 
Archiv  (Sommer  1865)  gethan  habe.  Oigitized  by  LjOOglC 

ZeiUchrifl  für  Mathemalik  o.  Physik.  XI,  6.  32 
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nenne  man  ein  ,, Parallelogramm -Vieleck"  ein  solches  conyezes  Vieleck 
von  gerader  Seitenzuhl,  in  welcbem  je  zwei  Gegenseiten  gleich  nnd  parallel, 
sowie  je  zwei  Gegenwinkel  gleich  sind,  and  wo  die  Diagonalen  solcher  glei- 
chen Winkel  in  einem  Punkt,  dem  Mittelpunkt  des  Polygons,  sieh  schneiden, 
in  welchem  sodann  überhaupt  alle  durch  ihn  gehenden  nnd  im  Umfang  des 
Polygons  begrenzten  Strecken  halbirt  werden ,  nnd  insbesondere  sage  man 
„  Rhombus  Vieleck  ",  wenn  alle  Seiten  gleich  sind  nnd  die  Gegenwinkel  von 
den  Hauptdiagonalen  halbirt  werden.  Nach  diesen  Prämissen  besteht  die 
angekündigte  Gruppe  von  Eigenschaften  des  Punktes  K  in  folgenden  Sätzen. 
Der  Punkt  K  ist 

1.  der  Mittelpunkt  des  gemeinschaftlichen  Mittenkrei- 
s  e  8  (dessen  Halbmesser  gleich  dem  Umkreisdarchmesser  des  Ur- 
dreiecks)  der  acht  Dreiecke,  d.  h.  der  vier  Centralen- 
undder  vier  Cocentralendreiecke; 
%.  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  vier  Paare  sich 
entsprechender^  Centralen-  nnd  Cocentralendrei- 
ecke, die  paarweise  einander  congrnent  und  von  invers  ähnlicher 
Lage  sind  und  überdies  in  der  Reciprocität  stehen,  dass  die  Um- 
kreismitte des  einen  der  Höhendnrchschnitt  des  anderen  ist; 
3.  die  gemeinschaftliche  Mitte  der  vier  Verbindungs- 
strecken je  eines  0  und  des  entsprechenden  K\  was  ein 
NageTscher  Satz  ist; 
^.  da  man  statt  dessen  auch  sagen  kann,  Schwerpunkt  je  eines  0 
und  des  entsprechenden  K\  so  kann  man  beifiigen:  also  auch 
Schwerpunkt  (d.  h.  Mittelpunkt  der  Entfernungen,  oder  Punkt  der 
mittleren  Entfernungen)  aller  acht  Punkte,  sowie  von  je 
sechs  Punkten,  wornnter  drei  0  und  die  entsprechenden  K'i 
endlich  von  je  vier  Punkten,  worunter  zwei  Onnd  die  entspre- 
chenden K'  \ 

5,  Mittel-  und  Schwerpunkt  der  sechs  Parallelogramme, 
welche  je  zwei  0  und  die  entsprechenden  K'  zu  Spitzen  haben; 

0.  Mittel-  nnd  Schwerpunkt  des  Rhombussechsecks,  des- 
sen Spitzen  die  sechs  Punkte  0«,  K'^^  0«,  K\^  0^,  K'c  sind; 

7.  Schwerpunkt  (oder  Entfernungscentrum)  der  vier  Pnnkte 
0^  0«,  0^,  Oo,  was  der  Beltrami*sche  Satz  ist; 

6.  Schwerpunkt  (im  gleichen  Sinn)  der  vier  Punkte  K\  k\^ 

Es  wäre  zu  weitläufig,  alles  das  ausführlich  und  detaillirt  zu  beweisen ; 
vieles  wird  unmittelbar  aus  der  beigegebenen  Figur  (3)  erhellen,  so  nament- 
lich die  zwei  ersten  Sätze,  soweit  sie  den  Punkt  AT  selbst  betreffen.    Der 


4)  Diese  hHben  an  den  ihre   Spitzen  bezeichnenden  Buchstaben   die  gleichen 
Intlice».  Oigitized  by  GoOgl 
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dritte  beweist  sich  sehr  einfach  ans  der  bekannten  Beziehung  zwischen  dem 
Urdreieck  und  den  C%ntralendreiecken ,  wonach  jenes  das  -Dreieck  der 
Höhenfasspnnkte  in  jedem  Ton  diesen  ist  (nicht  nnr  im  „grossen"  Oenträ- 
lendreieck  OaO^Oc).  Bind  daher  ff\  H\,  H'^,  H\  die  Höhen  durchschnitte 
in  den  rier  Centralendreiecken,  so  sind  diese  resp.  identisch  mit  den  Punk- 
ten ö,~0«,  Ohy  Oc,  ferner  ist  vermöge  Nr.  1  selbst  K  identisch  mit  M\  M\^ 
M\^  jtf'ei  Bofem  die  letEteren  die  Mittelpunkte  der  Mittenkreise  für  diesel- 
ben vier  Dreiecke  bezeichnen.  Aber  H'M'K\  sowie  ff\M'^IC'a  n.  s.  w. 
sind  gerade  Linien,  deren  Mitten  ]U\  M'a  n.  s.  w.,  also  auch  OKK\ 
Oa  KK  «  u  .8.  w.  Von  diesem  Nagel  'sehen  Satz  ist  alsdann  Nr.  4  eine  unmit- 
telbare Folgerung  und  hiervon  wieder  Nr.  5  und  6,  sofern  in  jedem  Poly- 
gon mit  einem  Mittelpunkt  (in  dem  oben  hervorgehobenen  Sinn),  also  nicht 
nurin  den  erwähnten  Parallelogrammen  (wie  O^OhK'aK'},^  OO^K'K'c  u.s.w.), 
sondern  auch  in  dem  Rhombussechseck,  der  Schwerpunkt  der  Polygonfläche 
sowie  der  Schwerpunkt  der  Polygonspitzen  mit  dem  Mittelpunkt  der  Figur 
zusammenfallen^).  Es  handelt  sich  daher  nur  noch  darum,  dass  jene  Vier- 
ecke Parallelogramme  und  dass  das  Sechseck  Oa^' b^e^' aOhK\  ein  Rhom- 
bussechseck sei,  was  aber  wieder  der  Figur  tiberlassen  bleiben  kann.  Da- 
gegen mag  noch  die  weitere  Eigenschaft  dieses  merkwürdigen  Sechsecks 
erwähnt  werden,  dass  seine  sechs  Seiten  (resp.  deren  Verlängerungen) 
die  sechs  Verlängerungen  der  Seiten  des  Urdreiecks  in  den 
Berührpunkten^der  Ankreise  treffen. 

Was  endlich  die  beiden  letzten  Sätze  betrifft,  so  ist  vermöge  Nr. 4  jeder 
von  beiden  die  unmittelbare  Folge  des  andern.  In  meinem  oben  erwähnten 
kleinenArtikel  im  Orun  er  tischen  Archiv  habe  ich  denBeltrami'schen  Satz 
auf  obigen  Nr.  3  gegründet,  aber  mittelst  statischer  Betrachtungen.  Fol- 
gendes ist  nun  ein  rein  geometrischer  Beweis  mit  zum  Theil  gleichen  Prä- 
missen. Der  Schwerpunkt  (d.  h.  Entfemungsmittelpunkt,  cenbre  des  moyennes 
üsUmces)  der  4  Punkte  0,  O^t  0^,  O«.  ist  bekanntlich  der  Durchschnittspunkt 
der  drei  Geraden,  welche  die  Seitenmitten  eines  jeden  der  drei  Paare  co- 
ordinirter  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  00^0^0^  verbinden.  Jedes 
solche  Paar  aber  besteht  aus  einer  äusseren  (wie  0^0^)  und  einer  inneren 
Centrale  (wie  00«),  jene  ist  zugleich  die  Seite,  diese  das  Scheitelstttck  der 
zugehörigen  Höhe  in  dem  Centralendreieck  O^OhOc*  Aber  die  Mitten  die- 
ser beiden  Linien  sind  bekanntlich  diametrale  Punkte  des  Mittenkreises 
(oder  des  Kreises  der  neun  Punkte)  und  der  Mittenkreis  jedes  Centralen- 
dreiecks  ist  der  Umkreis  des  Urdreiecks*  Also  ist  K  identisch  mit  jenem 
Durchschnittspunkt  oder  mit  dem  (geometrischen)  Schwerpunkt  der  Punkte 
0^  0«,  0^,  Oc.    Man  kann  übrigens  diesen  Beweis  buchstäblich  auf  die  vier 


5)  Unter  den  mittelpunktlosen  Figuren  hat  bekanntlich  nur  das  Dreieck  (and  im 

moki 

dbyV 

32* 


Baum  ebenso  das  Tetraeder)  die  Eigenschaft,  dass  beide  SchwerpnokW,  derjenige 
der  Figur  und  derjenige  der  Eckpunkte,  «usammcnfallen.         '^9'^'^^^  by  V^O 
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Punkte  IC\  äT'«,  Af'j,  if'c  übertragen,  da  der  Umkreis  K  auch  der  Mitten- 
kreis des  Cocentralendreiecks  K*aK\K'c  ist  (vermSge  Nr.  1),  wodurch  die 
Verwandtschaft  meines  8  atzes  über  die  vier  Punkte  K\  if'«, 
K\^  K'c  mit  dem  Beltrami'schen  über  die  vier  Punkte  0,  0«,  0*, 
Oe  erst  ins  rechte  Licht  tritt,  zugleich  aber  auch  die  Vollkommenheit  dieses 
Beweises"). 

Zwei  andere  Eigenschaften  des  Punktes  K  gehören  in  wesentlich  an- 
dere Gebiete,  worauf  ich  in  einem  anderen  Zusammenhang  zurückkommen 
werde ,  weshalb  ich  sie  hier  blos  erwähne. 

9.  Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  gleichseitige  Drei- 
ecke nach  aussen,  und  um  dieselben  Kreise,  so  bilden  deren 
Mittelpunkte  bekanntlich  ein  gleichseitiges  Dreieck;  ein  zweites 
gleichseitiges  Dreieck  entsteht  auf  dieselbe  Weise,  wenn  die 
glcicliseitigen  Dreiecke  über  den  Seiten  des  Urdreiecks  nach  in- 
nen beschrieben  werden.  Diese  beiden  gleichseitigen  Dreiecke 
liaben  eine  pcrspectivische  Lage  und  ihr  perspectivisches 
Centrum  ist  der  Punkt  K. 
10.  Bekanntlich  giebt  es  für  ein  Dreieck  zwei  Systeme  von  je  drei 
in  Einem  Punkt  sich  schneidenden  Kreisen''),  wovon  jeder  eine 
Dreieckseite  zur  Sehne  und  eine  der  Nachbarseiten  zur  Tangente 
hat.  Der  Punkt  K  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  in 
Beziehung  auf  welchen  je  ein  Mittelpunkt  des  einen 
Systems  und  derjenige  des  anderen,  welcher  die  nftm- 
liche  Dreieckseite  zur  Sehne  hat,  reciproke  Punkte 
sind  (in  dem  bekannten  Sinn  nämlich j  dass  die  Rechtecke  ihrer 
Entfernungen  von  K  gleich  dem  Quadrat  des  Umkreishalbmes- 
sers sind). 

Eigenschaften  des  Punktes  M^ 
d.  h.  des  Mittelpunktes  des  Mittenkreises  (Mitte  von  KH), 
Da  in  dieser  Grund  eigen  schaft  schon  enthalten  ist,  dass  M  die  Um- 
krcisnütte  zweier  anderen  Dreiecke  ist,  nämlich  nicht  nur  des  Mittendrei- 
ecks (§.  1),  sondern  auch  des  Dreiecks  der  Höhenfusspnnkte,  so  bleibt  nur 
noch  eine  Eigenschaft  zu  erwähnen,  die  dem  Punkt  M  in  der  Theorie  der 
Kreise  zukommt,  welche  die  Berührkreise  des  Dreiecks  berühren,  der  ich 
einen  eigenen  Artikel  widmen  werde.    Hiernach  ist  der  Punkt  M 

1.  der  Potenzpunkt  der  drei  dem  Mittenkreis  conjugirten 


6)  Wenn  er  bei  wenentlicher  Verschicdenbeit  auch  wesentliche  BerUhriings- 
punkte  mit  dem  von  Carl  Schmidt  im  I.  Heft  des  44.  Bandes  von  Grunert's  Archiv 
mitgethoilten  Beweis  des  Beltrami'schen  Satzes  darbietet,  so  verwahre  ich  mich  aus- 
drücklich gegen  jede  Abhängigkeit  von  letzterem. 

7)  Diese  sechs  Kreise  nenne  ich  der  Kürze  wegen  „Beikreise**  des  Dreiecks, 
indem  ich  im  Geist  der  kurzen  Benennungen:  Umkreis,  Inkreis,  Ankreis  fortfahre. 
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Kreise,  welche  wie  der  letztere  je  zwei  Ankreise  von  aussen  und  den  In- 
kreis von  innen  berühren ; 

2.  zugleich  der  Durchschnittspunkt  der  Lothe,  welche  von  den 
Potenzpunkten  Pay  Ph^  Pe  des  Inkreises  und  je  zweier  Ankreise  (vgl.  un- 
ter III)  auf  die  entsprechenden  Seiten  des  Fusspunktdreiecks  der  inneren 
Medianen  (Halbirlinien  der  inneren  Dreieckswinkel)  gefällt  werden. 

Der  enge  Zusammenhang  von  Nr.  3  mit  Nr.  1  erhellt  sogleich,  sofern 
die  Verbindungslinien  jener  Medianenfusspunkte  nichts  anderes  sind,  als 
die  inneren  Aehnlichkeitslinien  (-Aren,  -Strahlen)  des  Inkreises  und  je 
zweier  Ankreise. 

Eigenschaften  des  Punktes  H^ 
d.  h.  des  Höhendurchschnitts. 
Diese  sind  um  so  zahlreicher  und  die  zwei  letzten  darunter,  soviel  ich 
weiss,  neu,  übrigens  nahe  gelegen;  der  Punkt  H  ist  nämlich: 

1.  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  von  Umkreis  und  Mittenkreis ; 

2.  Mittelpunkt  des  Inkreises  vom  Dreieck  der  Höhen fu ss- 
p unkte,  was  die  schon  oben  benutzte  Eigenschaft  ist; 

3.  Mittelpunkt  des  Polkreises,  d.  h.  des  Kreises,  in  Beziehung 
auf  welchen  die  Dreieckspitzen  die  Pole  der  Dreieckseiten  und  diese  (  wie 
natürlich)  die  Polaren  der  Dreieckspitzen  sind ; 

4.  Potenzpunkt  der  drei  um  die  D r ei eckseiten  beschriebe- 
nen Kreise; 

5.  desgleichen  der  drei  um  die  Dreieckhöhen  beschriebe- 
nen Kreise. 

Die  zwei  ersten  sind  ganz  bekannte  Sätze;  der  dritte  ist  von  Orunert 
(Archiv,  Theil  41)  ausführlich  aus  den  allgemeinen  Oleichungen  der  Po- 
laren bewiesen  worden ,  nebst  Herleitung  des  Halbmessers  t  des  Polkreises 

r"=  +  4R*coSttCOsß  cosy^ 
wo  a,  ß,  y  die  Dreieckswinkel,  R  der  Umkreishalbmesser  und  +oder  —  zu 
nehmen,  je  nachdem  das  Dreieck  spitzwinklig  oder  stumpfwinklig  ist.  Bei- 
des aber  lässt  sich  höchst  einfach  aus  den  Orundbegriffen  von  Pol  und  Po- 
lare und  von  reciproken  Punkten  herleiten.  Denn  da  die  Polare  recht- 
winklig zur  Verbindungslinie  des  Pols  und  des  Kreismittelpunktes  ist ,  so 
liegt  letzterer  auf  jeder  Höhe  des  Dreiecks,  ist  also  der  Höhendurch- 
schnitt. Alsdann  ist  nach  der  Grundrelation  reciproker  Punkte^)  der 
Halbmesser  des  Polkreises  die  mittlere  Proportionale  zwischen  Scheitel- 
stück und  Fussstück  der  Höhe,  also,  da  jenes  dem  Doppelten  des  zur  selbi- 


8)  Dabei  ist  noch  su  bemerken,  dass  im  spitsmnkligen  Dreieck  die  reciproken 
Punkte  aaf  entgegengesetzten  Seiten  des  Mittelpunkts,  im  stumpfwinkligen  über,  wo 
ß  ausserhalb  liegt,  auf  einerlei  Seite  zu  nehmen  sind,  während  sie  im  reo^twiaklic^en^ 
wo  r  =  o,  zusammenfallen.  Digitized  by  CjOOQIC 
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gen  Seite  gehörigen  Mittellotbs  gleich  ist,  indem  A«  und  p«  Höbe  und  Mit- 
telloth  der  Seite  a, 

T*==  2/>a  (ha  +  2p«) ,   und  p«  =  +  Äco*  «, 
je  nachdem  a  spitz  oder  stumpf,  also ,  da  A«  =  2  f^^tn  j3  sin  y^ 

r*  =  +  4Ä *  coJtt  [m  j3  «n  y  +  cos  {ß  +  y)]  =  +  4Ä*  co5«  co*^  cosy. 
Zugleich  hat  man  den  Satz,  dass  das  Rechteck  aus  Scheitelstück  and  Fass- 
stück jeder  Höhe  constant  ist.  Hieraus  folgt  sodann  für  Nr.  &,  dass  die  in 
jedem  der  drei  Kreise  durch  if  senkrecht  zn  den  Durchmessern  (d.  h.  Höhen) 
gezogenen  Sehnen  gleich  sind ,  die  Gleichheit  dieser  Sehnen  charakterisirt 
aber  den  Punkt  ff  als  innerhalb  der  Kreise  liegenden  Potenapunkt.  Für 
Nr.  4  endlich  hat  man  blos  die  Bemerkung  nöthig,  dass  je  zwei  dieser 
Kreise  das  eine  Mal  in  einer  Dreieckspitze,  das  andere  Mal  imFusspunkt  der 
zugehörigen  Höhe  sich  schneiden,  dass  also  die  Dreieckhöhen  die  Gemein- 
sehnen in  den  drei  Paaren  von  Kreisen  sind. 

n.  Zweites  Hauptpaar  0  und  T,  Diese  beiden  Punkte  sind 
schon  im  Eingang  definirt  worden  und  von  T  ist  ausser  dieser  setner  Orund- 
bedentuDg  und  der  dem  allgemeinen  Satz  (§.  1)  entsprechenden,  wonach  T 
Inkreismitte  des  Aussendreiecks  ist  (was  eben  keine  „specilische^  Bedeu- 
tung ist),  keine  sonstige  Eigenschaft  bekannt.  Wohl  aber  findet  diess  bei 
0  und  bei  der  Mitte  P  von  0  T  statt. 

Eigenschaften  des  Punktes  Oy 
d.  h.  der  Inkreismitte  (zugleich  Durchschnitt  der  innem  Medianen). 
Der  Punkt  0  ist  ausserdem : 

1.  Höhendurchschnitt  im  grossen  Centralendreleck 
Oa 0^ 0«,  was  der  bekannte,  oben  gebrauchte  Satz  ist; 

2«  Potenzpunkt  der  drei  Kreise,  welche  den  Inkreis  und 
resp.  je  zwei  Ankreise  rechtwinklig  durchschneiden  (dereii 
Mittelpunkte  die  schon  erwähnten  Potenzpunkte  P«,  P^,  Pg  sind,  vgl.  HI); 
denn  da  der  Inkreis  zu  jedem  der  drei  Systeme  von  Kreisen  gehört,  so 
schneidet  er  seinerseits  die  drei  erwähnten  Kreise  rechtwinklig; 

3.  Potenzpunkt  der  drei  Kreise,  welche  ihre  Mittel- 
punkte in  den  Dreieckspitzen  haben  und  sich.gegenseitig  be- 
rühren^). —  Denn  ihre  Berührpunkte  liegen  noth wendig  auf  den  Dreieck- 
seiten,  und  da  sie  überdiess  auf  je  zwei  an  einer  Spitze  zusammenstossen- 
den  Seiten  gleichweit  von  der  Spitze  entfernt  liegen ,  so  sind  sie  identisch 
mit  den  Punkten,  in  welchen  der  Inkreis  die  Seiten  berührt,  also  schneiden 
sich  ihre  paarweisen  Gemeintangenten  im  Punkt  0,  der  somit  ihr  Potenz- 
punkt ist.  Ist  s  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks ,  so  sind  ihre  Halbmesser 
s — a,  s—by  s  —  c,  und  sie  entsprechen  den  Ankreisen  in  der  Art,  dass 
das  Kechteck  aus  dem  Halbmesser  eines  derselben  und  aus  dem  Halbmesser 


9}  Diese   Kreise    habe  ich   der   Kürze   wegen  die  „Znkreise**    des    Dreiecks 
fi^^*'"^""^-  .  üigitized  by  GoOglC 


vom  Schwei*punkt  gedrittelt  werden.    Von  Prof.  Reuschle.    485 

des  xum  nttmUchen  Dreieckswinkel  gehörigen  Ankreises  constant  ist«  gleich 
dem  Inhalt  des  Dreiecks ,  was  aus  der  bekannten  Belation 

folgt. 

Eigenschaften  des  Punktes  P,  Mitte  von  OT, 
Der  Punkt  P  ist,  ausserdem  dass  er  die  Inkreismitte  des  Mittendreiecks 
ist,  zugleich  Durchschnittspunkt  der  mit- den  inneren  Medianen  durch  die 
Seitenmitten  parallel  gezogenen  Geraden,    was  noch  keine   specifischen 
Eigenschaften  sind  (§.1): 

1.  Schwerpunkt  des  Dreieckumfangs,  was  bekanntlich  mit 
jener  Eigenschaft  eng  zusammenhängt^^)  ] 

2.  Potenzpunkt  der  drei  Ankreise  und  damit  zugleich 

3.  Durchschnitts-  und  Potenzpunkt  der  drei  die  Ankreise 
ungleichartig  ( „ durchschlingend '' )  berührenden  Kreise,  deren 
conjugirte  die  Dreieekseiten  sind ; 

4.  Innerer  Aehnlichkeitspunkt  des  Mittenkreises  und  des 
ihm  conjugirten  „Aussenkreises"  welcher  die  Ankreise  „nm- 
schliessend"  berührt;. 

5.  Durchschnittspunkt  der  von  den  Mitten  der  Geraden, 
welche  die  Dreieckspitzen  mit  den  Mittelpunkten  der  äuge* 
hörigen  Ankreise  verbinden,  auf  die  Dreieckseiten  gefttll» 
ten  Lothe. 

Der  zweite  dieser  Sätze  ist  ein  Satz  von  Eommerell  und  beweist 
sich  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Potenzlinie  zweier  ausserhalb  einander 
liegender  Kreise  (wie  je  zwei  Ankreise)  das  von  der  Mitte  ihrer  gemein- 
schaftlichen Tangente  auf  die  Centrale  gefällte  Loth  ist.  Bei  zwei  Ankrei- 
sen ist  aber  jene  Mitte  die  Mitte  einer  Dreieckseite  und  dieses  Loth  einer 
inneren  Mediane  parallel,  also  ist  der  Potenzpunkt  der  drei  Ankreise  der 
Durchschnittspunkt  der  drei  mit  den  inneren  Medianen  durch  die  Seiten- 
mitten parallel  gezogenen  Geraden,  d.  h.  der  Punkt  P.  Die  übrigen  sind 
Conseqnenzen  von  Nr.  2  vermöge  der  Theorie  der  conjngirten  Berührkreise 
von  drei  gegebenen,  worauf  ich  in  einem  besonderen  Artikel  zurückkomme. 

III.  Die  drei  Nebenpaare  des  Hauptpaars  0,  T.  Bekannt- 
lich steht  fast  jedem  Satz  über  den  Inkreis  ein  analoger  über  jeden  der 
drei  Ankreise,  sowie  jedem  Satz  über  die  drei  Aukreise  ein  analoger  über 
jedes  der  drei  Systeme  von  Kreisen  zur  Seite ,  welche  aus  dem  Inkreis  und 
je  zwei  Ankreisen  bestehen.  So  stehen  hier  dem  NageTschen  Pnnktepaar 
0,  T  die  drei  Punktepaare  0«,  J.;  0*,  7*;  Oo,  Te  zur  Seite,  wo  0.,  0*,  0« 
wie  bisher  die  Mittelpunkte  der  Ankreise,  J«,  J^,  T«  aber  ebenfalls  wie  T 
Durchschnittspunkte  je  dreier  nach  den  Berührpunkten  der  Dreieckseiten 


10)  Woraus  dann  nach  §.  1  folgt,  dass  0  Umfangsschwerpunkt  für  das  Aussen- 
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gebender  Scheitelt  ran  sversalen  sind,  und  zwar  z.  B.  Ta  Durcbscbnittspunkt 
der  von  A  nach  dem  inneren  Berührpunkt  (Berübrpnnkt  des  Inkreises)  der 
Gegenseite  a  gezogenen  Transversale  mit  den  beiden  von  B  und  C  nacb 
den  auf  den  Verlängerungen  der  Gegenseiten  b ,  c  liegenden  äusseren  Be- 
rührpnnkten  (Berührpnnkten  der  Ankreise  0^,  Oe)  gezogenen  Transversa* 
len.  Der  Ankreismittelpunkt  ist  jedesmals  der  dem  Schwerpunkt  nähere, 
der  Transversal endnrchschnitt  der  von  ihm  doppelt  so  weit  entfernte  Punkt. 
Alsdann  sind  ferner  die  Mitten  der  Strecken  O^T^^  O^Tt^  OeTe^  d.  b. 
die  schon  mehrerwähnten  Punkte  jP«,  P^^  Pct  die  Potenzpunktades  Inkrei- 
ses und  je  zweier  Ankreise,  z.  B.  Pa  Potenzpunkt  der  Kreise  0,  0^,  0«. 
Zugleich  sind  sie  Durchschnittspunkte  derjenigen  drei  Berührkreise  von 
Inkreis  und  je  zwei  Ankreisen,  deren  conjugirte  die  Dreieckseiten  sind,  so- 
wie die  äusseren  Aehnlichkeitspnnkte  des  Mittenkreises  und  der  ihm  in 
der  Berührung  von  Inkreis  und  je  zwei  Ankreisen  conjugirten  Kreise, 
endlich  die  Durchschnittspunkte  der  von  den  Mitten  derjenigen  drei  Strecken 
auf  die  Dreieckseiten  gefällten  Lotbe,  wovon  die  ersten  zwei  Dreieck- 
spitzen mit  den  Mittelpunkten  der  zugehörigen  Ankreise,  die  dritte  aber  die 
dritte  Spitze  mit  dem  Mittelpunkt  des  Inkreises  verbindet.  Ebenso  ist  auch, 
gleichwie  0  Potenzpunkt  der  drei  Potenzkreise  P«!  Pt^  Pc  ißt»  Oa  der  Po- 
tenzpunkt der  drei  Kreise,  welche,  aus  P,  jP^,  P^  mit  den  betrefiPenden  Po- 
tenzhalbmessern beschrieben,  resp.  die  Kreise  0«,  0^,  0«;  0,  Oa,  Ocy 
0,  Oa,  Ot  rechtwinklig  durchschneiden,  weil  nämlich  der  in  jedem  dieser 
drei  Systeme  vorkommende  Kreis  0«  auch  seinerseits  die  Kreise  P,  P*,  Pa 
orthogonal  durchschneidet;  desgleichen  natürlich  0^  von  P,  Pa,  Pc  und  0« 
von  />,  Pa,  P^. 
^  f  Aus  dieser  vollkommenen  Analogie  erhellt  die  logische  Berechtigung, 

'  diese  Punktepaare  nicht  als  selbstständige  oder  fundamentale  Paare  zu  be- 

trachten;   überdies  dürften  sie  höchstens  als    eines   gelten,   da  die   zwei 
übrigen  nur  auf  Permutation  der  Dreieckseiten  beruhen. 

IV.  Drittes  Hauptpaar  Q,  V.  In  diesem  noch  nicht  definirten 
Paar  ist  Q  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  von  den  Mittelpunkten  der  An- 
kreise nach  den  Mitten  der  Dreieckseiten  gezogenen  Geraden  schneiden,  ü 
ein  Transversalendurchsclmitt  nach  Art  der  T,  nämlich  der  Scheiteltrans- 
versalen nach  den  inneren  Berührpunkten  der  drei  Seiten.  Von  diesen 
beiden  Punkten  sind  weitere  Eigenschaften  nicht  bekannt,  so  wenig  als 
von  der  Mitte  der  Verbindungsstrecke  QU,  abgesehen  nämlich  von  der 
ans  §.  1  sich  ergebenden  Bedeutung  ^^). 

V.  Der   Schwerpunkt    S   selbst,    d.  b.   zunächst    der    Durch- 


11)  Dies  ist  auch  der  Fall,  wo  Kommereil  zur  Anbahnung  der  allg>cmeinen 

Theorie  eingegriffen  hat,  indem  er  die  Frage  nach  der  Bedeutung  der  Mitte  von  QU 

damit  beantwortete ,  sie  sei  derjenige  Punkt,  welcher  im  Mittendreieck 

dieselbe  Bedeutung  habe,  wie  Q  im  Urdreieck,  und  dieser  sei  dann 

seinerseits  das  U  des  Mittendreiecks,  /^^  t 
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Bcbnittspankt  der  seitenbalbirenden  Scheiteltransversalen,  vereinigt  hiermit 
folgende  Bedeutungen.    S  ist 

1.  Aehnlichkeitspunkt  des  Dreiecks  und  seiner  sämmt- 
lichen  Mitten*  und  Aussendreiecke; 

2.  Innerer  Aehnlichkeitspunkt  von  Mittenkreis  und  Um- 
kreis; 

3.  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  und  zwar  sowohl  der  Fläche, 
als  der  drei  Eckpunkte  (deren  Entfernungscentrum); 

4.  Schwerpunkt  der  ganzen  Dreieckreihe  in  Nr.  1,  was  in 
Verbindung  mit  Nr.  1  Grundlage  der  ganzen  Theorie  ist; 

5.  Schwerpunkt  der  beiden  perspectivischen  gleichseiti- 
gen Dreiecke,  die  schon  beiden  Eigenschaften  von  iT vorgekommen  sind. 

§.3. 

Vier  neue  Vagersche  Punktepaare. 

Viertes  Hauptpaar:  Z,    V  mit  drei  Nebenpaaren. 

Es  sei  Z  der  Berührpunkt  von  Mittenkreis  und  Inkreis ,  z  dessen  dia» 
metraler  Punkt  im  Mittenkreis-,  die  übrigen  Punkte  behalten  ihre  bisheri- 
gen Bedeutungen:  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  ZS^  Hz  und 
KT  auf  der  Peripherie  des  Umkreises  in  einem  Punkt  T,  der 
dem  Punkt'2  conjugirt  ist,  so  dass  SV  =  2.SZ. 

Einen  Theil  dieses  Satzes  hatte  ich  zuerst  analytisch  bewiesen,  indem 
ich  mittelst  der  Coordinateuwerthe  zeigte ,  dass  der  coDJngirte  Punkt  von 
Z,  der  von  S  doppelt  so  weit  entfernt  ist,  auf  der  Peripherie  des  Umkreises 
liegt;  allein  es  lassen  sich  die  drei  Behauptungen,  aus  denen  der  Satz  be-<» 
steht,  wie  folgt,  höchst  einfach  und  rein  geometrisch  mittelst  der  Theorie 
der  Nagel 'sehen  Punkte  nachweisen  (Tafel  IV,  Figur  4). 

Es  sei  V  zunächst  der  in  der  Verlängerung  von  ICT  Über  7"  hinaus 
liegende  Punkt  des  Umkreises  und  B  dessen  Halbmesser,  so  ist  KV=sRx=z  Zz^ 
ferner  sei  TJSTund  Vz  gezogen.  Da  M.Kund  0,  T  Nag  eTsche  Punkte  sind, 
so  ist  MOTK  ein  Trapez,  wo  MO //KT,  also  auch  Zz//KV,  also  ZKVz 
ein  Parallelogramm,  wo  KZ^  Vz.  Da  Z^/T  und  Zz  in  M  sich  halbiren,  so 
ist  auch  HZKz  ein  Parallelogramm  und  KZ^Hz^  also  auch  Vz  ^  Hz, 
folglich  JSr^r  eine  Gerade  und  ff  V  =2.  KZ.  Somit  ist  ZKVff  ein  Trapez, 
wo  die  eine  Basis  (ffV)  das  Doppelte  der  anderen  (KZ^  ist,  folglich  dritteln 
sich  dessen  Diagonalen  ffK  und  ZV  in  ihrem  Durchschnittspunkte;  da  aber 
ffK  bereits  in  S  gedrittelt  ist,  so  ist  S  der  Diagonalendurchschnitt,  mithin 
geht  ZV  durch  S  und  ist  5r=  2  ;  SZ. 

Auch  dieses  vierte  Hauptpaar  (Z,  V)  hat  drei  Nebenpaare,  die 
wie  bei  dem  zweiten  {0,T)  dadurch  entstehen,  dass  an  die  Stelle  des  In- 
kreises jeder  der  drei  Ankreise  tritt.  Ist  also  z.  B.  2«  der  Berührpunkt 
des  Mittenkreises  und  des  Ankreises  0^,  z«  dessen  diametraler  Punkt  im 
Mittenkreis:  soschneiden  sich  die  drei  Geraden  ZaS,  ff  Za  undüC?^ 
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auf  der  Peripherie  des  Umkreises  in  einem  Punkt  F«,  welcher 
der  conjungirte  Punkt  von  Ztf  ist,  so  dass  SF^  =^2.82^.  Gleicher- 
weise sindZ^,  Vi  undZ«,  Vg  Nagel 'sehe  Punktepaare  und  man  kann  obigen 
Beweis  buchstäblich  übertragen,  wenn  man  den  Buchstaben  Z,z,  F,  T,  O 
einen  der  Indicea  a»  6,  c  giebt,  während  K^  If  und  H  unverändert  bleiben. 

Verlängert  man  SZ  über  Z  hinaus  zur  zweiten  Begegnung  der  Peri- 
pherie des  Umkreises  in  Z\  so  ist  dies  der  Punkt,  in  welchem  der  Umkreis 
von  demjenigen  Kreis  (sein  Mittelpunkt  heisse  M')  innerlich  berührt  wird, 
welcher  den  Inkreis  und  Mittenkreis  in  deren  Berührpunkt  Z  von  aussen 
berührt.  Denn  S  ist  innerer  Aebnlichkeitspunkt  der  Kreise  M  und  ÜT,  Z  in- 
nerer Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  M  und  0  und  Z'  äusserer  Aebnlich- 
keitspunkt der  Kreise  K  und  Jf ,  folglich  ist  SZZ'  eine  Gerade.  Ausser 
diesem  Kreis  M'  haben  Umkreis,  Mittenkreis  und  Inkreis  noch  einen  zwei- 
ten Berührkreis  M",  der  die  beiden  letzteren  innerlich  in  Z,  den  Umkreis 
ebenfalls  von  innen  in  einem  Punkt  Z"  berührt,  der  mit  II  und  Z  in  Gerader 
liegt.  Denn  ff  ist  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  M  und  ÜT,  Z  des- 
gleichen für  die  Kreise  M  und  0  und  Z'' desgleichen  für  die  Kreise  Jf  und  if", 
also  ist  ffZZ^  eine  Gerade.  Von  diesen  beiden  Kreisen,  deren  Mittelpunkte 
M\  M"  mit  Z,  0,  Min  Gerader  liegen,  und  zwar  in  der  Folge  M'ZOMM" 
(Tafel  IV,  Figur  4),  ist  jeder  sich  selbst  conjugirt,  worauf  ich  in  einem  an- 
deren Zusammenhang  zurückkommen  werde. 

Der  Berührpunkt  Z  gehört  überhaupt  unter  die  ausgezeichneten  Punkte 
des  Dreiecks,  was  sich  besonders  auch  an  seinen  Entfernungen  von  den 
Seiten  und  Spitzen  des  Dreiecks,  sowie  von  anderen  ausgezeichneten  Pauk- 
ten zeigt.  Ich  werde  zwar  die  Entfernungen  der  NageTschen  Punkte  und 
anderer  in  einem  besonderen  Artikel  behandeln ,  der  sich  ebenso  in  For- 
meln bewegt,  wie  der  vorliegende  in  rein  geometrischen  Anschauungen, 
kann  mich  jedoch  nicht  enthalten,  sogleich  hier  einige  Sätze  mitzuthei- 
len ,  die  ich  über  die  Entfernungen  des  Punktes  Z  gefunden  habe ,  um  die- 
sen von  mir  unter  die  ausgezeichneten  Punkte  des  Dreiecks  eingeführten 
Punkt  noch  weiter  zu  charakterisiren.  In  jedem  Dreieck  liegt  der 
Punkt  Z  so,   dass 

1.  die  Summe  seiner  Abstände  von  den  Dreieekseiten  zum 
UeberschuBS  der  Summe  der  drei  Ankreishalbmesser  über  die  Summe  der 
drei  Höhen  sich  verhält,  wie  der  Inkreishalbmesser  zum  Ueberschuss  des 
Umkreishalbmessers  über  den  Inkreisdurchmesser,  oder,  was  dasselbe  ist, 
zur  doppelten  Entfernung  der  Punkte  0  und  M\ 

2.  die  Quadratensnmme  seiner  Abstände  von  den  Dreieck- 
spitzen  das  Quadrat  seines  Abstandes  vom  Schwerpunkt  um  drei 
Viertheile  der  Quadratensumme  der  Seiten,  oder,  was  dasselbe  ist,  um  die 
Quadratensumme  der  drei  Schwerlinien  (d.  h.  der  Verbindungsstrecken 
der  Spitzen  und  der  Seitenmitten)  übertrifft;  r^ooalp 
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ft.  die  Quadratensammeseiner  Abstftnde  von  vierPankten, 
nämlichyon  den  Dreieckspitzen  unddem  Höhendurchschnitt, 
gleich  ist  dem  Quadrat  des  Umkreisdnrchmessers. 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  insbesondere  verhält  sich 

1.  der  Abstand  des  Punktes  Z  von  der  Hypotenuse  zum 
Halbmesser  des  Inkreises,  wie  der  Ueberschuss  der  Hypotenuse 
über  dift  doppelte  ihr  zugehörige  Höhe  zum  Ueberschuss  der 
Hypotenuse  über  den  doppelten  Inkreisdurchmesser  (oder  zu 
4.  OMy, 

2.  das  QuadratseinesAbstandes  von  der  Spitze  des  rech- 
ten Winkels  zum  Quadrat  des  Inkreishalbmessers,  wie  die 
Hypotenuse  zu  ihrem  Ueberschuss  tlber  den  doppelten  Inkreis* 
durchmesser;  —  so  dass  also  diese  beiden  Proportionen 
einerlei  viertes  Glied  haben  (4.0ilf). 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  liegt  Z  natttriich  in  der  Mitte  der 
Basis,  Z"  in  der  Spitze,  Z*  diametral  von  Z"  und  identisch  mit  F. 

§4. 

Besondere  Lagen  der  Schwerpunktshebel 
oder  der  Verbindungslinien  Hageraoher  Punkte. 

Es  wird  hier  nur  von  den  fundamentalen  Paaren  die  Bede  sein, 
deren  Punkte  in  Beziehung  auf  die  Seiten  oder  Winkel  des  Dreiecks  sy  m* 
metrisch  sind,  während  Punkte  wie  0«,  J«,  Z^,  F«  u.  s.  w.  zu  einzelnen 
Seiten  oder  Winkeln  gehören. 

Ee  ist  klar,  dass,  wenn  irgend  eine  solche  Verbindungslinie  zu  einer 
Dreieokseite  rechtwinklig  ist,  das  Dreieck  gleichschenklig  ist,  wo- 
bei dfe  betreffende  Seite  die  Basis  ist,  denn  es  fällt  dann  eine  Schwerlinie 
mit  einer  Höhe  zusammen.  Im  gleichschenkligen  Dreieck  sind  alsdann 
sttmmtlicbe  Entfernungen  der  betreffenden  Nagel  'sehen  Punkte  von  einander 
rational  darstellbar,  weilsiesichauf  Ordinatendifferenaenreduciren. 

Ebenso  ist  klar,  dass  wenn  irgend  eine  Verbindungslinie  Nagel  *scher 
Punkte  einer  Dreieckseite  (die  dann  Hauptseite  oder  Basis  heissen  soll) 
parallel  ist,  von  ihr  alle  Geraden  gedrittelt  werden,  die  nach  der 
Hauptseite  von  deren  Gegenspitse  gezogen  werden.  Auch  ist  dann  stets 
die  der  Dreieckseite  parallele  Entfernung  der  betreffenden  NageTschen 
Punkte  rational  ausdrfickbar,  weil  gleich  der  Differenz  ihrer  Abscis- 
sen  auf  der  Dreieckseite.  Verfolgt  man  dies  aber  bei  den  einzelnen 
Hebeln  weiter,  so  ergeben  sich  merkwürdige  Drei.eckgattungen  und  Re- 
lationen. 

I.  Es  sei  /if5/r  einer  Dreieckseite  parallel,  welches  nur  die- 
jenige sein  kann,  welche  der  Grösse  nach  zwischen  den  beiden  anderen^ 
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steht ^).     Diese   sei   AB  oder  c,    also   y  Jedenfalls    spitz;    alsdann    ist 
Pc  z^^hg^  mithin ,  äti  Pc  =i  Rcosy  nnd  hg  =  2R  sin  a  sin  ß^ 

cosy  =  ^  sin  cc  sin  ß  =  2cos  a  cos  ß  =  \cos  (cc — j5), 
wodurch   das  Dreieck  als  wesentlich   spitzwinklig   bezeichnet   ist;    seine 
grösste  Seite  sei  a,  die  kleinste  b.   Sind  alsdann  c^,  c^  die  resp.  den  Seiten 
a-und  b  anliegenden  durch  die  Höhe  he  auf  c  gebildeten  Abschnitte,  also 
Ca=a  cos  ßy  c^^=^b  cos  a ,  so  ist  die  HebellKnge 

Kff  =  ^c  —  Ch  =  Rsiny  —  2Ä  sin  ßcosa  =  R  sin  (a  —  |J), 
welcher  Werth  von  KB  übrigens  auch  daraus  erhellt,  dass  diesfalls  das 
Dreieck  ilT (7ir  rechtwinklig  und  allgemein  Winkel  ACT J3r=  y  —  2(90 — or) 
rz:=  a  —  ß  ist.  Multiplicirt  man  die  Winkelrelation  cosy'=2  cos  a  cos  ß  bei- 
derseits mit  B*y  so  erhält  man ,  vermöge  der  bekannten  Werthe  der  Mittel- 
lothe  Pt,^=iR  cos  a  u.  s.  W., 

Bpc  =  2paPb  oder  4  Ä  :  p«  =  P*  :  Pc » 
und  setzt  man  im  Werth  des  Polkreishalbmessers ,  der  im  spitzwinkligen 
Dreieck  nach  Obigem 

t"  =  4Ä'  cos  «  cos  ßcosy 
ist, 

2  cos  acos  ß:=^  cos  y 
ein ,  so  erhält  man 

j^t=z2R*co^y,    mithin  r  =  p,J^2. 
Multiplicirt  man  aber  die  Winkelrelation  cosy  =  ^cos{€i — ß)  beiderseits 
mit  2  sin  y  =  2  sin  (a  +  ß),  so  erhält  man 

sin  2  y  =  4  {sin  2  «  +  m  2  /3), 
es  ist  also  der  Sinus  vom  Doppelten  des  mittleren  Winkels  das  arithme- 
tische Mittel  der  Sinusse  von  den  Doppelten  der  zwei  anderen  Winkel, 
woraus,  da  2a,  2ß,  2y  die  Winkel  an  Jf  sind,  welche  die  von  K  nach  Aj  By  C 
gezogenen  Radien  mit  einander  bilden,  also  \W  sin^u,  \R^  sin2ß  ^  \R^  sin7,y 
die  Inhalte  der  drei  Dreiecke,  in  welche  ^^C  durch  jene  Badien  getheilt 
wird,  noch  folgt,  dass  von  den  drei  Theildreiecken  um  den  Punkt 
K  das  der  Basis  c  angehörige  das  arithmetische  Mittel  der 
beiden  andern  ist. 

Zwei  merkwürdige  Species  dieser  Dreiecksgattung  sind 
1.  dasjenige,   dessen   kleinster  Winkel  |3  =  45  ist;   in  diesem   ist 
iang ß  =  i,  fang /  =  2 ,  fang a  =  3,  und  da  aus  letzterem  Werth 
m  a  =  3  cos  a  folgt,  so  ist 

sin  (a — ß)=^  {sina  —  cos  a)  cos  4b  =  2  cosa  cos  45  =  cos  y, 
folglich 
BKc=  R  cosy^spc  =  iÄe. 

12)  Denn  K  liegt  der  grössten  Seite  am  nächsten ,  der  kleinsten  am  entfernte- 
sten, ^gerade  umgekehrt,  oder  am  nächsten  dem  grössten  Winkel ,  am  entfernte- 
sten dem  kleinsten.  üigitized  by  vjO 
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2.  Dasjenige ,  wo  die  Differenz  des  grössten  und  kleinsten  Winkels 
a  — -  |3=s45  ist;   dann  ist 

sin  (a —  ß)  =  cos  (a  — 13)  =  2  co*y, 
mithin 

EK=:^2BcosY=z^Pc=ihe. 
IL    Es  sei  O^Teiner  Dreieckseite  parallel,  z,B.// AB,  Dann 
ist,  wenn  der  Halbmesser  des  Inkreises,  zugleich  Abstand  des  Punktes  0 
von  der  Seite  AB^  mit  r  bezeichnet  wird, 

aber 

rs=s4llsin  ^a  sin  ^ß sin ^y 
und  wie  oben 

hc  =^2Rsina  sifiß  =  SR  sin  ^a  sin  ^ßcos  ^a  cos  |/3, 
mithin  die  Winkelrelation 

sin\f==i^cos^acoslß^=s2  sin  ^asin^ß=\  cos  4 (a  —  ß). 
Mnltiplicirt  man  in 

sin^y  =  2  sin  \asin  ^ß 
beiderseits  mit  ARcos^y^  so  erhält  man  in  Folge  von 
s  —  c  =  4Ä  sin  4«  51«  \ß  cos  Jy, 
wo  s  der  halbe  Umfang,  c  =s  2  {s — c),  folglich  3c  =  25  und  c=^  ^a  +  ft), 
also  ist  die  Basis  oder  diejenige  Seite,  welcher  TO  parallel 
ist,  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  anderen  Seiten,  oder 
die  Dreieckseiten  stehen  in  arithmetischer  Progression^'}* 
Mnltiplicirt  man  aber  in 

sin\y=i  {  cos  \cc  cos^ß 
beiderseits  mit  AR  sin  ^y^  so  ist  vermöge  der  bekannten  Formeln 

r«  —  r  =  AR  sin*  ^y ,     re^=:zARcos\acos\ß  sin  | yi 
wo  r^  der  Halbmesser  des  zur  Mittelseite  c  gehörigen  Ankreises  ist, 

mithin 

rc  =  3r  =  Äo, 
d.  h.   in   unserem  Dreieck  ist  die  zur  Mittelseite  gehörige   Höhe 
dem  zur  selbigen  Seite  gehörigen  Ankreishalhmesser  gleich. 
Durcb  die  Winkelrelation  wird  alsdann  der  Werth  von  r 

rz=2RsinJ  ^y  =  /?(1  —  cosy)  =  R  —  Pc, 
also  pc  =  R — r,  woraus,  wegen /?« +  /'6  +  i»<^= -ß +  ''>  folgt: 
Ptf  +  P*  =  2r,   undpc  —  r  =  R  —  2r. 


13)  Da  diese  Dreieck gattung  eine  Fülle  von  Eigenschaften  darbietet,  wovon 
hier  nur  die  naheliegendsten  und  für  das  Thema  unsers  Artikels  wichtigsten  erwähnt 
werden,  Eigenschaften,  die  dieses  Dreieck  den  rechtwinkligen  und  gleichschenkligen 
ebenbürtig  machen,  so  habe  ich  ihm  auch  einen  eigenen  Namen  gegeben^ nämlich 
mittelseitiges  Dreieck.  oigitizedby VjOOQIC 
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Aber  in  dem  Trapez  NageTseher  Punkte  KTMO  ist  KT H MO  and 
=  2  MO  =  Ä  —  2  r,  folglich  K  T  =  p^  —  r,  mithin,  da  p«  und  r  die 
Abstände  der  Punkte  iC  und  J  von  der  Mittelseite  c  sind,  KT  rechtwinklig^ 
zu  derselben,  sowie  MOy  auf  welcher  auch  der  Berührpunkt  Z  liegt.  Es  ist 
daher  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OTÜf,  sofern  OK^=^R(ß  —  2r)  und 
KT=R  —  2r  ist,  ÖT«  =  Ä  (Ä  — 2r)— (Ä  —  2r)«  =  2r  (Ä  — 2r).  Da 
femer  die  Punkte  ÜTund  T  einerlei  Abscisse  \c  anf  AB  haben,  und  da  «— <t 
die  Abscisse  von  0  ist,  so  hat  man,  sofern  wieder  a^6  angenommen 
wird  ,  da  dann  0  näher  an  A  liegt,  als  T, 

rO  =  Je  —  (5  — a)  =  a  —  c 
weil  s  =  f  c  ist,  oder,  wenn  man  a  —  c  =  t  —  ft  =  rf  setzt, 

TO:=zd  =  }/2r  (Ä  —  2r), 
also  ist  in  dem  mittelseitigen  Dreieck,  wo  7*0//^^?,  die  Hebel- 
länge TO  gleich  der  constanten  Seitendifferenz'*),  diese  ist 
selbst  die  mittlere  Proportionale  zwischen  demln&reisdnrch- 
messer  und  dem  Ueberschuss  des  Umkreishalbmessers  über 
jenen,  und  es  liegen  die  zwei  Punkte  K  und  T,  sowie  die  drei 
Punkte  M^O^Zin  zur  Mittelseite  rechtwinkligen  Geraden. 

Soll  das  mittelseitige  Dreieck  rechtwinklig  sein,  so  hat  man,  a  =  c  -|-  <f , 
6  =  0  —  d  setzend, 

(c+d)*=c«  +  (c— d)«, 
woraus 

c  =  4rf,  mithin  6  =  3rf,  a  =  5(f, 
das   rechtwinklig  mittelseitige  Dreieck  ist  mithin  das  ein- 
fachste rationale  rechtwinklige  Dreieck,  in  welchem  sich  die 
Seiten  wie  die  Zahlen  3,  4,  5  verhalten.     Ist  d<|c,   so  ist  das 
mittelseitige  Dreieck  spitzwinklig,  stumpfwinklig  dagegen,  wenn  d  >\c  ist. 

III.  Zwischen  den  in  I  und  II  betrachteten  Dreieckgat- 
tungen besteht  folgende  Relation.  Giebt  man  den  Buchstaben  im 
Dreieck  der  Höhenfusspunkte ,  welche  denen  des  Urdreiecks  entsprechen, 
einfache,  und  ebenso  denen  des  Dreiecks  der  Ankreismittelpunkte  doppelte 
Accente,  so  kann  man  den  Doppelsatz  aussprechen:  das  Höhen fuss- 
dreieck  A'B'C  eines  solchen  Dreiecks  ABC^  wo  KB//ABy  ist 
ein  mittelseitiges,  wo  0' T' /j A' B'  und  das  grosse  Centralen- 
dreieck  A'*  B" C"  (oder  PaO^O^)  eines  mittelseitigen  Dreiecks, 
wo  Olli  AB,  ist  ein  Dreieck,  in  welchem  K' H"  H  A' B" .  Da  das 
Gentralendreieck  dieselbe  Beziehung  zum  Urdreieck  hat,  wie  dieses  zum 
Höhenfussdreieck,  so  folgt  der  eine  di^ßer  Sätze  aus  dem  andern.    Da  fer- 


14)  Der  einfachste  Fall  ist  wiederum  </=  1  und  dies  findet  in  dem  einfachsten 
rationalen  spitzwinkligen  Dreieck  statt,  dessen  Seiten  18^  14,  15  sind,  in 
welchem  sodann  Ac  =  rc  =  12,  r  =  4,  Ä  =  8^,  pc  =  4|  u.  s.j^t)yGoOQlC 
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ner  die  Winkel  des  Höbenfossdreiecks  bei  A\  B\  C\  resp.  die  Sapplemente 
der  doppelten  Dreieck winkel  bei  Ay  By  C  sind,  d.  b. 

«'  =  180-- 2a,     |3'  =  180  — 2/5,     /=180  — 2y, 
also 

«  =  90  — a,     /J  =  gO— /5',     y  =  90/, 
80  gebt  die  Winkelrelation 

cosy  =  2  cosa  cosy^ 
welcbe  das  Dreieck  ^^C  als  ein  solcbes  charakterisirt,  wo  KH// ÄB^  darcb 
Substitution  jener  Wertbe  in  die  Winkelrelation 

sin  I  /  =  2  Wn  4 a  sin  \ß' 
über,   welcbe  das  Dreieck  A'  B'C'  als  ein  solcbes  zu  erkennen  giebt,  wo 
0'  T' II A* B\  oder  als  ein  mittelseitiges. 

IV.  Es  sei  Qu  einer  Dreieckseite  parallel,  z.B.  QU  H  AB.  Dann 
ist  der  zur  Basis  c  gebörige  Ankreisbalbmesser  das  aritbme- 
tische  Mittel  der  beiden  anderen« 

Dies  folgt  wiederum  daraus,  dass  die  Ordinate  von  {7  (oder  Q)  dem 
dritten  Tbeil  der  Hohe  hc  gleichgesetzt  wird,  allein  die  analytische  Goordi- 
natenrecbnung;  die  sich  in  den  vorhergehenden  Fällen  durch  einfache  pla- 
nimetrische  Betrachtungen  (in  Verbindung  .mit  einigen  der  bekanntesten 
trigonometrischen  Dreieckrelationen)  ersetzen  Hess,  ist  hier  nicht  zu  um- 
gehen. Deshalb  brecbe  ich  hier  ab,  zumal  da,  ausser  der  angeführten 
Relation,  für  diesen  Fall  noch  keine  weiteren  einfachen  Ergebnisse  sich 
herausgestellt  haben,  so  wenig  als  in  dem  vierten  Fall,  wo  der  B'ebel  ZS  V 
einer  Dreieckseite  parallel  ist.  Allein  das  Thema  von  den  besonderen 
Lagen  der  Schwerpunktshebel  durfte,  obgleich  wir  uns  dabei  meistens 
in  Rechnung  zu  ergehen  hatten ,  nicht  umgangen  werden ,  wenn  wir  uns  in 
diesem  Artikel  eine  vollständige  Uebersicht  von  der  Theorie  der  NageT- 
schen  Punkte  vorhalten  wollten.  Was  hinsichtlich  der  Entfernungen  die- 
ser Punkte  und  hinsichtlich  der  Lagen  ihrer  Verbindungslinien  noch  übrig 
ist,  werde  ich  in  dem  nächsten  Artikel  nachtragen,  da  es  in  diesem  die 
formelle  Einheit  stören  würde. 
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XIX. 
Omndzüge  eines  Kreislmien-Coordinaten- Systems. 

Von 

Georg  v.  Gyurkovich, 

Lieutenant  im  k.  k.  40.  Osten*.  Linien- Infanterie -Bcgimente. 


1.     Ist  beetiglich  eines  orthogonalen  Parallel  -  Goordinaten  -  Systems 

die  Mittelpnnkts -  Gleichung  eines  Kreises,  in  der  (aj,  /}|)  die  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  und  r^  die  Lange  des  Halbmessers  darstellt,  so  stellt, 
wenn  (2!^,  JT)  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Kreis* Ebene  sind, 
der  Ausdruck 

2)  (j'_„.).  +  (r-A)»-v    , 

das  Quadrat  der  Länge  der  von  (JT,  F)  an  den  Kreis  üfi  gelegten  Tan- 
gente dar. 

Ist  ferner 

3)  Ä,  =  (x-«,)' +(»-/?,)* -r.»  =  0 

die  Gleichung  eines  zweiten  Kreises  und  iL  ein  willkürlicher  Parameter, 
so  ist 

4)  K^^K,  —  XK,=^0 

offenbar  die  Gleichung  eines  durch  die  Schnittpunkte  von  K^  und  A^  gehen- 
den Kreises,  der  also  mit  ihnen  die  Gerade 

5)  üf ,  —  Ä,  =  0 

als  Chordale  gemein  hat.    Die  Gleichung  4)  unter  der  Form  jnr-  =  i  ge- 

schrieben ,  giebt,  mit  Bezug  auf  die  Deutung  des  Ausdrucks  2),  als  geome- 
trische Interpretation  den  Satz: 

„Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,ftirwelchen 
das  Verhältniss  der  von  ihm  an  zwei  Kreise  gelegten 
Tangenten  constantist,  istwieder  ein  Kreis,  der  durch 
die  Schnittpunkte  der  zwei  gegebenen  Kreise  geht 
(mit  ihnen  die  Chordale  gemein  hat)." 
Diese  allgemeinen  allbekannten  Hauptsätze  mussten  der  Deutlichkeit 
halber  den  nachfolgenden  Entwickelungen  vorausgeschickt  werden. 
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3.  Legt  man  das  orthogonale  Coordinaten-System  so,  dass  die  Centrale 
von  üTi  und  K^  ^^^  Abscissen-Axe  und  der  Mittelpunkt  von  ÜTi  zum  Ursprünge, 
also  a^s=^ ß^:=iß^=^0  wird ,  so  hat  man  als  Gleichnngen  der  Kreise  1) 
und  2) 

6)  ür,  =  a:«  +  y«_r,«  =  0, 

7)  iir,  =  (a:^«0'  +  y'~'-t'  =  0 

und  hiernach  als  jene  von  4)  nach  entsprechenden  Umformungen 

Bezeichnet  man  mit  («3,  ß^  die  Mittelpunkts  -  Coordinaten  und  mit  r^  die 
Länge  des  Halbmessers  von  K^ ,  so  hat  man  ans  der  letzten  Gleichung 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  nun  einige  nicht  unwichtige  Folgerun« 
gen  ziehen:  sind  nämlich  C,,  Cj,  C^  die  auf  einer  Geraden  liegenden  Mittel- 
punkte  der  drei  Kreise  üTi,  ÜT,,  ^3. und  es  sei  von  C^  gegen  C^  die  positive 

Richtung  der  Centralen  CfC^^  so  liegt  der  Mittelpunkt  C3  zufolge  (^3=7 cct 

a)  für  alle  positiven  Werthe  von  i  >  1  auf  der  positiven  Seite  der 
Centralen  ausserhalb  des  Segments  CtC^]  hingegen  für  die  positiven 
il  <^  1  auf  der  negativen  Seite  der  Centralen ; 

b)  für  alle  negativen  Werthe  von  k  stets  innerhalb  der  Punkte  Ci  und  C«. 
Man  sieht  hiemach,  dass  nur  für  .positive  Werthe  vou  iL  eine  Deutung 

der  Gleichung  4)  bezüglich  2)  möglich  ist. 

Aus  der  Gleichung^  «3  =  - — -  er,  folgt   , 

10^  ^^  =  X 

d.  h.  l  ist  der  Modulus  der  Theilung  von  C^  bezüglich  C^  und  C^  (Thei- 
lungs  -  Verhältniss). 

3.  Wir  wollen  nun  auf  einen  Znsammenhang  aufmerksam  machen, 
der  sich  nämlich  zwischen  den  Gleichnngen  der  Kreise  und  ihrer  Mittel- 
punkte kund  giebt 

Bezeichnet  man  die  Länge  der  Entfernung  des  Punktes  C^  von  den 
beiden  Punkten  C^  und  (7,  allgemein  mit  C^  und  Cf  und  sind  hiernach  (7,=0 
und  C2^==^0  die  Gleichungen  der  beiden  Punkte  C^  und  C^,  so  stellt  sich 
offenbar  die  Gleichung  von  C3  wegen  10)  unter  der  Form 

11)  673=C,  —  At?,  =  0 

dar. 

Bezeichnen  wir  nun  die  beiden  Punkte  Ct  und  Ct  mit  dem  Namen 
„Fundamental  -  Punkte**  und  analog  die  aus  ihnen  beschriebenen 
Kreise,  if,  und  K^  mit  den  Namen  „Fundamental  -  Kreise*^  so  hat 
man  folgenden  Lehrsatz :  oigitized  by  vjOOQ IC 
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„Ist  6?8  =  Cj  — AC,  =  0  die  Gleichung  eines  Punktes 
,beztiglicb    zweier    Fundamental  •  Punkte    C,  =0  und 
^2  =  0;   sind   ferner   Ä,  =  0  und  if,  =  0  die  GleLchungen 
der  aus  Ci  und  C,  beschriebenen  Fnndamental-Kreise, 
so  ist  die  Gleichung  des  aus  ^3  beschriebenen  Kreises 
A3,  der  mit  üT^und/T,  die  Chordale  gemein  hat,  bezüg- 
lich jener  Fu n d am ental-K reise  K^  --  AÄ^  =  0." 
Hiernach  Ittsst  sich  auch  der  Kreis  K^  aus   seiner  Gleichung  K^  ~ 
ÜT, — AJST,  =  0  einfach   coustruiren,  indem   zuerst  sein  Mittelpunkt   C,  = 
C|  —  lCf  =  0  gesucht  und  aus  diesem  ein  Kreis  beschrieben  wird,  der  mit 
ÜT,  und  A't'die  Chordale  gemein  hat,  welch  letzteres  keiner  Schwierigkeit 
unterliegt. 

4.  Sind  A\  =  0  und  h\  =  0  die  beiden  Fundamental-Kreise  und  K^  ein 
Kreis,  desäen  Mittelpunkt  die  Gleichnngsform  C]  —  kCfS=:0  hat,  ohne  dass 
er  aber  mit  den  beiden  Kreisen  /f^  und  K^  die  Chordale  gemein  hat,  so 
Iftsst  sich  die  Gleichung  von  A3  doch  durch  jene  von  A,  und  A,  mit  Zuhilfe- 
nahme einer  Constanten  A  ausdrücken.  Man  hat  nämlich  alsdann  als 
Gleichung  von  A3 

12)  K^  =  K^~XJir^  —  A~0, 

denn  es  ist  offenbar  A,  concentrisch  mit  dem  Kreise  A|  —  XA^  =  0  und 
ihre  Gleichungen  können  sich  hiernach  nur  durch  eine  Constante  unter- 
scheiden. 

Istr  der  Radius  von  Aj<^-ilA2=r=Q  und  nm  d  kleiner  als  jener  von  A,  12), 
so  erhält  man  als  Werth  der  Constante 

13)  A  =  d*  +  2dr. 

Welchen  Satz  giebt  die  geometrische  Interpretation  [bezüglich  2)]  der 
Gleichung  12)  ?' 

Wir  haben  also  schliesslich  den  Satz: 

„Liegt  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  A^,  auf  der 
Centralen  der  beiden  Kreise  Aj  und  A^,  so  kann  die 
Gleichung  Ton  Ag  stets  durchjene  Ton  A^  und  A,  aus- 
gedrückt werden  und  zwar  ohne  oder  mit  Zuhilfe- 
nahme einer  Constanten,  je  nachdem  die  drei  Kreise 
die  Chordale  gemein  haben  oder  nicht. 

1.  A  u fgabe.  Die  drei  Kreise  A'i  :=  0,  A,  =  0  und  K^-r-  A=:^0  sind 
gegeben ,  die  drei  Kreise  A,  +  ^4  =  0,  A  —  ^  =  0  und  A  +  >f  ==  0  zu 
constrniren. 

2.  Aufgabe.  Die  Punkte  zu  bestimmen,  in  denen  ein  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  A  C,  +  fi  6?,  ==  0  und  dem  Halbmesser  r  die  Strecke  C^ ,  C,  =  c 
schneidet. 

3.  Aufgabe.  Die  Punkte  zu  bestimmen,  in  denen  der  Kreis  IK 
-|-  ^  At  =  0  die  Centrale  (7| ,  C,  ?=  c  der  beiden  Kreise  A,  =  0,  A,  =  0,  deren 
Halbmesser  r,  und  r,  sind,  schneidet.  oigitizedbyGoOQlc 
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4,  Aufgabe.  Die  Gleichungen  der  aus  den  zwei  Aehnlichkeitspunk- 
ten  der  swoi  Kreise  ITi  =  0  und  A^  =  0  (deren  HalbmeBser  rj  uod  r,  sind) 
beschriebenen  Kreise  eu  finden,  wenn  diese  letsteren  mit  K^  und  ÜT,  die 
Chordale  gemein  haben  sollen. 

Auflösung.  Der  ans  dem  inneren  Aehnlicbkeitspunkte  beschriebene 
Kreis  ist  rtH^  —  rt üCi  =0,  der  aus  dem  äusseren  beschriebene  r^  A',  -)-  r, ÜC,  =  0. 

5.  Aufgabe.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise  iri=0,  A;:=:0,  üT,  —'kK^=0 
und  K^+lK^=zO  bilden  eine  harmonische  Pnnktreihe. 

5.  Nehmen  wir  nun  drei  feste  Kreise 

K^  =  o,    a;  =  o,    ä,  =  0 

an,  die  wir.  ebenfalls  Fnndamental-Kreise  nennen  wollen,  und  untersuchen 
wir  die  durch  die  Gleichung 

14)  ^  K,=^kK,+f,K,  +  vK^  =  0 
dargestellte  Linie,  wobei  A,  u,  v  willkürliche  Parameter  sind. 

Man  tiberzeugt  sich  durch  Ausführung  dieser  Gleichung  in  orthogo- 
nalen Parallel  -  Coordinaten ,  dass  diese  Linie  ein  Kreis  ist,  der  vermöge 
seiner  Gleichung  mit  nachfolgenden  drei  Systemen  von  je  zwei  Kreisen  die 
Chordalen  gemein  hat: 

15)  j     iir,  =  0,     iir,  +  vA'8  =  0; 
Die  Construction  der  Kreise 

unterliegt  nach  Artikel  3)  keiner  Schwierigkeit,  indem  ihre  Mittelpunkte 

16)  (7'  =  f*C,  +  vC,  =  0,  C"=iCi  +  vC,  =  0,  C'"=AC,+f*C;=0 
leicht  constmirt  werden  können,  vorausgesetzt,  dass  wir  die  Mittelpunkte 
C|,  ^s)  ^8  ^^^  ^^^^  Fundamental -Kreise  als  Fundamental-Punkte  eines  Drei- 
punkt-Coordinaten- Systems  annehmen. 

Nach  den  Principien  der  Theorie  des  Dreipunkt-Coordinaten- Systems 
schneiden  sich  aber  die  drei  Geraden  C^  C\  C^C\  C^C*'  in  einem  Punkte  67^, 
welcher  offenbar  der  Mittelpunkt  des  Kreises  K^  ist. 

Seine  Gleichung  bezüglich  der  drei  Fund  amental- Punkte 

16)  Cf  — 0,     C,  =0,     ^3  =  0 
ist  nach 

17)  AC|  +  ^CV  +  vC,  =  0. 

Angenommen,  dass  sich  die  drei  Fundaroental-Kreise  in  sechs  reellen 
Punkten  schneiden,  so  erhalten  wir  nach  15)  den  Satz: 

„Die  Schnittpunkte  der  Kreise  K^  und  K\  K^  und  K'\  K^  und  K'"  lie- 
gen wieder  auf  einem  Kreise'^,  oder  mit  andern  Worten: 

Wählt  man  auf  den  drei  Dreieckseiten  CjC,,  C^Cs, 
C^C^  eines  Dreiecks  CfC^C^  drei  Punkte  C'",  C,  C"  der- 
gestalt, dass  sich  die  Geraden  CtC\  C^C'\  CJli"  in  einem 
Punkte   C^  schneiden  und  beschreibt  man  aus  jedem 

33* 
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dieser  Punkte  C\  C'\  C"'  als  Mi ttelpnnkten'dreiK reise 
K\  K'\  K'"y  welche  mit  je  zwei  Fundamenta*l-Krei8en 
durch  dieselben  zwei  Punkte  gehen,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  eines  jeden  der  so  b  esc  hriebenenKr  eise 
mitdem  dritten  Fnndamental-Kreise  auf  einem  aus  C^ 
als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  AT^.     « 

6.  Die  in  15)  durch  ihre  Gleichungen  dargestellten  Kreise  haben  be- 
merkenswerthe  Chordaleigenschaften. 

Die  auf  die  Form  it*  +  y*  +  />«  +  £y  +  jP=0  gebrachte  Gleichung 
14)  ist  jedenfalls 

il  +  fi  +  v       ■      ' 
die  Gleichung  der  Chordalen  von  K^  und  K^  ist  hiernach 

^i ,   .        ,  ^ =  ^  (^1— A|)  +  V  (IC^-^K^)  =  0, 

A  T  f*  T"  V 

d.  h.  diese  Gerade  geht  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  Chordalen 
Kl  —  irt=  0  und  /Tj  —  ^,=s  0,  also  durch  das  Chordal-Centrum  0  der  drei 
Kreise  /ifi,  IC^  und  A,. 

Analog  lässt  sich  auch  nachweisen,  dass  jedes  System  dreier  Kreise, 
das  aus  den  Kreisen  ÜT,,  Kf^  üf^,  K*^,  K'y  K'\  K*'\  zusammengesetzt  ist,  den 
Punkt  0  als  Chordal  -  Centrum  besitzt,  wovon  man  sich  auch  mittelst  eines 
einfachen  geometrischen  Beweises  überzeugen  kann. 

7.  Der  Kreis  14)  K^  kann  also  als  ein  solcher  charakterisirt  werden, 
der  mit  den  drei  Fundamental -Kreisen  das  Chordal-  Centrum  gemein  hat, 
wonach  umgekehrt  der  Satz  ausgesprochen  werden  kann : 

„Die   Gleichung  eines  Kreises   JT^,   der   mit   drei 

Kreisen  ITi,  A*,,  A,das  Chordal-Centrum  gemein  hat, 

Iftsst  sich  bezüglich  dieser  stets    auf  die  Form  ÜT^  = 

XK^+iiE^+vIC^  =  0  14)  bringen. 

Unter  Anwendung  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  auch  in  orthogonalen 

Parallel  •  Coordinaten 

wobei 
18)  \  ((i+f»+v)(lr,»+^r,'+vr,')-i{^+v)  [«,'  +  /?.»]) 

als  die  Gleichung  eines  Kreiaes,  der  mit  den  drei  Kreisen 

das  Chordal-Centrum  gemein  hat.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOgle 
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8.  Wäre  ein  Kreis  üf^  gegeben,  der  als  beliebig  gelegen,  mit  drei  gege- 
benen Kreisen  iTi,  Jk"),  JST,  das  Chordal  -  Centram  gemein  hat,  so  Iftsst  sich 
seine  Gleichung  doch  durch  jene  der  drei  gegebenen  Fandamental-Kreiso 
mit  Zuhilfenahme  einer  Gonstanten  A  ausdrücken. 

Es  sei  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  C^  von  K^  bezogen  auf  die 
Mittelpunkte  Ci,  C,,  C,  der  drei  Kreise 

und   es  sei  der  diesem  Mittelpunkte  entsprechende  Kreis  K\^   der  mit 
A^i,  Ä^,  J^,  das  Chordal-Centrum  gemein  hat,  so  ist  seine  Gleichung 

die  sich  offenbar  von  der  Gleichung  von 

19)  K^=  IK^  +  ^ä;+  vK^"  A  =  ^ 

nur  um  eine  Constante  Ä  unterscheiden  kann. 

Die  Bedeutung  der  Constanten  ist  analog  jener  aus  13).  Wir  haben 
also  schliesslich  den  Satz : 

„Die  Gleichung  eines  Kreises  JT^lässt  sich  bezüg- 
lich dreier  (Fundamental-)  Kreise  A^,  =  0,  Ä^fSs^O,  -Ä^a=0 
stets   durch  ihre   Gleichungen  ausdrücken  und  zwar 
oh  ne  oder  mitZuhilfenahme  ein  er  Constanten,  Jen  ach - 
dem  K^  mit  den  drei  (Fundamental-)  Kreisen  das  Chordal- 
Centrnm  gemein  hat  oder  nicht.*' 
0.  1.  Lehrsatz.     Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  C^  eines 
Kreises  K^^  der  mit  drei  festen  Kreisen,  A^t,  K^^  K^  (deren  Mittelpunkte 
^19  ^s)  ^s  sind)  deren  Chor  dal- Centrum  als  solches  gemein  hat,  und 

a)  einen  der  direi  Kreise,  z.  B.  Ky^  stets  in  einem  festen  Punkte  a^ 
schneidet,  ist  eine  durch  C^  gehende  und  auf  a^  0  senkrechte  Gerade  i 
V)  zwei  der  festen  Kreise,  z.  B.  S,  und  S^  in  allen  seinen  Lagen  derge- 
stalt in  zwei  Punkten  a^  und  a%  schneidet,  dass  der  Winkel  a^  Oa^ 
stets  constant  bleibt,  ist  ein  durch  die  Mittelpunkte  C^  und  C^  gehen- 
der Kreis. 
2.  Lehrsatz.    Wenn  von  vier  Kreisen  Ä'i,  A^t>  ^v  ^4  ^^^^  ^i  u>^d  Kt 
in  zwei  Punkten,  ebenso  K^  und  K^  in  zwei  anderen  schneiden,  die  jedoch 
alle  vier  auf  derselben  Geraden  liegen,  so  haben  alle  vier  Kreise  das  Chor- 
dal-Centrum  gemein. 

10.  Untersuchen  wir  nun  die  Bedingung ,  unter  der  ein  Kreis  von  der 
Gleichung 

Ar,=  ÄtAr.+^,Ä',+v,jr,=o 

durch  zwei  feste  Punkte  geht. 

Es  seien  diese  beiden  Punkte  durch  die  beiden  Kreise 
A^5=A,Ar,+  ^,Är,+v.Ar,=  0  und  Ä'e=A,/r,+  f4,Är,+v,Ä',=  0 
fixirt.     Wenn  nun  die  Chordale  von  K^  und  K^  mit  jener  von  ^und  Ä'. 
identisch  wird,  so  geht  offenbar  ü^^  durch  zwei  feste  Punkl^itizedbyGoOQlC 
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Die  Cbordale  von  K^  und  K^  ist: 

oder  auch  unter  der  Form 

als  jene  von  K^  und  Kq  findet  man  analog 

Sollen  nun  diese  beiden  Geraden  identisch  werden ,  so  muss  sein> 
^\Vt  —  hvj __Kvz  —  Ky\  ^^^  Miy»  — fttVj  __f*iys — i^t^'i 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  als  Bedingungs- Gleichung 

^|Vs— AjV,         1*1^8— f*s  Vi' 

aus  welcher  man  nach  einfacher  Keduction  als  scbliessliche  Bedingungs- 
Gleichung  erhält 

«0)        Xi  {(ii  V,  —  fis  V,)  +  fi,  (v,  A,  —  V, ;,)  +  vj  (A,  ^,  —  ^,  A,)  ==  0. 
Bedenkt  man ,  dass  die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  Ä^^,  /T^  nnä  Kq 

AtC,  +  |tiC,+vC3=0,    A,Ci  +  fi,(7,  +  v,C3=0,    A,C,  +  |i*3C,  +  v,C,=0 
sind,  so  drückt,  wie  bekannt,  die  Gleichung  20)  die  Bedingung  aus,  unter 
der  diese  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen. 

Bedenkt  man  ferner,  dass  die  Kreise  K^  und  K^  als  fest  angenommen 
wurden,  dass  also  die  Coefficienten  von  A|,  fii  und  V|  in  20)  constante  Grös- 
sen sind,  die  wir  der  Keihe  nach  mita,  6,  c  bezeichnen  wollen,  so  ist 
die  allgemeine  Bedingungs  -  Gleichung,  dass  ein  Kreis  Ar^=3 
^1^1 +  fti-Ät  +  v,Ä^,  ^=0  durch  zwei  feste  Punkte  geht, 

21)  aAi+«>fA,+  cv,  =  0. 

Wenn  aber  ein  Kreis  durch  zwei  feste  Punkte  geht,  so  ist  der  Ort  des  Mit- 
telpunktes eine  Gerade  und  wir  sehen  beim  Uebergange  zu  den  Dreipunkt- 
Coordinaten  in  21)  die  Bedingung,  dass  sich  ein  Punkt  AtC|-{-fA|Cf 
-fvjC3=0  auf  einer  Geraden  bewegt. 

11.  Untersuchen  wir  nun  die  Bedingung,  unter  der  ein  Kreis 

in  eine  Gerade  degenerirt. 

Nachdem  wir  uns  jede  Gerade  als  eine  Chordale  zweier  Kreise  vor- 
stellen können,  so  denken  wir  uns,  K^  sei  mit  der  Chordale  von  A^5=  A^A^i 
+  |Mt  -Ä't  +  Vj  /Tg  =  0  und  iTe  =  Aj  Ä^i  +  f*8  -Ä'i  +  Vs  Ä^8  =  0  identisch.  Aus  die- 
sen beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  als  Chordale  dieser  Kreise,  wie  in 
Art.  10,  aber  in  anderer  Form  geschrieben 

[At (^8+  V.)  -  A,  (m.  +  vO] K,  +  [/*, (v,+  A.)  -  (i,  (vt  +  A,)]  if. 
+  (v.(A,+f»,)  —  n(A,+  fH)]ir,=  0. 

üigitized  by  VjOOQ IC 
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Soll  diese  Gleichung  «ber  mit  jener  von  K^  identisch  sein,  so  mass 
^»(vs+As)  — (»»(vi  +  ^O^fti 
^t  (f*8  +  Vi)  —  K  (f*t  +  v,)      i, ' 

Ai  (f*8  +  »'s)  —  As  (f«,  +  V,)       Ai 
sein.     Addirt  man  nun  diese  beiden  Gleichungen  und  auf  jeder  Seite  noch 
die  Einheit  hinzu,  so  erhält  man  schliesslich 
22)  l,+  ^.+  y,=  0 

als  die  Bedingung,  dass  die  Gleichung 

^ine  Gerade  darstellt.  Diese  Gerade  geht  natürlich  (da  auch  übrigens  die 
Bedingungs  -  Gleichung  21)  erfüllt  wird)  durch  das  Chordal  -  Centrum  der 
drei  Kreise  Ky ,  K^  und  iT,. 

Bedenkt  man,  dass  C^=  Ai  Ci+  f*i  ^t+  ^i  ^11=  ^  ^^'  Mittelpunkt  von 
K^  ist,  so  wird  bekanntlich  durch  die  Bedingungs  -  Gleichung  22)  ausge- 
drückt, dass  dieser  Punkt  im  Unendlichen  liegt,  wonach  sich  also  die  Gerade 
als  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  im  Unendlichen  darstellen  lässt. 

12.  I.Lehrsatz.  Sind  in  der  Gleichung  ir^=X,Ä^j +  1^,1",+ v,/r,=0 
die  Grössen  i  und  fi  constant  und  nur  v  variabel,  so  gehen  alle  diese  Kreise 
durch  zwei  feste  Punkte ,  ihre  Mittelpunkte  bewegen  sich  auf  einer  durch 
C,  gehenden  Geraden. 

2.  Lehrsatz.  Sind  in  der  Gleichung  XÄ^i +fAÄ',  +  vJS!',  =  0  die 
Coefficienten  von  K^  und  Ki  gleich,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet,  so 
schneidet  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kreis  den  Fundamental- 
Kreis  iT,  auf  der  Chordalen  von  K^  und  K^  (Umkehrung  des  zweiten  Satzes 
Art.  9). 

3.  Lehrsatz.  Wenn  verschiedene  Kreise  durch  dieselben,  zwei  festen 
Punkte  gehen ,  so  geht  ihre  Ghordale  mit  einem  festen  Kreise  durch  einen 
festen  Punkt. 

4.  Lehrsatz.  Haben  mehrere  Kreise  mit  drei  Fandamental-Kreisen 
das  Chordal  -  Centrum  als  solches  gemein  und  liegen  die  Mittelpunkte  der 
ersteren  Kreise  auf  einer  Geraden ,  so  haben  sie  auch  unter  einander  eine 
und  dieselbe  Gerade  als  Chordale  gemein  (s.  Art.  10). 

5.  Lehrsatz.  Führt  man  von  den  Punkten  eines  Kreises  K^  Tangen- 
ten an  drei  feste  Kreise  K^^  K^^  und  K^  und  ist  die  Summe  der  mit  gewis- 
sen Constanten  multiplicirten  Tangenten- Längen  gleich  Null ,  so  haben  die 
vier  Kreise  das  Chordal- Centrum  gemein;  was  nicht  der  Fall,  wenn  diese 
Summe  gleich  einer  Constanten  ist. 

f).  Lehrsatz.  Sind  K^<^  K^^  K^  drei  gegebene  Kreise  von  den  Radien 
1*1,  r,,  r,  und  sind  der  Reihe  nach  C'^,  C\  und  C'^  deren  äussere  und  0'\^ 
C'\,  C'\  deren  innere  Aehnliehkeitspunkte  und  beschreibt  man  aus  diesen 
sechs  Punkten  sechs  Kreise  K\^  K\^  iT'j,   K'\^  JT",,  K'\^  wovon  jedeC 
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mit  zwei  der  gegebenen  Kreise  die  Chordale  gemein  hat,  so  haben  aneh 
je  drei  Kreise  der  nachfolgenden  Systeme 

{K\K\K\^,    iK\K\K'\),     {K\K\K\) 
je  eine  Gerade  als  Chordale  gemein. 

13.  Die  Lösungen  der  bisher  gegebenen  Aufgaben  und  Lehrsätze  wur- 
den wegen  deren  Einfachheit  weder  angesetzt  noch  durchgeführt  Nach- 
stehend wollen  wir  nun  die  Beweisführung  eines  Lehrsatzes  geben,  die  zu- 
gleich zeigen  soll,  wie  bei  etwas  complicirteren  Fällen  die  bisherigen  £nt- 
Wickelungen  anzuwenden  sind. 

„Beschreibt  man  über  die  drei  Diagonalen  eines  TollsÜIndigen  Vierecks 
als  Durchmesser  drei  Kreise,  so  haben  letztere  eine  nnd  dieselbe  Gera^ 
als  Chordale  gemein/* 

Wir  müssen  bemerken,  dass  es  durchaus  nicht  nothwendig  ist, ^  die 
Fundamental -Kreise  im  Vorhinein  anzunehmen  und  dann  die  Gleiehungen 
der  durch  den  Lehrsatz  gegebenen  Kreise  zu  suchen.  Im  Oegentheile, 
man  kann  diese  Fundamental-Kreise  aus  dem  Vorhandensein  anderer  schon 
gegebener  Kreise  construiren ,  denen  man  bezüglich  der  noch  zn  constmi- 
rendenFundamental-Kreise  gewisse  vielleicht  schon  vorausgesetzte  einfache 
Gleichungsformen  erthoilen  will.  Dieses  Verfahren  ist  correspondirend  je- 
nem beim  Parallel -Coordinaten -Systeme,  wo  man  erst  nach  Verzeichnung 
der  zur  Lösung  einer  gegebenen  Aufgabe  nothwendigen  Objecto  das  Co- 
ordiuaten-System  zweckentsprechend  wählt.  * 

Es  sei  nun  AB  CD  {EF)  das  vollständige  Viereck,  mit  dem  über  seine 
Diagonalen  ACy  BD,  EF  ala  Durchmesser  der  Reihe  nach  aus  G^  H  nnd  I 
beschriebenen  Kreise  ^^,  K^  und  ^^, 

Wählen  wir  nun  A,  B  und  D  als  Mittelpunkte  der  drei  noch  zn  con- 
struirenden  Fundamental-Kreise,  und  es  seien  die  Gleichungen  dieser  Mit- 
telpunkte der  Reihe  nach 

Ci=0,     Cg=0,     C3=0, 
welche  wir  als  Fundamental-Punkte  eines  Dreipunkt- Coordinaten- Systems 
wählen.     Alsdann  hat  die  Gleichung  des  Punktes  C  jedenfalls  die  Glei* 
chungsform  « 

Hiernach  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Diagonalen-Mittelpunkte 

«=)  <'^^'^:-^^-'  («x'.*^.-'  «'^!$f +'^!$^-=»- 

Ist  man  nun  im  Stande,  die  Fundaraental-Kreise  ü'i ,  A', ,  A^g  so  zu  wählen, 
dass  die  Gleichungen  der  Kreise  K^,  K^y  K^  die  nachstehenden  Formen 

^         ~    A|+|fti         "*"        A|+Vjoigitizedby  Google 
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I.^JiVÄAAA^^^.«r.A^^i 


erhalten,  so  ist  auch  zugleich  der  Beweis  des  obigen  Satzes  gegeben;  denn 
die  Gleichung  von  K^  lässt  sich  auch  dann  auf  die  Form 

^  bringen,  welche  zugleich  andeutet,  dass  K^  mit  K^  und  K^  deren  Chordale 
gemein  hat.  Dass  nun  dies  möglich  ist,  bezeigt  Nachfolgendes :  Beschreibt 
man  z.  B.  den  Fundamental  -  Kreis  Ä'j=0  mit  beliebigem  Halbmesser  aus 
5,  so  ist  auch  hierdurch  K^  bestimmt,  da  er  mit/ft=Ound  Ar5=Ä'2+Ä^8=0 
die  Chordale  gemein  hat.  Nun  ist  auch  K^  bestimmt;  denn  setzt  man 
in  der  Gleichung  ^ 

80  erhält  man 

d.  h.  K^  geht  durch  den  Schnitt  von  K^  und  p^^K^'{'V^K^^Q.  Dieser  leicht 
zu  construirende  Kreis  hat  seinen  Mittelpunkt  in  f*,  C,+  vi  C?8  =  <^  {Ae^m 
Schnittpunkte  K  der  beiden  Diagonalen  AC  und  Bß)  und  hat  mit  K^  und 
K^  die  Chordale  gemein. 

Nun  sind  die  Fundamental  -Kreise  so  gewählt,  dass  die  drei  Kreise 
K^j  K^  und  K^  die  gewünschten  Gleichungsformen  23)  erhalten,  womit  zu- 
gleich der  Beweis  des  obigen  Lehrsatzes  hergestellt  ist. 

Ebenso  besitzen  auch  die  über  <  ^^'      ^      :i  t^  Jt   ^^   Durchmesser 

\AD^  BC  und  EK) 

beschriebenen  Kreise  dieselbe  Gerade  als  Chordale  gemein  (also  liegen  auch 

ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden). 

14.  Nachdem  Punkt  und  Gerade  als  Spöcialitäteu  des  Kreises  und 
zwar  ersterer  als  Kreis  mit  dem  Halbmesser  gleich  Null,  letztere  als  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  betrachtet  werden  können,  so  ist 
klar,  dass  sich  aus  dem  bis  jetzt  entwickelten  Kreislinien  •  Coordinaten- 
Systeme  durch  Specialisirung  der  Fundamental-Kreise  in  Punkt  und  Gerade 
auch  andere  Coordinaten  -  Systeme  ergeben ,  wie  auch  die  bis  jetzt  ausge- 
sprochenen Lehrsätze-  hierdurch  Veränderungen  erleiden  werden,  welch' 
letztere  wir  aber  wegen  ihrer  Weitläufigkeit  —  wenn  auch  manche  nicht 
uninteressant  sind  *-  anzuführen  unterlassen  müssen« 

Auch  von  den  Coordinaten  -  Systemen  wollen  wir  nur  eins  besonders 
hervorheben,  das  wegen  seiner  Einfachheit  bemerkenswerth  ist. 

15.  Lässt  man  in  der  Gleichung  1)  ri==0,  d.  h.  K^  zu  einem  Punkte 
werden,  so  bedeutet  der  Ausdruck  2)  die  Entfernung  eines  Punktes  (^,  T) 
vom  Punkte  (ofi,  j3j,  dessen  Gleichung  des  Unterschiedes  halber  mit  /{|  =  0 
bezeichnet  sei.  Lässt  man  ebenso  in  3)  r,=  0,  d.  h.  K^  zu  einem  Punkte 
von  der  Gleichung  i?,=  0  werden,  so  lautet  offenbar  die  geometrische  In- 
terpretation der  Gleichung 

Ä,  —  A  i?t  =  0  bezüglich  2) :         oigitized  by  GoOglc 
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„Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für  welchen. 
dasVerhältniss  der  Abstände  von  awei  festen  Punkten 
ein  constantes  ist,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
auf  der  Verbindungs- Geraden  der  zwei  festen  Punkte 
liegt.  Der  Kreis  und  die  beiden  Punkte  haben  die^ 
(senkrechte  Halbirungs- Gerade  ihrer  Entfernung  als)  Chordale 
gemein/* 
Beim  Uebergange  zum  allgemeinen  Coordinaten  -  Systeme  von  drei 
Fundamental'Kreisen  erbalten  wir,  wenn  diese  ebenfalls  in  drei  Punkte 

«       ^1  =  0,     Ä,==0,     iJ,  =  0 
degeneriren,  in 

24)  XRi  +  fiRt  +  vR^^^O 

die  Gleichung  eines  Kreises,   der  mit  den  drei  Fundamental  -  Punkten 
das  Chordal-Centrum  (den  Mittelpunkt  des  Fundamental-Dreiecks)  gemein  hat. 
(Wie  heisst  der  Lehrsatz  5  des  Artikels  12  für  dieses  Coordinaten- 
System  ?) 

Ebenso  bezeichnet  die  der  Bedingungs-GIeichung  i  +  M  +  ^  =  ^  unter- 
worfene  Gleichung  24)  eine  durch  den  Dreiecks-Mittelpunkt  gehende  Gerade. 
16.  Die  Anwendung  dieses  Coordinaten  -  Systems  zum  Beweise  von 
Lehrsätzen  wird  deshalb  seltener  als  beim  allgemeinen  Coordinaten-System 
stattfinden ,  weil  im  ersteren  schon  mit  der  Wahl  der  Fundamental  -  Punkte 
das  Coordinaten- System  vollkommen  bestimmt  ist,  während  man  im  letzte- 
ren noch  dann  nach  Belieben  über  die  Grösse  der  Halbmesser  disponiren 
kann  (s.  Art.  13). 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Kreise  14)  und  24)  nicht  imagin&r 
werden,  liefert  die  Gleichung  18),  indem  man  ausdrückt,  dass  der  Ausdruck 
für  r/  reell ,  das  heisst  der  Zähler  dieses  Werthes  positiv  bleiben  muss. 

Hiermit  seien  die  „Grundzüge  einer  Theorie  eines  Kreislinien-Coordi- 
naten  *  Systems"  entworfen ,  'v&omit  eine  Theorie  nur  begründet  sein  möge, 
deren  weitere  Ausführung  ich  aber  bessern  Kräften  überlassen  muas. 
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lieber  das  Problem  der  Complanation. 

Von 
Dr.  O.  SCHLÖMILCH. 


(Hierzu  Tafel  IV,  Figur  5  und  ö.) 


In  einer  berühmten  Abhandlung  über  die  Redaction  der  Doppelinto- 
grale(Crelle'8  Jonmai,Bd.X,S.110)zeigteJaoobi^  dass  sichLegendre's 
Formel  für  die  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellipsoides  sehr  kurs  herleiten 
lässt,  wenn  das  Flächenelement  nicht  wie  gewöhnlich  durch  rechtwinklige 
Coordinaten,  sondern  durch  die  beiden  Winkel  ausgedrückt  wird,  welche 
die  Richtung  der  zu  jenem  Elemente  gehörigen  Normale  bestimmen.  Wie 
es  scheint,  hat  man  diese  Transformation  für  einen  speciellen,  nur  auf  das 
EUipsoid  passenden  Kunstgriff  angesehen  und  deshalb  nicht  weiter  benutst; 
in  der  That  aber  besitzt  dieselbe  eine  viel  grössere  Tragweite  und  führt,  mit 
den  gehörigen  Modifioationen  angewendet,  zu  manchen  eleganten  Resulta- 
ten, die  um  so  bemerkenswerther  sein  dürften,  als  es  —  abgesehen  vonUm- 
drehnngsfläehen  und  Cjlindern  —  nur  wenige  Flächen  giebt,  deren  Com- 
planation durch  einfache  Formeln  möglich  ist. 

Im  Folgenden  denken  wir  uns  eine  beliebige  Fläche  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  bezogen ;  ihre  Qleichung  sei 

1)  2  =  9  (ar,  sf), 

femer  bezeichne  d  den  Winkel,  welchen  dieHorizontalprojection  der  durch 
den  Punkt  syz  gelegten  Normale  mit  der  ^- Achse  einschliesst,  m  bedeute 
den  Neigungswinkel  der  Normale  gegen  die  Horizontalebene  xy^  endlich 
sei  S  der  Flächeninhalt  eines  nachher  zu  bestimmenden  Flächenstückes ;  es 
gelten  dann  die  bekannten  Formeln 

dz 

Digitized  by  VjOOQ  iC 


50ß  Ueber  das  Problem  der  Complanation. 


')  »=//■ 


*dw  dy 


sma 

Mittelst  der  Gleichungen  2)  nnd  3)  kann  man  x  und  y,  folglich  auch  dx  dtß 
durch  d  und  od  ausdrücken;  die  Formel  4)  erhält  dann  die  Gestalt 


5)  S=  I  I  '  \  '     'd^dtoy 

'    '     stna 


,ffm.y 


und  dabei  ist  das  Flächenelement  /*(^,  co)  esc  to  d^  dm  ein  Viereck,  dessen 
Ecken  durch  die  Winkelpaare 

d,  a>;     ^,to  +  dm'^     ^  +  <f^,  eo;     ^  +  d9,  m  +  do» 
bestimmt  sind. 

TJm  femer  passende  Integrationsgrenzen  zu  erhalten,  schicken  wir  fol- 
gende Bemerkung  yoran.  Von  dem  Punkte  xyz  ausgehend,  kann  man  auf 
der  Fläche  noch  unendlich  viel  weitere  Punkte  finden,  deren  Normalen  den- 
selben Neigungswinkel  od  mit  der  Horizontalebene  einschliossen ;  alle  diese 
Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der  Fläche  liegende  krumme  Linie, 
welche  die  Curve  der  isoklinen  Normalen  für  den  Neigungswinkel 
(0  heissen  mag.  Die  Gleichung  ihrer  Horizontalprojection  ist  No.  3)  selbst, 
wenn  darin  co  als  Coj|stante  angesehen  wird.  Zu  dem  Neigungswinkel 
m  +  dm  gehört  eine  zweite  Curve  isokliner  Normalen,  und  wenn  diese  keine 
Durchschnitte  mit  der  ersten  bildet,  so  fassen  beide  Curven  einen  unend- 
lich schmalen  Flächenstreifen  zwischen  sich,  der  bandförmig  auf  der  Fläche 
fortläuft«  Wird  nun  in  No.  5)  die  Integration  nach  d  zuerst  ausgeführt 
zwischen  den  willkürlichen  Grenzen  do  und  ^| ,  so  ergiebt  sich  der  Flä- 
cheninhalt desjenigen  Theiles  von  jenem  Streifen,  dessen  Endpunkte  durch 
die  vier  Winkelpaare 

^o>  fl>»  '^o>0'  +  <'ö>5  ^i>«;  ^i^n  +  dm 
bestimmt  sind.  Die  zweite  Integration  zwischen  den  Grenzen  «o  ^nd  io\ 
liefert  eine  Summe  von  solchen  Streifen,  d.h. den  Flächeninhalt  eines  Vier- 
ecks PoOoQiPi  (Taf.  IV,  Fig.  5);  in  diesem  sind  P^ Qo nnd  P^Qt  die  zu  den 
Winkeln  chq  und  m^  gehörenden  Curven  isokliner  Normalen, und  analog  sind 
PqPi  und  QqQi  zwei  Curven  der  Art,dass  ^  längs  P«  jPt  den  constanten  Werth 
^o>  dagegen  längs  öoöi  den  constanten  Werth  dj  behält.  Die  Horizontal- 
projection MqM^NxNq  ist  der  Durchschnitt  von  vier  ebenen  Curven,  und 
zwar  ergeben  sich  die  Gleichungen  von  Mq  Nq  und  M^  Ni  ans  No.  3)  für 
CD  =  »0  und  o>t )  dagegen  die  Gleichungen  von  Mq  M^  und  N^  N^  ans  No.  2) 
für  ^=  ^Q  und  ^  =3  '^f  Da  sämmtliche  Integrationsgrenzen  absolute  Con- 
stanten aind,  so  kann  die  Reihenfolge  der  Integrationen  ohne  Weiteres  um* 
gekehrt  werden.  Falls  sich  ^  von  0  bis  2ft  ausdehnen  lässt,  erhält  man  aus 
No.  5)  den  Flächeninhalt  einer  von  zwei  Curven  isokliner  Normalen  be- 
grenzten Zone.  ^ 

Wir  geben  zunächst  ein  einfaches  Beispiel,  hauptsächlich  um  zu  zeigen, 
dass  es  vortheilhafter  ist,  die  neuen  Variaboln  %^  und  oo  nach  einander  statt 
gleichzeitig  einzuführen.  ^  1 
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a.  Die  Gleichnng  der  gegebenen  Fläche  sei 

man  bat  dann  folgende  Wertbe 

dx      y    a'    dy~b' 

6)  ^^^~\y^'     y  =  hl/^.tan^. 

Wird  nun  zllerst  statt  y  die  neue  Variabele  O  eiDgefübrt,60  ergiebt  sich 

j/aJJ  sin  CO  cos*^' 
Ferner  ist  nach  No.  8) 

und  zufolge  des  Werthes  von  y  aus  No.  O) 

— I —  ton  'd  =  col *»,  oder  x=:acos '-^  coi  •«o; 
a       a 

substituirt  man  dies  in  No.  7)  indem  man  m  als  die  neue  für  x  eintretende 

Variabele  betrachtet,  so  erhält  man 

5  =  — 2aÄ   1  /  —. d^dm. 

Zwischen  vier  constanten  Grenzen  genommen  ist  dieses  Doppelintegral  nur 
ein  Froduct  zweier  einfachen  Integrale,  nämlich 

»0 
^  .    /  V     iCOS  'cö 

S=^2ab(sm^^  —  sin^^  l———-dm, 
J    sm^ia 

wobei  auch  die  noch  übrige  Integration  mittelst  der  Substitution  cos  a=siu 
leicht  ausgeführt  werden  kann.  Die  Horizontalprojection  der  quadrirteu 
Fläche  ist  ein  von  vier  Parabelbdgen  begrenztes  Viereck ;  die  Gleichungen 
dieser  Parabeln  lauten  nach  No.  6)  und  8) 

=  bj/  -ian^Q^     y  =  bj/-tan^i, 
•c      tf*  •         X       y^ 

die' beiden  letzten  Parabeln  sind  die  Horizontalprojectionen  der  zu  den 
Winkeln  w^  und  Oi  gehörenden  Curven  isokliner  Normalen.  Für  Oe  ss  a 
und  ^1  =^n;  wird  S  der  Flächeninhalt  eines  Streifens,  der  von  den  eben- 
genannten  Curven  und  im  Uebrigen  von  den  Coordinatenebenen  xz  und  yz 
begrenzt  ist. 

b.  Das  angegebene  Verfahren  lässt  sich  überhaupt  bei  allen  Flächen 
anwenden,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  ^^ -; — --^ 
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enthalten  sind,  wofür  der  Honoogenität  wegen  geschrieben  werden  möge 

«-1  1 


an  erhält  zunächst 

10)  t««a=(^)'"~' 


oder  wenn 

11)  ian^r=V^-^ 

gesetzt  nnd  i  als  neue  Variable  angesehen  wird, 


a 


mithin 


^  ft/  ft/     sin  m 
Ferner  ergiebt  sich 


j2'\         ?iLZL?/-,.2«  — 2         ,,2f»i  — 2 


2n-2 


substituirt  man  hier  den  vorigen  Werth  von  y  und  setzt  zur  Abkürzung 

fi  —  1  n 


m  —  n  m  —  n 

so  findet  man 

und  die  Formel  für  S  wird  nun  zur  folgenden 

worin  die  auf  i  bezüglichen  Integrationsgrenzen  durch  die  Gleichungen 
^^m  - 1  _  ;^;,  ^^^     /,«  -1  =  ton  0| 

bestimmt  sind.  Die  Horizontalprojection  der  quadrirten  Fläche  ist  hier  ein 
gemischtliniges  Viereck;  zwei  Seiten  desselben  sind  gerade,  durch  den 
Coordinatenanfang  gehende  Linien ,  deren  Gleichungen  lauten 

y  =  — ^  *  und  y  =  —  x\ 
a  a 

die  beiden  übrigen  Seiten  sind  die  Horizöntalprojectionen  der  zu  «»^  nnd  cd, 
gehörenden  Curven  isokliner  Normalen,  und  zwar  ergeben  sich  ihre  Gleich- 
ungen aus  No.  12)  für  m  :=  o>o  und  «>  ss  »j .  Das  Doppel  integral  für  S  zer- 
fällt von  selbst  in  ein  Product  zweier  einfachen  Integrale  und  bietet  daher 
keine  Schwierigkeit. 

In  dem  speciellen  Falle  ti  =  1  wird 

a:*"      .      y*" 

^  "^  «m  - 1    ^  w  - 1 '      ^^.  .^^^  ^^  Google 
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©"-'+©*■"="'■"• 


/>  =  0,  q  = ,  und  wenn  man  ^^  =  0,  -O-j  =  ^tt  nimmt,  so  ergiebt  sich 

nach  bekannten  Formeln 


Nicht  ohne  Interesse  ist  die  sehr  specielle  Annahme  »  =  J>  ffi=2  also 


es  wird  dann 

«Vi 


Sz=labyc    I  -r-T-    I  -z 

J  «"  ^J  /(l  +  0  (a  +*6(») 

Ersetzt  man  noch  a,  fr,  c  durch  a*,  6*,  ;jtind  beachtet,  dass  t=tan  &  ist, 
so  wird 

s——  f  ^^   IL—Jl 

2  c  J  sin  *G>J  y  ö«  cos  »^  +  6*  sin  ^d^ 

es  kann  demnach  5  darch  ein  elliptisches  Integral  erster  Art  aas- 
gedrückt werden. 

c.   Weniger  einfach  gestaltet  sich  die  Rechnung  bei  denjenigen  Flä- 
chen ,  deren  Gleichungen  von  der  Form  sind 

Aa^  +  By"^  +  Cz«  =  l; 
nur  in  den  Fällen  m  =:  2  und  m  =  f  gelangt  man  zu  den  im  Folgenden  an- 
gebenen eleganten  Resultaten. 

Für  m  =  3  also  bei  den  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 

By      ^  A  ^ 

ian^=  ~f-  oder  y  =  -xian^^ 
Ax  B 

A  (-  tan  •(»  +  1  j  jr»  +  5  (^  tan  *«  +  1  ^y*=  l 

und  durch  successive  Einführung  von  ^  und  »  erhält  man 

r  r ABCcosmd&da 

~*/s;  fc  (« CO,  .^ + /«•«  .^)  CO, .«. + A  ^«»;i;  Google 
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Lftsst  man  ^  von  0  bis  27s  gehen,  so  bat  die  Ausfübrung  der  auf  ^  be- 
züglichen Integration  keine  Schwierigkeit.    Um  aber  Formeln  zu  erhalten, 
die  aaf  alle  drei  centrischen  FlKchen  gleichförmig  passen,  setzen  wir  bei 
dem  Ellipsoide  a  >  ft  >  c  d.  h.  ^4  <  -ff  <  C,  bei  den  Hyperboloiden  a  <  6  • 
voraus;  die  Grössen 


-/'-!•  "=/-! 


sind  dann  immer  reell  und  so  beschaffen,  dass  a^  ß  ist.    Die  Integratibn 
in  Beziehung  auf  ^  liefert  nun,  wenn  noch  nh  m  &=  u  gesetzt  wird, 

tu 

it        F^  i   1 — «*         1 — jS*   j  du 

«I 

tf^  s=  sin  a>o,     t/|  =  $m  Oi. 

Hierin  liegen  folgende  zwei  Sätze :  „jede  von  zwei  Curven  iso- 
kliner  Normalen  begrenzte  Zone  einer  centrischen  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist  mittelst  elliptischer  Integrale  erster  und 
zweiter  Art  quadrirbar^'  und  ferner:  „zu  jeder  solchen  Zone 
lässt  sich  eine  zweite  construiren,  deren  Oberfläche  nur  um 
einen  algebraischenAusdruck  von  derFläche  der  ersten  Zone 
differirt. "  Weitere  Erörterungen  hierüber  sind  unnöthig,  weil  der  Ver- 
fasser dieselben  Zonen  schon  früher  untersucht  hat  (Zeitschr.  f.  Mathem. 
u.  Phys.  Bd.  VIII,  S.  i),  ohne  jedoch  die  Eigenthümlichkeit  der  Begren- 
zungscurven  zu  bemerken. 

Für  diejenigen  Flächen ,  deren  Gleichungen  von  der  Form  sind 

15)  Ax^  -{-By^  +  Cz\—l 

erhält  man 

B  /x\^  B* 

Die  Einführung  von  0  statt  y  giebt  *  * 

B*  er  xcos^%    ^    ^^ 
AW  J  8tn  n  stn  *& 
Ferner  ist,  wenn  man  in  der  zwischen  x,  y,  o>  stattfindenden  Gleichung  y 
gleichfalls  durch  O  ausdrückt, 

j A^  sin  *0 .     • 

^  ~  {A^  ain  «^  +  B^  cos  *^  +  C»  *iw  *^  cos  «d  coi  •<»)»' 
und  indem  man  dies  substituirt ,  gelangt  man  zu  der  Formel 

A^  B^  C*  sin  *^  cos  *d  cos  m  dd^  dm 


'—'SSu^ 


{A^  sin  *&  +  B^  cos  »^  +  C»  sin  «^  cos  «^  cot  'w)^  sin  *^ 
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Unter  S  verstehen  wir  im  Folgenden  den  Inhalt  desjenigen  Flächen- 
fitückes,  welches  auf  dem  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordinaten- 
ehenen  liegenden  Flächenoctanten  durch  zwei  Curven  isokliner  Normalen 
begrenzt  wird,  deren  Neigungswinkel  coq  und  Oj  <  cdq  sind;  für  positive  J, 
B,  Cgiebt  die  Fläche  LP^MP^L  (Taf.  IV,  Fig.  6)  ein  Bild  jenes  Stückes. 
Es  ist  dann  ^  von  0  bis  ^ts,  gleichzeitig  o)  von  coq  und  bis  Ot  auszudehnen, 
und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  ergiebt  sich 

r  r J^ß^C^  sin  *(o  cos  CO  sin  *d'  cos  *^  dm  rfd 

~    J  J  [(A^  Sin  '-9'  +  ß^  cos  «O)  sin  «o)  +  C»  sin  ^^  cos  »O  cos  •ol  * 

oder  wenn 

sin  m=s  s,     tan  &  ^=  t 

und  dem  entsprechend  sin  »0=:  Sg,  sin  o^  ==  $,  gesetzt  wird, 

»I  0  ' 

Nach  den  gewöhnlichen  Methoden  verursacht  die  Ausführung  der  auf 
/  bezüglichen  Integration  einen  ziemlich  bedeutenden  Rechnungsaufwand ; 
glücklicherweise  lässt  sich  derselbe  mittelst  zweier  Formeln  vermeiden,  die 
ich  bereits  1843  entwickelt  habe  (Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Inte- 
grale) und  die  man  auch  im  zweiten  Bande  meines  Compendiums  der  hö- 
heren Analysis  (2.  Aufl.  8.  276  und  277)  findet.  Wird  nämlich  zur  Ab- 
kürzung 

(n  +  r  — 1)  (n  +  r-2)  ...  fi  (n  -  1)  ...  (w  ■- r)  _ 
2.4.6 (2r) 

gesetzt ,  80  ist  für  beliebige  positive  p  und  ganze  positive  n 

^       }/n       \r(p)         K,_r{p  —  1)  K^      r(p-2)   ^  I 

riP  +  iV     SP  2^«y'       aP-»  (2j/«y)'"     «P  -  *  '"1* 

Mittelst  der  Sabstitutionen  t  =  <',  p  =  q  —  4  entspringen  hieraus  die 
beiden  Formeln 


/. 


/2?-J»rf/ 


^    («  + /J<»  +  y^«)' 


^    V^    \r{q-\)      n{n-\)    r(y-|)_^  

2r{q)\     6*-4  4/^     •      a»-<  ■JA'       f.'  |_ 

ZeiUrhrif.  f.  M.lhem.Uk  ».  Phy.ik.  \\,  8.  ^'S'«^^'^  bj^^'^J^J^^*^ 


y^ 
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'^29  +  211-2^^ 


l^^ 


diese  liefern  folgende  vier  Integra] werthe 

00 


und  hiernach  ergiebt  sich 

f*/«  (1  +  ff  dl 


/(a 


/ 


(a  +  pe  +  y^y 


-  Uy^  "^  /^  /j  /?  '*"  8  2  (^^  ■*"  /^j  yW 

Benatzt  man  diese  Formel  fUr 

«  ==  C«  +  [(y^  +  /  J«)»  —  C'J  s« 
and  setzt  zur  Abkürzung 

60  erhält  man  für  S  folgenden  Werth 

«0 


I  ds. 
Die  Aasführung  der  noch  übrigen  Integration  ist  sehr  leicht  und  liefert,  wenn 


gesetzt  wird ,  folgendes  Endresultat 

üigitized  byCjOOQlC 
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Bei  der  nntersuchten  Fläche  ist  demnach  ein  von  zwei 
Curven  isokliner  Normalen  begrenzter  Streifen  algebraisch 
qnadrirbar. 

Im  Falle  positiver^,  B^  Versetzen  wir  die  Gleichung  15)  durch  folgende 


(7)*+a/+(7/='> 


ihr  entspricht  eine  geschlossene  Fläche,  deren  Octant  Sl  ans  No.  18)  für 
oDq  r=  1^  und  a>i  :=  0  erhalten  wird.  Da  Sl  zunächst  unter  einer  etwas  com- 
plicirten  und  unsymmetrischen  Form  erscheint,  so  dürften  ein  paar  Worte 
über  die  Reduction  dieses  Ausdrucks  nicht  überflüssig  sein.  Setzt  man  für 
den  Augenblick 

-=:«,  -  =  ^,   -  =  y,    a  +  ß^B, 
80  ist 

^•  =  «t,       ^*=:/3«,       (?•  =  /, 

femer  nach  No.  16  und  17) 

i  =  («  +  «'-y*  =  s«-yS 

M=^(tt  +  ßyaß^^aß, 
und  hieraus  ergiebt  sich 

oder,  nach  Potenzen  von  a  geordnet, 

Das  in  Parenthesen  stehende  Poljnom  ist  durch  ((  —  /)*  ohne  Rest  theilbar 
und  daher 

8«  (t-y)«[t'+^yt'+(2y*-«<?)»  +  y(r*-2«P)l 

32'  aßyi* 

oder  w^gen  l  —  {t  +  X){t  —  f) 

"~32-  «jJy(«  +  y)* 

and  zufolge  der  Bedentung  von  e=a  +  ^ 

0^3«  «'+y  +  y'  +  2f^y(^  +  y)  +  y«(y+«)  +  «^(«+^  +  «<?y] 

82'  aßr(«  +  P+Y) 

worans  man  schliesslich  erhält 

Ä  = 
3«    i>'c»+c'a'  +  a'y  +  2aftc[a*(6  +  c)  +  ft*(c  +  a)  +  c'(a+»)  +  a»c] 

»2 '  {bc  +  ea  +  ab)*  oigitizedbyGoOQle 

34»  ° 
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Im  speciellen  Falle  a=b=c  wird  Sl  gleich  ^|  von  der  Fläche  des  um- 
schriebenen Kugeloctanten. 

d.  Unter  den  transcendenten  Flächen  sind  es  die  folgenden,  deren 
Complanation  auf  einfache  Ausdrücke  führt. 

Für  die  logarithmische  Fläche 

19)  ^  =  4'^K?+Ö 

findet  man 

0),  d, 

^^^  ^  J  cos  »CO  J  («« cos  »^  +  6«  sin  *^)  • ' 

wo  beide  Integrationen  leicht  genug  auszuführen  sind. 

Nach  Analogie  der  gewöhnlichen  Schraubenfiäche  entspricht  der 
Gleichung 

V      b         z 

21)  ?-=:.to„. 

'  X      a         c 

eine  Art  elliptischer  Schraubenfläche;  für  diese  ist 

und  hieraus  folgt  für  S  genau  derselbe  Werth  wie  vorhin. 
Die  Fläche ,  deren  Gleichung  ist 

könnte  man  als  elliptisches  Kettenkonoid  bezeichnen,  weil  sie  für 
c:=:b^=ia  in  die  bekannte  Fläche  übergeht,  welche  durch  Drehung  einer 
Kettenlinie  um  ihre  Basis  entsteht;  man  erhält 

und  für  S  findet  man  wieder  denselben  Werth,  wie  in  No.  20). 
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XXI. 
Ein  Beitrag  zur  Ermittelnng  des  LnftwiderstandgeBetzes. 

Von 

J.  C.  F.  Otto  , 

König],  preossischer  Generalmajor. 


1.  Im  Jahre  1839  hatten  io  Preassen  Versuche  stattgefunden,  welche 
zur  Erweiterung  der  Kenntniss  des  Luftwiderstandgesetzes  dienen  sollten. 
Man  hatte  mit  Geschossen  von  8,48  Zoll  Darchmesser  und  60  Pfund  3  Loth 
altes  Gewicht  und  zwar  mit  einer  Ladung  von  5  Pfand  altes  Gewicht  auf  15 
verschiedene  Entfernungen  his  zu  1382,47  Schritt  geschossen.  Die  dazu 
nöthigen  Erhöhungen  der  Seelenaxe  überstiegen  nicht  4  Grad,  die  bezüg- 
lichen Bahnen  waren  also  sämmtlich  sehr  flach  und  die  krummen  Längen 
derselben  nicht  erheblich  von  den  horizontalen  Entfernungen  der  bezüg- 
lichen mittleren  Treffpunkte  verschieden. 

Für  jede  der  15  verschiedenen  Schuss weiten  hatte  man  die  mittlere 
Flugzeit  in  je  30  Beobachtungen  aus  freier  Hand  ermittelt. 

Dieses  System  von  Flugzeiten ,  zusammengestellt  mit  den  correspondi- 
renden  Schussweiten,  bildeten  das  erforderliche  Rechnungsmaterial. 

2.  Man  fand  sich  jedoch  durch  dieses  Material  nicht  befriedigt.  Die 
beobachteten  Schussweiten  unterlagen  zwar  weiter  keinem  Zweifel ;  für  die 
beobachteten  Flugzeiten  dagegen  traten  erhebliehe  Bedenken  hervor, 
welche  in  der  Unsicherheit  der  Zeitbeobachtungen  au?  freier  Hand  ihren 
Grund  hatten. 

Man  bemühte  sich  seitdem,  eine  sehr  sorgfältig  zu  arbeitende  Uhr  und 
einen  elektromagnetischen  Apparat  zu  construiren ,  welcher  geeignet  wäre, 
durch  die  Wirkung  des  Geschosses  selbst  den  Zeitpunkt  des  Austrittes  des 
letzteren  aus  der  Geschossmündung  und  demnächst  denjenigen  Zeitpunkt, 
wo  das  Ziel  vom  Geschoss  erreicht  wurde ,  selbstregistrirend  auf  der  vor- 
erwähnten Uhr  bemerklich  zu  machen  und  somit  die  beabsichtigte  Beobach- 
tung der  Flugzeit  in  zuverlässigerer  Weise  zu  bewirken. 

Die  bezüglichen  Versuche  fanden  in  den  Jahren  1844  und  1845  statt.  iC 
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3.  Die  vorliegende  Arl)eit  hat  den  Zweck,  die  vorerwähnten  Bedenken 
gegen  die  Beobachtungen  des  Jahres  1839  ausführlich  darzulegen,  demnächst 
die  Kesultate  von  den  umständlicheren  Versuchen  der  Jahre  1844  bis  1845 
näher  anzugeben  und  schliesslich  die  Dresdener  Versuche  von  1861  bis  1862 
näher  zu  beleuchten. 

4.  Wir  betrachten  zunächst  die  Versuche  des  Jahres  1830.  Die  Ein- 
zelheiten derselben  sind  in  dem  33.  Bande  8.  85  und  in  dem  38.  Bande  des 
Archivs  für  Offiziere  des  prenssischen  Artillerie-  und  Ingenieurcorps  Seite  71 
speciell  angegeben.  Wir  fuhren  dieselben  hier  noch  einmal  an,  für  den 
Fall,  dass  dem  Leser  die  genannten  Bände  nicht  zur  Hand  sein  sollten.  Es 
bezeichnet  x  die  horizontale  •  Schussweite  in  Schritten,  von  denen  je 
5  auf  eine  rheinische  Ruthe  gehen ,  t  die  entsprechenden  Flngzeitbeobach- 
lungen  und  zwar,  wie  sie  sich  für  jeden  von  zwei  Beobachtern  ergeben, 
die  mit  A  und  B  bezeichnet  sein  mögen,  wie  immer,  in  Sekunden : 

/ 


X 

A 

B 

Diff. 

370,50 

1,0(5 

1,07 

0,01 

382,T7 

1,07 

1,16 

0,09 

400,03 

1,11 

1,20 

0,09 

552,97 

1,61 

1,68 

0,07 

572,23 

1,67 

1,76 

0,09 

613,73 

1,85 

1,94 

0,09 

731,60 

2,20 

2,35 

0,15 

763,33 

2,32 

2,47 

0,15 

822,90 

2,54 

2,68 

0,14 

885,63 

2,76 

2,91 

0,15 

940,77 

2,97 

3,05 

0,08 

1051,87 

3,39 

3,46 

0,07 

1057,90 

3,39 

3,46 

0,07 

1233,93 

440 

4,10 

0,00 

1382,47 

4,68 

4.70 

0,02. 

Jede  dieser  Zahlen  ist  das  arithmetische  Mittel  aas  je  30  einzelnen 
Beobachtungen. 

Bei  den  Anordnungen  für  diesen  Versuch  war  man  von  dem  Gedanken 
ausgegangen,  —  dass  die  Zuverlässigkeit  von  Zeitbeobachtungen  ans  freier 
Hand  ein  zweifelhaftes  Ding  sei,  —  dass  das  Naturell  des  Beobachters  nnd 
sein  Temperament,  sowie  der  Grad  der  Uebang  von  merklichem  Einfluss 
sein  könne  —  und  dass  es  daher  von  Nutzen  sein  müsse,  hierin  directe 
Erfahrungen  zu  machen.  Aus  diesem  Grunde  hatte  man  zwei  verschiedene 
Beobachter  angestellt,  welche  gleichzeitig  die  Flugzeiten  zu  beobachten 
hatten  und  welche,  bei  gleich  grossem  Interesse  für  den  Gegenstand  selbst, 
dennoch  ihrerseits  in  ihrer  Individualität  merklich  verchieden  waren.    Der 
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eine  Beobachter,  oben  mit  Ä  bezeichnet,  war  von  nervösem  Temperament 
mit  grosser  geistiger  Bereitschaft  und  hatte  bereits  mehrere  Tausende  von 
Flugzeiten  beobachtet,  war  also  sehr  geübt.  Der  andere  Beobachter  B  war 
von  ruhigerem  Temperament  und  hatte  einen  geringeren  Orad  von  Uebung. 
Die  Folge  hiervon  war,  dass  sämmtHche  Ziffernwerthe  der  beobachte- 
ten Flugzeiten  von  dem  Beobachter  B  etwas  grösser  gefunden  worden  wa- 
ren ,  als  die  des  Beobachters  Ä.     Hierüber  sprechen  wir  noch  später. 

5.   Zunächst  wurden  die  Beobachtungsergebnisse  des  geübteren  Be- 
obachters Ä  der  weiteren  Bearbeitung  unterzogen  und  an  folgenden  vier 
Luftwiderständgesetzen  geprüft. 
Bezeichnet  man  nämlich  mit 
W  den  Luftwiderstand, 
V  die  Fortschreituogsgeschwindigkeit, 

a  und  j?  constante  Zahlen ,   welche  für  jedes  specielle  Luftwider- 
standgesetz in  sich  aus  den  Beobachtungen  zu  ermitteln  sind,  so 
zog  man  zur  Untersuchung 
a)  Newtons  (quadratisches)  Luftwiderstandgesetz : 

6)  das  cubische  Luftwiderstandgesetz : 

c)  Piobert's  Luftwiderstandgesetz : 

d)  das  vom  Professor  Schmidt  zu  Göttingen  beliebte  Luft  widerstand - 
gesetz  (s.  Theorie  des  Widerstandes  der  Luft  bei  der  Bewegung  der 
Körper.     Göttingen  1831): 

WO  e  die  Qrandzafal  der  natürlichen  Logarithmen, 

a  und  /?  aber  näher  zu  ermittelnde  Constanten  sind. 
Für  jedes  einzelne  dieser  Luftwiderstandgesetze  berechnete  man  aus 
den  Flugzeiten  des  Beobachters  A  und  aus  den  zugehörigen  Schnssweiten 
mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  besten  Ziffernwerthe  für 
die  zugehörigen  constanten  Symbole  a,  respective  ^  und  für  die  Anfangs- 
gesehwindigkelt  c.     Letztere  ergab  sich 

für  das  Newton'sche  Gesetz  zu  379,15  Schritt 
„      „     Piobert'sche         „        „    381,50       „ 
„      „     cubische  „        „    382,87       „ 

„      „     Schmidt'sche       „        „    383,05       „ 
Diese  Ziffernwerthe  waren  gar  nicht  so  sehr  von  einander  verschieden ,  als 
man  es  vielleicht  erwartet  hätte.  oigitized  by CjOOQIc 
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Der  eingeschlagene  Weg  war  ganz  und  gar  ompyrischer  Natur.  Man 
hatte  vier  verschiedene  Lnftwiderstandgesetze  hypothetisch  versuchsweise 
eingeführt,  um  auszumitteln,  welches  von  ihnen  im  Stande  sein  würde,  bei 
seiner  Benutzung  die  thatsächlich  beobachteten  Ziffern  am  besten  wieder* 
zugeben,  wenn  man  die  den  verschiedenen  Entfernungen  entsprechenden 
Flugzeiten  aus  den  durch  die  bisherige  Bechnung  gefundenen  Ziffernwer- 
then  der  Constanten  a,  ß  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  berechnete. 

Natürlich  durfte  man  nicht  erwarten,  dass  die  nachträglich  berechne- 
ten ZifFernwerthe  der  Flugzeiten  mit  den  beobachteten  genau  übereinstimm  • 
ten.  Man  musste  aiif  Differenzen  gefasst  sein  und  diese  Hessen  sich  leicht 
in  bestimmten  Ziffernwerthen  angeben»  Hat  man  aber  ein  solches  System 
von  thatsächlich  beobachteten  und  von  den  zugehörigen  berechneten  Zah- 
len, so  giebt  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ein  Mittel  an  die  Hand,  .aus 
den  entsprechenden  Differenzen  den  wahrscheinlichen  Fehler  jeder  einzel- 
nen der  beobachteten  Zahlen  zu  finden.  Man  versteht  darunter  bekannt- 
lich einen  Ziffernwerth,  in  Bezug  auf  welchen  zwei  Personen  mit  gleicher 
Wahrscheinlichkeit  wetten  können,  der  eine,  dass  der  vorausgesetzte  wahre 
Fehler  in  der  Beobachtung  nicht  grösser,  der  andere ,  dass  er  nicht  kleiner 
sein  könne,  als  der  oben  bezeichnete.  Dieser  Begriff,  auf  die  verschiedenen 
zum  Grunde  gelegten  Hypothesen  angewandt,  giebt  augenscheinlich  ein 
eben  so  verständliches  als  überzeugendes  Merkmal  ab,  wenn  man  die  rela- 
tive Güte  der  Hypothesen  prüfen  und  angeben  will.  Die  Grösse  dieses 
wahrscheinlichen  Fehlers  der  einzelnen  Mittelzahlen  wird  genau  der  umge* 
kehrte  Maasstab  ihrer  Güte  sein.  Dieser  wahrscheinliche  Fehler  wurde 
gefunden  für  das 

Schmidt'sche  Gesetz  zu  0,01477  Sekunden 

Newton'sche        „       „   0,01402         „ 

Piobert'sche        „       „    0,0134(5         „ 

cnbische  „       „    0,01088         „ 

so  dass  mithin  hiernach  das  Schmidt'sche  Gesetz  das  unvortheilhafteste, 
das  Cubische  dagegen  das  beste  sein  würde,  das  Newton'sche  aber  merk- 
lich zurückbliebe. 

6.  Wenn  man  von  dem  Gesetz  des  Professor  Schmidt  ans  dem  angege- 
benen Grunde  ganz  abstrahirt,  so  bleiben  noch  die  drei:  das  Newton'sche 
(quadratische),  das  cubische  und  das  durch  seine  Mischform  zwischen 
beiden  liegende  Piobert^sche  übrig. 

Das  Piobert'sche  Gesetz  ist  bei  der  französischen  Artillerie  ausschliess- 
lich adoptirt  worden  und  ist  auch  bei  denjenigen  Artillerien  beliebt,  welche 
den  französischen  Fnsstapfen  folgen.  Allein  ich  habe  im  33.  Bande  des 
vorgenannten  Archivs  ausführlich  nachgewiesen,  dass  es  wenig  Vorzüge 
vor  dem  Newton'schen  hat,  und  es  zeigt  sich  hier,  dass  das  rein  cubische 
Gesetz  noch  um  Vieles  besser  sich  den  beobachteten  Thatsaohen  an- 
schliesst,   als  das  Piobert'sche.     Will  man  daher  von  dem  Newton'schen 
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Gesetz  entschieden  abgehen,  was  aber,  wie  später  erörtert  werden  wird, 
ganz  und  gar  nicht  absolut  nothwendig  ist,  so  würde  man  immer  noch  um 
Vieles  besser  thun,  das  rein  cubische  Gesetz  statt  des  Piobert'schen  ge- 
mischten anzunehmen.  Dieser  Punkt  wird  später  noch  weiter  erörtert 
werden. 

7.  Es  fragt  sich  nun  zunächst,  was  mit  den  Angaben  des  Beobachters 
B  anzufangen  ist,  und  in  dieser  Beziehung  kann  es  von  Nutzen  sein ,  über 
den  Hergang  beim  Beobachten  folgende  Erläuterung  zu  geben. 

Beide  Beobachter,  A  und  ^,  jeder  mit  seiner  Uhr,  standen  in  massiger 
Entfernung  von  einander  und  ohne  im  Mindesten  mit  einander  zu  ver- 
kehren, neben  der  Schusslinie  und  in  hinreichender  Entfernung  von  der* 
selben,  in  der  Höhe  desjenigen  Punktes,  wo  der  erste  Aufschlag  des  Ge- 
schosses zu  erwarten  war.  Sie  hatten  eine  solche  Stellung,  dass  sie  be- 
quem das  Aufblitzen  der  Ladung  am  Geschütz  und ,  ohne  den  Kopf  erheb- 
lich wenden  zu  müssen,  demnächst  das  Aufschlagen  des  Geschosses  auf 
dem  Erdboden  sehen  konnten.  Kurz  vor  dem  Augenblicke,  wo  am  Ge- 
schütz: Feuer!  commandirt  werden  sollte,  wurde  daselbst  zur  Benachrich- 
tigung für  die  am  Ziel  befindlichen  Beobachter  eine  Flagge  aufgerichtet. 
Auf  dieses  Zeichen  hin  erfolgte  auf  der  Station  der  Beobachter  das  Com- 
mando:  Achtung!  als  Mahnung,  dass  Niemand  von  der  Umgebung  ein  Wort 
sprechen  oder  irgend  eine  Bewegung  ^machen  dürfe,  wodurch  die  Aufmerk- 
samkeit der  Beobachter  hätte  abgelenkt  werden  können.  Diese,  welche 
schon  vorher  den  Stand  ihrer  Uhren  notirt  hatten ,  spannten  nunmehr  ihre 
ganze  Aufmerksamkeit  an,  um  beim  Aufblitzen  der  Geschützladung  ihre 
Uhren  in  Gang  zu  setzen,  sodann  schnell  das  Gesicht  der  muthmasslichen 
Gegend  des  Anfschlagens  zuzuwenden  und  die  Uhr  in  demselben  Augen- 
blicke anzuhalten,  wo  sie  den  Aufschlag  bemerkten. 

Man  hielt  es  von  vorn  herein  keineswegs  für  eine  ausgemachte  Sache, 
dass  der  absolute  Zeitmoment  der  beobachteten  Erscheinung  und  derjenige 
Zeitpunkt,  wo  die  Uhr  in  Bewegung  gesetzt,  respective  arretirt  wird,  ganz 
genau  derselbe  sei.  Ehe  die  sinnliche  Wahrnehmung  des  äusseren  Auges 
ins  Bewusstsein  tritt  und  ehe  der  bezügliche  Willensact  vom  Gehirn  durch 
den  Arm  in  die  Fingerspitze  gelangt,  vergeht  nach  aller  Wahrscheinlich- 
keit eine  gewisse  Zeit.  Wenn  diese  Zeit  auch  sehr  kurz  ist,  so  kann  sie 
möglicherweise  doch  einen  Ziffernwerth  haben,  der  im  Vergleich  zu  der  zu 
messenden  Zeitdauer  für  erheblich  zu  erachten  ist,  und  dann  ist  das  Be- 
obachtUDgsresultat  um  diesen  Betrag  fehlerhaft.  Wären  beide  zu  machende 
sinnliche  Wahrnehmungen  —  die  Beobachtung  des  Aufblitzens  der  Ladung 
einerseits  und  die  Beobachtung  des  Aufschlags  des  Geschosses  auf  dem 
Erdboden  andererseits  —  ganz  gleich  leicht  zu  machen,  so  Hesse  sich  an- 
nehmen, dass  der  Zeitbetrag,  um  welche  die  Uhr  anfangs  zu  spät  in  Be- 
wegung gesetzt  wird,  gleich  wäre  demjenigen,  um  welchen  sie  zu  spät 
angehalten  wird ,  und  dass  also  im  Durchschnitt  die  Fehler  sich  gegensei^ 


520       Ein  Beitrag  zur  Ermittelung  des  Laftwideretandgesetzes« 

tig  aufheben.  Letzeres  kann  aber  nicht  ohne  Weiteres  zugegeben  werden. 
Das  Aufblitzen  des  Pulvers  erfolgt  in  einer  bestimmten ,  schon  vorher  ge- 
nau erkennbaren  Gegend,  auf  welche  das  Auge  schon  hingerichtet  ist.  Der 
Ort  des  Aufschlags  der  Kugel  dagegen  ist  besonders  auf  den  weiteren  Eüt- 
fernungen  ziemlich  veränderlich.  Das  Auge  findet  ihn  schwerer  auf. 
Es  ist  mithin  im  Allgemeinen  anzunehmen ,  dass  die  geistige  Bereitschaft 
für  die  Wahrnehmung  vom  Aufblitzen  des  Pulvers  grösser  ist,  als  die  für 
die  Wahrnehmung  des  Aufschiagens  der  Kugel,  —  dass  also  der  Fehler 
beim  Arretiren  der  Uhr  etwas  grösser  ist,  als  der  beim  Ingangsetzen  —  dass 
mithin  die  beobachteten  Zeiten  eher  etwas  zu  gross  als  zu  klein  ausfallen — und 
dass  der  im  Ganzen  begangene  Fehler  um  desto  grösser  wird ,  je  geringer, 
sei  es  in  Folge  des  Temperaments,  sei  es  wegen  geringerer  üebung,  der  Grad 
der  geistigen  Bereitschaft  des  Beobachters  ist. 

8.  In  Erwägung  dieser  Auffassung  und  um  zu  sehen ,  in  wie  weit  sie 
sich  geltend  machen  würde,  hatte  man  zwei  Beobachter  mit  der  oben  an- 
gegebenen psychischen  Verschiedenheit  angestellt.  Betrachtet  man  die  in 
No.  4  dieser  Abhandlung  aufgeführten  Ziffernwerthe  für  die  beobachteten 
Flugzeiten  und  namentlich  ihre  Differenzen  etwas  näher,  so  sieht  man 

a)  dass  alle  Ziffernangaben  des  Beobachters  B  grösser  sind ,  als  die 
des  Beobachters  A] 

b)  dass  (abgesehen  von  einigen  durchaus  unbefremdlichen  Schwan- 
kungen) der  Mehrbetrag  des  Beobachters  B  über  die  Angaben  des 
Beobachters  A  anfangs  allmälig  zu  - ,  dann  aber  eben  so  allmälig 
wieder  abnimmt; 

c)  dass  auf  der  kürzesten  und  auf  der  weitesten  Entfernung  die  An- 
gaben beider  Beobachter  zwar  nahe  übereinstimmen,  dass  jedoch 
für  den  Beobachter  B  immer  noch  ein  kleiner  Ueberscbuss  von 
0,0t  Sekunde  auf  der  kürzesten  und  von  0,02  Sekunde  auf  der  gross- 
ten  Entfernung  verbleibt. 

Alles  dies  lässt  sich,  wenn  man  die  voraufgeführte  Ansicht  gelten  lassen 
will,  hinreichend  erklären.  Auf  der  kürzesten  Entfernung,  wo  die  Ge- 
schosse nahe  zusammenfallen,  ist  die  Beobachtung  beim  Aufschlage  der 
Kugel  nicht  viel  schwerer,  als  die  Beobachtung  des  Pulverdampfs.  Ueber- 
dem  bringt  der  Beobachter  für  diese  kurzen  Flugzeiten  unwillkürlich  eine 
grössere  Spannung  mit.  Der  Fehler  beim  Arretiren  der  Uhr  fällt  daher 
nahe  so  aus ,  wie  beim  Loslassen  derselben.  Die  Verschiedenheit  in  der 
geistigen  Bereitschaft  der  Beobachter  ist  in  diesem  Falle  gering  und  die 
Beobachtung  wird  ziemlich  richtig.  Auf  den  weitesten  Entfernungen  hat 
der  Beobachter,  nachdem  er  die  Uhr  losgelassen  hat  und  während  das  Ge- 
schoss  seine  Bahn  durchläuft,  einen  Augenblick  Zeit,  sich  zn  sammeln,  zum 
Bewusstsein  der  neuen  Situation  zu  kommen ,  und  sich  von  neuem  für  die 
Beobachtung  des  Aufschlags  der  Kugel  in  hinreichend  gespannte  geistige 
Bereitschaft  zu  versetzen,  und  dadurch  auch  hier  den  Fehler  beim  Anhalten 
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der  Ubr  mit  demjenigen  beim  Loslassen  derselben  in  Uebereinstimmnng  zu 
bringen.  Anf  den  mittleren  Entfernungen  aber,  wo  die  Streuung  der  6e- 
scbosse  bereits  grösser  wird  und  wo  die  Spannung  unwillkürlich  bereits 
nachlässt,  ohne  dass  die  Zeit  lang  genug  wäre,  um  hinreichendes  Bewusst- 
sein  für  eine  neue  willkührliche  geistige  Bereitschaft  zu  gewinnen,  muss  ein 
Ueberschuss  des  Fehlers  entstehen,  der  dann  nach  den  Extremen  hin  wieder 
abnimmt,  nach  Maassgabe,  wie  die  eine  oder  die  andere  Ursache  sich  mehr 
und  mehr  geltend  macht. 

0.  Als  Resultat  ergiebt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Angaben 
des  Beobachters  B  denen  des  Beo*bachters  Ä  an  Werth  bedeutend  nach- 
stehen. Als  man  der  Vollständigkeit  der  Untersuchung  halber  die  Ziffern- 
angaben des  Beobachters  B  derselben  Behandlung  unterwarf,  wie  die  des 
Beobachters  A^  ergab  sich,  dass  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  in  No.  4 
unter  B  aufgeführten  Ziffernangaben  um  mehr  als  doppelt  so  gross  waren, 
wie  die  oben  in  No.  5  am  Ende  aufgeführten  für  den  Beobachter  A.  Es 
schien  also  gerechtfertigt,  von  denselben  ganz  abzusehen  und  sich  bloss  an 
die  Angaben  des  Beobachters  A^  als  die  wahrscheinlich  besseren  zu  halten. 

Oben  in  No.  5  ist  bereits  erörtert  worden,  dass  von  den  vier  zur  Prü» 
fung  gekommenen  Luftwiderstandgesetzen  das  Schmidt'sche  sich  als  das 
unvortheilhafteste  ergab,  dass  darauf  zuerst  das  Newton'sche  und  dann  das 
Piobert^sche  folgte,  dass  aber  das  rein  cnbische  sich  als  das  ent- 
schieden beste  und  namentlich  als  dem  Piobert'schen  ge- 
mischten erheblich  überlegen  erwies. 

tO.  Gleich  nach  Beendigung  dieses  Versuchs  und  der  Bearbeitung  sei- 
ner Ergebnisse ,  etwa  im  Jahre  1840,  tauchte  in  Preussen  die  Idee  auf,  bei 
der  Beobachtung  der  Flugzeiten  electromagnetische  Apparate  zu  benutzen. 
Wie  sich  später  ergeben  hat,  war  bald  darauf  auch  in  Rassland  derselbe 
Oedanke  von  dem  gegenwärtigen  General  Konstantinoff  aufgefasst  und  mit 
Nachdruck  verfolgt  worden. 

Das  Wesentliche  der  bezüglichen  Einrichtung  besteht  bekanntlich  da* 
rin,  dass  mit  Hilfe  eines  electromagnetischen  Apparats,  der  mittelst  der  er- 
forderlichen Drathleitungen  einerseits  einen  etwas  vor  der  Geschützmün- 
dung liegenden  Punkt,  andrerseits  das  zu  treffende  Ziel  mit  einer  sehr  sorg- 
fältig gearbeiteten  geeigneten  Uhr  in  Verbindung  setzt,  der  Zeitpunkt  so- 
wohl für  den  Austritt  des  Geschosses  aus  dem  Geschützrohr,  als  auch  der 
Zeitpunkt  für  das  Treffen  des  Ziels  derart  festgestellt  werden,  dass  das 
zwischen  diesen  beiden  Zeitpunkten  inneliegende  Zeitintervall  die  Flugzeit 
des  Geschosses  für  einen  Weg  von  genau  bekannter  Länge  ergiebt. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  dieser  damals  noch  ganz  neue  Gegenstand 
darbot,  der  neben  der  entsprechenden  Handhabung  des  Electromagnetismus 
auch  in  der  Construction  eines  angemessenen  Uhrmechanismns  Aufgaben 
stellte ,  mit  denen  man  sich  bis  dahin  noch  niemals  beschäftigt  hatte ,  ver- 
zögerten den  Fortgang  dieser  Angelegenheit  bis  zum  Jahre  1844,  in  welchem^ 
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80  wie  in  dem  darauf  folgenden  Jahre  1845  die  Versuche  endlich  zur  Ans- 
führang  gelangten. 

11.  Man  benutzte  su  diesem  Versuch  einen  glatten  Sechspfünder ,  aus 
welchem  man  Kugeln  von  6,00047  Pfand  Gewicht  mit  2  Pfand  Pul  Verladung 
schoss,  alles  in  altem  Gewicht.  Der  mittlere  Darchmesser  der  Kugeln 
betrug  3,46  Zoll. 

Folgendes  waren  die  Ergebnisse : 


Länge  des 
horizontal 
durchlaufe- 
neu Weges. 

Mittlere 
Flugzeit. 

Mittler 

Fehler  der 

einzelnen 

Beobachtung. 

Mittler 

Fehler  der 

Mittel. 

zahlen. 

Anzahl 

der 
Schüsse. 

Schritt 

Fuss 

Sekunden 

50 

120 

0,08641 

0,02075 

0,00655 

10 

200 

480 

0,36795 

0,02615 

0,00827 

10 

250 

600 

0,47675 

0,03743 

0,01184 

10 

300 

720 

0,58300 

0,02686 

0,00849 

10 

400 

960 

0,79591 

0  02949 

0,00932 

10 

450 

1080 

0,92144 

0,03949 

0,01249 

10 

500 

1200 

1,03712 

0,04592 

0,01452 

10 

Unter  dem  „mittleren  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung"  ist  die  Zahl 
verstanden,  welche  entsteht,  wenn  man  für  jede  Entfernung  in  sich  die  Dif- 
ferenz zwischen  jeder  einzelnen  Beobachtung  und  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  allen  Beobachtungen  für  diese  Entfernung  bildet,  alle  diese  Differen- 
zen als  positiv  betrachtet  addirt  und  dann  aus  ihnen  das  arithmetische 
Mittel  nimmt. 

Dividirt  man  die  so  erhaltene  Zahl  durch  die  Quadratwurzel  aus  der 
Anzahl  aller  betreffenden  Beobachtungen,  hier  also  durch  j/lO,  so  erhält 
man  den  „mittleren  Fehler  der  Mittelzahlen." 

12.  Man  denke  sich  nun  folgende  Bezeichnungen  eingeführt: 
M  das  Gewicht  des  Geschosses  c=  6,0065  Pfund, 
g  die  Beschleunigung  der  Schwere  =s  31,265  Fuss, 
s  der  vom  Geschoss  durchlaufene  Weg, 
t  die  Flugzeit, 

c  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses, 
V  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  in   irgend  einem   Punkte 

seiner  Bahn, 
e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen, 
^  der  Luftwiderstand  in  irgend  einem  Punkte  der  Bahn, 
ji,  jB,  67,  />,  E  constante  Zahlen,  welche  vorlänüg  noch  unbestimmt 
und  deren  Ziffernwerthe  für  jedes  der  bezüglichen  Luftwider- 
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Standgesetze  aus  den  gegebenen  Beobachtungen  ausznmitteln 
sind, 
r  eine  Constante,  speciell  für  das  Piobert^sche  Lnftwiderstandge- 
setz  bestimmt,  welche  den  Werth  r=:  435  Meter  hat,  so  dass  für 
prenssische  Schritte  zu  setzen  ist: 

-=3  0,0017316. 

Dies  vorausgesetzt,  so  sind  folgende  Formen  des  Luftwiderstandge- 
setzes zuo>  Vergleich  gezogen  und  an  dem  oben  angegebenen  Erfahrungs- 
material geprüft  worden : 

I.  W==Av\ 

IL  ^=^1;»  (Newton); 

IIL  ^=  Av^  6  +  ^  ^)  (Piobert)  ; 

IV.  W=^Av*', 

V.  ^=  (/>!;• +  i:v»)l; 
VL  W^Av\ 

Die  Ansatzgleichungen  für  die  Relation  zwischen  Flugzeit  und  durch- 
laufenem Weg  sind  dann  bekanntlich : 

dU  W  ^  ds 

^  =  --.     ^und-  =  t, 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  angemessene  Substitution  und  demnftchstige 
zweimalige  Integration  für 

M      * 

II.  '  =  ^(^'-1). 

IV.  t  =  ls-f.ili», 

C         2 

c 


(1-f  2AC«5)J  — 1 


13.  Ermittelt  man  nun  mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
für  jedes  der  vorbezeichneten  yerschiedenen  Luftwiderstandgesetze  diejeni- 
gen Ziffernwerthe  der  bezüglichen  Constanten,  welche  den  in  der  laufenden 
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No.  II  angegebenen  Erfabrungsresul taten  am  Besten  entsprechen,  so  ist  zu- 
nächst  (alle  Längenmaasse  in  Fassen  gedacht) 

/o^|-=:  0,71643 

M 

und  sodann  für 

Hypothese  I. 

/oör^  =  0,81214— 2 
log  X  =  0,52857  —  1 
c=  1370,6  Fuss. 
Hypothese  II  (Newton). 
%^  =  0,74811  — 5 
log  A  s=  0,46454  —  4 
c  =  1383,7  Fuss. 
Hypothese  III  (Piobert). 
/0Ör>rf  =  0,86335  — 5 
log  X  =  0,57978  —  4 
c  s=  1390,5  Fuss. 
Hypothese  IV. 

/o^  ^  =  0,68274  —  8 
%A  =  0,39917  — 7 
c  =  1399,7  Fuss. 
Hypothese  V. 

log  B  =  0,16285  —  7 
log  (7=0,06272  —  11 
c  =  1415,5  Fuss. 
Hypothese  VI. 

%  ^  =  0,61592  — 11 
/(>^;i  =  0,33235  — 10 
c  =  1418,8  Fuss. 
14.  Berechnet  man  nun  für  jede  einzelne  der  sechs  Hypothesen  fflr  die 
in  No.  11  angegebenen  7  Schussweiten  (in  Füssen  ausgedrückt)  mittelst  der 
in  No.  13  angegebenen  Ziffernwertbe  der  Constanten  und  mittelst  der  in 
No.  12  angegebenen  Formeln  die  zugehörigen  Flugzeiten,  so  bekommt  man 
für  jede  der  sechs  Hypothesen  7  berechnete  Flugzeiten.     Für  jede  dersel- 
ben suche  man  die  Differenz  zwischen  ihr  selbst  und  der  correspondirenden 
beobachteten  Flugzeit  und  bezeichne  diese  Differenz  mit  dem  Zeichen  c. 
Jede  dieser  sieben  Ziffern  erhebe  man  ins  Quadrat  und  addire  die  so  ent- 
stehenden Zahlen.  Die  so  entstandene  Summe  nennt  man  bekanntlich  „die 
Summe  der  Fehlerquadrate 'S  man  bezeichne  sie  durch  [ee].     Man  findet 
durch  eine  solche  Rechnung  für  die 

Hypothese  I.     [«]  =  0,0000  05897, 
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Hypothese  in.  [«]=»  0,0000  84026  (Piobert), 
„  IV.    [««]  =  0,0000  81755  (cubisch), 

„  V.     [£«]=  0,0000  80076, 

„  VI.   [cf  J  =  0,0000  70576  (biquadratweh). 

Der  Sinn  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist  bekanntlich  der,  für 
eine  gegebene  mathematische  Form  eines  Naturgesetzes  diejenigen  Ziffern- 
werthe  der  in  letzterem  vorkommenden  und  vorläufig  noch  unbestimmt  ge- 
lassenen Constanten  Symbole  durch  Bechnung  zu  finden,  welche  einer  durch 
praktische  Beobachtungen  gegebenen  Beihe  von  Versuchsresultaten  am 
Besten  entsprechen.  Letzteres  findet,  wie  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
nachweist,  statt,  wenn  die  Summe  der  ins  Quadrat  erhobenen  Differenzen 
zwischen  den  beobachteten  Zahlen  und  den  mittelst  jener  constanten  Sym- 
bole berechneten  Zahlen  die  kleinstmöglichste  (ein  Minimum)  ist. 

£s  soll  also  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  nämlich  [ce]  ein  Mini- 
mum sein. 

Die  in  No.  13  aufgeführten  Ziffernwerthe  der  verschiedenen  constanten 
Symbole  für  die  sechs  angegebenen  Luftwiderstandgesetze  sind  nun  die- 
jenigen, welche  die  correspondirenden  kleinsten  Summen  der  Fehlerquadrate 
ergeben  und  die  Ziffernwerthe  der  letzteren  selber  sind  hier  oben  unter 
der  Bezeichnung  [n]  angegeben. 

15.  In  demselben  Sinne  und  mit  demselben  Bechte,  wie  man  für  eine 
bestimmt  gegebene  mathematische  Form  eines  Naturgesetzes  diejenigen 
Ziffernwerthe  der  constanten  Symbole  in  demselben  für  die  besten  hält, 
welche  die  kleinstmöglichste  Summe  der  Feblerquadrate  ergeben,  in  dem- 
selben Sinne  kann  man  auch  den  Werth  mehrerer  mathematischer  Aus- 
drücke für  ein  und  dasselbe  Naturgesetz  mit  einander  vergleichen ,  indem 
man  dabei  die  correspondirenden  kleinsten  Summen  der  Fehlerquadrate 
als  Maassstab  benutzt  und  zuletzt  diejenige  mathematische  Form  für  die 
bessere  erklärt,  welcher  die  kleinere,  respective  die  kleinste  Summe  der 
Fehlerquadrate  entspricht. 

Betrachtet  man  von  diesem  Standpunkte  aus  die  in  der  vorigen  Num- 
mer angegebenen  Ziffernwerthe  von  [n],  so  sieht  mun 

1)  wie  inUebereinstimmung  mit  dem  in  No.  4  aufgeführten  Zahlenbei- 
spiel und  der  No.  5  auch  hier  das  Newton'sche  Gesetz  schlechter 
als  das  Piobert'sche  und  das  Piobert'sche  schlechter  als  das  rein 
oubische  Gesetz  ist; 

2)  dass  das  Gesetz  unter  No.  V  wiederum  besser  als  die  vier  vor- 
hergehenden und  das  endlich  dass  biquadr&tische  Gesetz  derNo.VI 
das  beste  von  allen  ist. 

Der  Werth  der  sechs  versuchten  Hypothesen  steigt  mit  der  römischen 
Bezeichnnngsziffer. 

16.  Die  in  No.  14  angegebenen  Ziffernwerthe  von  [a]  können  benutzt 
werden,  um  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungszahlen 
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in  No.  11  zu  finden.  Man  versteht  hierunter  bekanntlich  eine  Zahl,  in  Be- 
zug auf  welche  zwei  Personen  von  entgegengesetzter  Meinung  mit  gleichem 
Grade  von  Wahrscheinlichkeit  zu  wetten  berechtigt  sind,  der  eine,  dass  der 
Fehler  jeder  einzelnen  der  zum  Grande  gelegten  (sieben)  beobachteten 
mittleren  Flugzeiten  nicht  grösser,  der  andere,  dass  er  nicht  kleiner  sein 
könne,  als  jene  Zahl,  welche  man  „den  wahrscheinlichen  Fehler^'  nennt. 
Bezeichnet  man  mit  m  die  Anzahl  der  zum  Grande  gelegten  Einzelzahlen 
(hier  7  Flugzeiten) ,  und  mit  fi  die  Anzahl  der  im  Problem  vorkommenden 
Constanten ,  (hier  2) ,  so  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  %     • 

%  =  0,67450  .  j/:^  ^  0,67450  .  l/^^ 

und  sodann  für 

Hypothese  I.       g[  =  0,00295, 
II.      g  =  0,00282, 

„  III.    g  =  0,00277, 

„  IV.     5  =  0,00278, 

„  V.      8  =  0,00270, 

„  VI.    5  =  0,00269, 

Ziffernwerthe,  welche  begreiflicherweise  sich  eben  so  rangiren,  wie  die 
entsprechenden  von  [tc]. 

17.  Wenn  man  beachtet,  dass  aus  dem  in  den  Nummern  4  und  5  be- 
sprochenen Versuche  genau  dieselbe  Bangirung  der  drei  verschiedenen 
Laftwiderstandgesetze : 

das  Newton'sche, 

das  Piobert'sche, 
das  cubische, 
hervorgeht,  wie  aas  dem  in  den  Nummern  13  bis  16  beschriebenen  Versuchi 
so  muss  diese  Uebereinstimmung  grosse  Beruhigung  und  Befriedigung  ge- 
währen. Die  Art  der  Zeitbeobachtungen  in  beiden  war  total  verschieden. 
In  dem  ersten  Versuche  fanden  die  Zeitbeobachtungen  aus  freier  Hand 
«tatt,  in  dem  zweiten  durch  selbstregistrirende  Apparate.  Dass  in  der  An- 
ordnung der  von  den  geschicktesten  Künstlern  gefertigten  Apparate,  sowie 
in  Betreff  der  Sorgsamkeit  der  Ausführung  der  Beobachtungen  Alles  aufge^ 
boten  war,  was  guter  Wille  und  Sachkenntniss  förderlich  erscheinen  Hessen, 
braucht  kaum  versichert  zu  werden.  Wenn  nun  trotz  der  angedeuteten 
Verschiedenheiten  in  beiden  Fällen  dieselbe  Rangirung  als  Resultat  her- 
vortrat, so  besteht  augenscheinlich  mindestens  eine  grosse  Wahrscheinlich- 
keit, dass  die  angeführte  Art  derEangirang  in  derNatnr  derSache  selbst  be- 
gründet sei  und  es  tritt  mithin  für  künftige  derartige  Versuche  die  Noth  wen- 
digkeit hervor,  bei  der  Heranziehung  der  verschiedenen  Formen  der  zu 
prüfenden  Luftwiderstandgesetze  in  eine  eben  so  grosse  Ausdehnung  einzu- 
gehen« So  viel  kann  man  aber  wohl  schon  jetzt  mit  ziemlicher  Sicherheit 
behaupten,  dass  aucd  das  Piobert'sche  Gesetz  der  Wahrheil  and  Wirklich- 
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keit  noch  nicht  nahe  genug  kommt,  nnd  dass  in  dieser  Beziehung  die  Hypo- 
thesen IV,  V  und  VI  vorzuziehen  sind. 

Hierbei  ist  nun  zunächst  zu  beachten,  dass  die  Luftwiderstandgesetze 
mit  einfachen  Potenzen  der  Geschwindigkeit  und  ganzem  Exponenten  fol- 
gende Keihefolge  ergeben: 

Differenz 

L       W=^Av,     5  =  0,00295,   0,00018, 

II.     W^Av^,    5  =  0,00282,    0,00009, 

IV.   }F=Av\    5  =  0,00273,    0,00004, 

VI.   ff^^Av\   5  =  0,00269. 

Bildet  man  hiervon  eine  graphische  Darstellung,  in  welcher  die  Exponenten 

von  V  (1,  2,  3,  4)  die  Abscissen,  die  zugehörigen  Werthe  von  5  Aber  die 

Ordinaten  bilden ,  so  tritt  mit  grosser  Augenscheinlichkeit  hervor,  dass  das 

Gesetz  Av^  bereits  wieder  ein  grösseres  5»  ^^^  WssAv^  ergeben  würde, 

nnd  dass  mithin  der  wahre  Exponent  fclr  v,  wenn  man  ein  eingliedriges 

Gesetz  annehmen  will,  eine  Bruchzahl  sein  würde,  die  zwischen  4  und  5 liegt. 

Da  jedoch  sowohl  alle  zweigliedrigen  Luftwiderstandgesetze,  als  auch 
die  eingliedrigen  mit  gebrochenen  Exponenten  höchst  lästige  Verwickelun- 
gen in  den  an  sich  schon  so  sehr  voluminösen  Rechnungen  ergeben,  so  wür- 
den nur  noch  die  Hypothesen  IV  und  VI,  nämlich  W^z^Av'  und  ^=^v* 
zur  Wahl  übrig  bleiben.  Beide  sind  nun,  wie  die  Ziffernwerthe  von  5  zei- 
gen, in  ihrem  Werth  nur  wenig  verschieden,  es  bleibt  daher  das  Gesetz 
fF=Av^  als  das  empfehlenswertheste  übrig,  insofern  die  von  ihm  abgelei- 
teten Formeln  die  einfacheren  sind. 

Ob  diese  Ansicht  richtig  ist,  werden  fernere  noch  zuverlässigere  Ver- 
suche entscheiden  können. 

18.  In  Betreff  der  Zulässigkeit  oder  Unzulässigkeit  des  Gesetzes 
W=Av*  ist  noch  folgendes  anzuführen. 

Es  tritt  mit  immer  grösserer  Bestimmtheit  hervor,  dass  bei  allen  Ge* 
schössen  in  Folge  der  Umdrehung  (sei  diese  wälzend,  wie  bei  excentrischen, 
oder  bohrend,  wie  bei  Spitzgeschossen  der  gezogenen  Geschütze)  eine 
hebende  oder  drückende  Kraft  wirksam  wird,  welche  dem  Geschoss  ein  Be- 
streben mittheilt,  über  oder  respective  unter  die  jedesmalige  Bahntangente 
des  betreffenden  Punktes  auszuweichen.  Von  der  sogenannten  Derivation 
wird  hierbei  abgesehen.  Es  ist  Sache  der  Rechnung,  das  Gesetz  für  jenes 
Streben  aufzufinden  und  dafür  einen  passenden  mathematischen  Ausdruck 
aufzustellen,  welcher  in  der  Anordnung  der  Rechnungen  in  angemessener 
Weise  zu  benutzen  ist. 

Welches  nun  immerhin  die  Form  des  Luftwiderstandgesetzes  sein  mag, 
welches  man  zu  benutzen  sich  entschliesst,  so  sind  dabei  zwei  verschiedene 
Wirkungen  zu  betrachten:  die  Verschiedenheiten  in  dem  Fortschreiten  in 
der  Bahn  nach  der  jedesmaligen  Richtung  der  Bahntangente  und  die  Ver- 
schiedenheiten in  der  Abweichung  ans  dieser  Bahn  nach  Maassgabe,  theils 

Zeitschrin  f.  MalheroaUk  «.  Physik.  XI,  6.  35  "^ 
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der  Schwere,  tbeils  der  Umdrehung  des  Geschosses.  Die  Art  und  Weise, 
wie  alle  Ermittelangen  des  Luftwiderstandgesetzes  vor  sich  gehen,  läuft 
immer  darauf  hinaus,  Bahnstrecken  von  bekannter  Länge  zum  Grande  zu  le- 
gen und  die  Ziffernwerthe  derselben  als  Urvariabelnin  das  bezügliche  Gesetz 
einzuführen.  Dasjenige  Luftwiderstandgesetz,  zu  dessen  Benutzung  man 
sich  schliesslich  entschliesst ,  wird  immer  schon  der  Art  sein,  dass  es  dem 
Fortschreiten  in  der  Bahn  nach  der  Richtung  der  jedesmaligen  Bahntangente 
von  selbst  hinreichend  entspricht  und  es  kann  dieser  Punkt  bei  der  fer- 
neren Betrachtung  ausser  Acht  bleiben. 

Anders  ist  es  mit  den  Verschiedenheiten  in  dem  Ausweichen  des  Ge- 
schosses ans  seiner  jedesmaligen  Richtung,  insofern  dies  durch  die  Schwere 
bewirkt  wird,  und  insofern  die  Verschiedenheiten  des  Luftwiderstandge- 
setzes Verschiedenheiten  in  der  Intensität  dieses  Ausweicbens  bewirken 
können.  Da  aber  ausser  diesem  eben  besprochenen  Ausweichen  auch  noch 
dasjenige  zu  berücksichtigen  ist,  welches  durch  die  Umdrehung  des  Ge- 
schosses hervorgerufen  wird,  so  kann  man  beide  Wirkungen  zusammen- 
werfen und  bei  der  Ermittelung  ihres  Gesetzes  aus  praktischen  Schiessver- 
suchen von  dem  Umstände  absehen,  dass  sie  aus  dem  Zusammenwirken 
zweier  an  sich  verschiedener  Ursachen  hervorgehen.  In  dem  Ausdruck 
des  Gesetzes,  wie  es  sich  unter  diesen  Umständen  ergiebt,  ist  sodann  der 
etwaige  Einfluss  des  Luftwiderstandgesetzes  auf  die  Ausweichung  in  der 
Richtung  senkrecht  auf  die  Bahntangente  implicite  bereits  mit  einge- 
schlossen. 

Es  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  diese  ganze  Auseinandersetzung 
für  jedes  beliebige  Luftwiderstandgesetz  gilt,  welches  man  für  anwend- 
bar erachtet. 

19.  Die  Ermittelung  des  Luftwiderstandgesetzes  ist  in  den  beiden  in 
dem  Vorigen  besprochenen  Versuchen  in  ihrem  experimentellen  Theile 
auf  die  Beobachtung  der  Flugzeiten  ftir  gegebene  Längen  der  Flugbahn 
begründet. 

Es  waren  denselben  auswärts  mehrfach  Fallversuche  vorangegangen, 
bei  welchen  man  für  gemessene  Fallhöhen  die  dazu  gehörigen  Flugzeiten 
aus  freier  Hand  beobachtet  hatte. 

Herr  Professor  J.  F.  W.  Gronau  an  der  Realschule  zu  St.  Johann 
zu  Danzig  hat  die  wichtigsten  derselben  in  den  Schriften  der  Naturforschen- 
den Gesellschaft  zu  Danzig  für  das  Jahr  1865  einer  sehr  eingehenden  und 
interessanten  Kritik  unterworfen. 

Die  Resultate  der  desfallsigen  Untersuchungen  waren  indessen  für  den 
hier  vorliegenden  Zweck  nicht  ausreichend,  weil  die  grössten  vorgekom- 
menen Geschwindigkeiten  der  fallenden  Köi*per  weit  hinter  denen  der  Ar- 
tilleriegeschosse  zurückbleiben. 

Eine  noch  erheblichere  Schwierigkeit  jedoch  liegt  in  dem  Umstände, 
dass  auf  die  Grösse  der  beobachteten  Flugzeiten  der  Gr^^der  geistigen 
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Bereitschaft  des  Beobachters  einen  so  grossen  Einflnss  hat,  so  dass  dieses 
Element  nicht  allein  je  nach  der  Individualität  des  Beobachters,  sondern 
auch  je  nach  der  augenblicklichen  Stimmung  des  letzteren  verschieden  ist 
und  dass  kein  Mittel  vorhanden  ist,  diesen  Einflnss  in  jedem  einzelnen  Falle 
scharf  zu  ermitteln  und  gehörig  in  Rechnang  zu  stellen. 

Ans  der  laufenden  No.  4,  welche  die  gleichzeitigen  Beobachtungen 
zweier  verschiedener  Personen  von  ungleichem  Temperament,  angestellt 
für  ein  und  dieselbe  Serie  von  Thatsachen,  angiebt»  geht  hervor,  dass  die 
Unterschiede  der  beobachteten  mittleren  Flugzeiten  von  dem  einen  Be- 
obachter gegen  den  andern  bis  auf  den  Betrag  von  0,15  Sekunden  stiegen. 
In  den  Fall  versuchen  von  Dr.  Benzenberg  im  Michaelisthurme  zu  Ham- 
burg im  Jahre  1802  hat  letzterer  den  in  Rede  stehenden  Fehler,  welchen  er 
„Fehler  der  Sinne*'  nennt,  zu  3,07  Tertien  =  0,0612  Sekunden  gefunden. 
Reiche  in  seinen  ähnlichen  Versuchen  in  einem  Bergwerksschacht  zu  Frei- 
berg im  Jahre  1832  giebt  diesen  Fehler  zu  8,70  Tertien  =  0,1460  Sekunden 
an.  Der  Schreiber  dieser  Zeilen  hat  im  Jahre  1858  die  Gelegenheit  benutzt, 
für  einen  Beobachter  von  grosser  Uebnng  und  unbezweifelter  Gewissen- 
haftigkeit diesen  „Fehler  der  Sinne*'  zu  ermitteln,  indem  er  die  Brennzeit- 
ten  äusserst  sorgfältig  gearbeitete  Brennzünder  einerseits  auf  einem  selbst- 
registrirenden  chronometrischen  Apparat,  andererseits  aber  gleichzeitig 
durch  Beobachtung  aus  freier  Hand  feststellen  Hess.  In  Mittelzablen  aas 
je  20  Beobachtungen  ergaben  sich  dann  für  drei  verschiedene  Zünderlängen 
die  Brennzeiten  des  selbstregistrirenden  chronometrischen  Apparates  zu 

1,0130   1,9985   3,0406  Sekunden, 
die  des  Beobachters  aus  freier  Hand  zu 

1,1100   2,1000   3,1250  Sekunden, 
mithin  Unterschied 

0,0970   0,1015   0,0844  Sekunden, 
als  dasjenige,  was  vorhin  mit  dem  Ausdruck  „Fehler  der  Sinne*'  bezeich- 
net ist. 

Hier  zeigt  sich  nun,  dass  auch  für  einen  und  denselben  Beobachter 
der  Ziffernwerth  dieses  „Fehlers  der  Sinne*'  nicht  unter  allen  Umständen 
derselbe  bleibt. 

20.  Betrachtungen  dieser  Art  waren  es,  welche  zu  dem  in  No.  10  be- 
sprochenen Entschluss  führten,  die  beabsichtigte  Beobachtung  der  Flugzei- 
ten durch  selbstregistrirende  electromagnetisch  -  chronometrische  Apparate 
zu  bewirken. 

Die  Ergebnisse  der  bezüglichen  Versuche  sind  in  dem  Vorhergehenden 
ausführlich  besprochen. 

Ganz  abgesehen  davon  indessen,  dass  auch  die  Einrichtungen  der 
letzteren  Art  ihren  Bedenken  in  Bezug  auf  Zuverlässigkeit  unterliegen, 
welche  zu  beseitigen  ein  Geschäft  für  sich  ist,  so  ist  durch  den  belgischen 
Major  Navez  seit  dem  Jahre  1851  eine  Behandlnngsweise  dieses  Gegei|^ 

35» 
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Standes  in  Anregung  nnd  in  Gang  gebracht  worden,  welche  eine  ungemeine 
Förderung  desselben  in  Aussiebt  stellt. 

Statt  nämlich, wie  beiden  z.wei  vorgenannten  Methoden,  für  bestimmte 
Schussweiten  die  zugehörigen  Flugzeiten  zu  messen,  ermittelt  Major 
Navez  die  am  Endpunkt  jeder  Schussweite,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  be- 
stimmten Punkten  der  Flugbahn  die  zugehörige  Geschwindigkeit  des 
Geschosses.  Er  bewirkt  dies,  indem  er  das  Geschoss  durch  zwei  Drath- 
gitter  gehen  lässt,  welche  in  der  Gegend  des  Ziels  in  kurzer  Entfernung  von 
einauder  aufgestellt,  mit  einem  electromagnetischen  Apparat  in  Verbindung 
stehen ,  welcher  durch  die  Fallhöhe  eines  Pendels  die  Zeit  ergiebt ,  in  der 
der  Raum  zwischen  den  zwei  Drathgittern  von  dem  Geschoss  durchlaufen 
wurde.  Man  nimmt  hierbei  an,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses 
auf  seinem  Wege  zwischen  den  beiden  Gittern  ohne  erheblichen  Fehler  ftir 
gleichförmig  angesehen  werden  dürfe.  Der  Quotient  aus  dem  Abstände  der 
Gitter  dividirt  durch  die  beobachtete  Zeit  ist  dann  die  gesuchte  Geschwin- 
digkeit. 

Nun  ist  es  jedoch  mit  der  blossen  Beobachtung  der  Flugzeit  —  sei 
dies,  wie  im  ersten  Halle,  diejenige  für  die  ganze  Strecke  bis  zum  Ziel, 
oder  wie  im  andern  Falle  für  eine  nur  sehr  kurze  Strecke  in  der  Gegend 
des  Ziels  —  noch  nicht  abgemacht,  sondern  es  handelt  sich  dann  noch 
darum,  für  jedes  zur  Prüfung  gezogene  Luftwiderstandgesetz  die  Ziffern- 
werthe  derjenigen  Constanten  zur  ermitteln,  welche  in  dem,  jenem  Gesetz 
entsprechenden  Ausdruck  für  die  Relation  zwischen  Flugzeit  und  durch- 
laufenem Wege  oder  zwischen  letzterem  und  der  Endgeschwindigkeit  vor- 
kommen.    Die  Arbeit  besteht  dann  darin, 

mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  Ziffern* 
werthe   der  erwähnten   Constanten  aufzufinden,  für   welche  die 
schliessliche  Berechnung  der  Flugzeiten  oder  bezüglich  der  Ge- 
schwindigkeiten zu  den  gegebeneu  Schussweiten  die  kleinstmög- 
lichste  Summe  der  Fehlerquadrate  zwischen  Berechnung  und  Be- 
obachtung ergiebt. 
Diese  Berechnung  —  angestellt  für  die  Flugzeiten  der  ganzen  Schusswei- 
ten —  ist  besonders  für  mehrgliedrige  Luftwiderstandgesetze  eine  unerträg- 
lich mühsame,  weil  die  Ausdrücke,  welche  den  Zusammenhang  zwischen 
der  Flugzeit  und  der  ganzen  Schussweite  angeben,  nur  durch  eine  zwei- 
malige Integration  der  Ansatz-Gleichungen  erhalten  werden  und  oft  eine 
lästige  Verwickelung  zeigen. 

Unvergleichlich  besser  stellt  sich  diese  Angelegenheit,  wenn  man  die 
zweite  Art  der  Beobachtungen,  nämlich  die  durchlaufenen  Räume  und 
die  zugehörigen,  mittelst  des  Navez'schen  Apparates  gefundenen  Ge- 
schwindigkeiten am  Endpunkte  dieser  durchlaufenen  Räume  benutzt.  Di® 
Formeln  für  diese  werden  ans  den  Grundgleichungen  durch  eine  nur  ein- 
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malige  Integration  gefanden,  ergeben  viel  einfachere  Ausdrücke  und  ver- 
ursachen daher  viel  weniger  Mühe  bei  den  Berechnungen. 

Da  es  zugleich  den  Anschein  hat,  dass  diese  Beobachtungen  ganz  be- 
sonders einer  Prüfung  ihrer  Zuverlässigkeit  und  eines  hohen  Grades  von 
Genauigkeit  fähig  gemacht  werden  können, ^so  dürfte  diese  Art  der  Behand- 
lungsweise  des  in  Bede  stehenden  Gegenstandes  für  die  Folge  vorzugsweise 
Platz  greifen  und  die  im  Eingange  besprochene  dadurch  vollständig  ver- 
drängt werden.     • 

In  neuerer  Zeit  soll  namentlich  durch  die  Vorschläge  des  belgischen 
Lieutenant  Herrn  Le  Bouleng^  eine  namhafte  Vervollkommnung  des 
in  Kode  stehenden  Apparates  bewirkt  worden  sein ,  worüber  der  56.  Band 
des  Archivs  für  Art.  u.  Ing.  Off.  S.  189  nähere  Auskunft  giebt. 

21.  Dem  Schreiber  dieser  Zeilen  ist  bis  jetzt  nur  ein  Beispiel  bekannt, 
in  welchem  der  Navez*sche  Apparat  zur  Ermittelung  des  Luftwid  erstand - 
gesetzes  benutzt  worden  ist.  Es  ist  dies  der  in  den  Jahren  1861  und  1862 
bei  Dresden  angestellte  Versuch,  welcher  im  54.  Bande  jenes  „Archivs^* 
S.  24  beschrieben  ist. 

Man  schoss  nämlich  mit  Granaten  ans  einem  gezogenen  6  Pfänder  auf 
die  drei  Entfernungen  von  28"*,  328'"  und  628*  und  erhielt  mittelst  des 
Nave »'sehen  Apparates  auf  diesen  Entfernungen  die  Geschwindigkeiten 
von  bezüglich  311,00*;  207,38",  und  281,70*",  wo  das  Zeichen  m  Meter  be- 
deutet. Betrachtet  man  den  Punkt,  welcher  der  Entfernung  von  28"  von 
der  Geschützmündung  entspricht,  als  den  Anfangspunkt,  so  hat  man 

Anfangsgeschwindigkeit  =  311,00", 
Geschwindigkeit  für  die  Entfernung  von  300":  207,38", 
»     „  M  n    600":  281,70", 

eine  Anordnung  des  Versuchs,  welche  überaus  vortheilhaft  ist.  Durch 
Combination  dieser  drei  Elemente  zu  je  zweien  erhält  man  hieraus ,  wenn 
man  allgemein  unter 

c  die  Anfangsgeschwindigkeit, 
$  den  durchlaufenen  Baum, 
t;  die  Endgeschwindigkeit 
versteht,  folgende  drei  Fälle,  alles  in  Metern  verstanden: 

sc  V 

300     311,00     207,38, 

600     311,00     281,70, 

300     207,38     281,7a, 

welche  nun  zur  Prüfung  mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ganz 

geeignet  sind. 

22.  Bezeichnet  man,  wie  oben  in  No.  12,  mit 

M  das  Gewicht  des  Geschosses, 

g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  ^  , 

A v"  den  LuftwidersUnd,  ^9^^^^^^ by CjOOglC 
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80  sind  die  Grnndansatz-Gleichnngen  bekanntlich 

vdv         Ag 
ds~      M'"- 
Setzt  man  sodann  fSr  die  verschiedenen  zn  prüfenden  Lnftwiderstandgesetze 
I.  .     ff=Av, 

n.  fr=  Av'  (Newton), 

m.  W^Av^n+'^vj  (Piobert) ,  wo  r  =  435", 

IZ'  Y„^  "l"!'  (die  V.  der  No.  12  fällt  hier  aus), 

VI.  fr  =  Av* 

VII.  fr=Av^ 

VIII.  TF^Av', 

so  ergiebt  sich  durch  angemessene  Substitution  und  einmalige  Integration, 
und  fUr 

M        ' 

I.  c  —  v  =  ls, 

II.  log  naie  —  log  naivsss  i», 

III.  logttat( — [■  —  \  —  lognat(—^-]  =  Xs, 

IV.  i_i  =  A,, 

V         c 

VI.  -.  — -i==2is, 

VII.  ^_^  =  3A», 

Gleichnngen,  ans  welchen  augenscheinlich  die  erforderlichen  Formeln 
zur  Berechnung  der  Endgeschwindigkeit  v  aus  der  gegebenen  Anfangsge- 
schwindigkeit c  und  dem  durchlaufenen  Räume  «durch  einfache  Umstellung 
sehr  leicht  erhalten  werden. 

23.  Man  erkennt  sogleich ,  dass  in  allen  diesen  Gleichungen  auf  der 
linken  Seite  abgesehen  von  dem  bekannten  r  immer  nur  die  Anfangsge- 
schwindigkeit und  die  Endgeschwindigkeit  vorkommen,  welche  beide  durch 
die  Beobachtung  bekannt,  also  gegeben  sind.  Auf  der  rechten  Seite  kommt 
überall  nur  der  Buchstabe  X  neben  der  bekannten  Entfernung  s  vor,  so  dass, 
wenn  man  Behufs  allgemeiner  Behandlung  das  jedesmal  links  stehende,  mit 
0,  und  das  rechts  neben  s  stehende  mit  ß  bezeichnet,  die  Form 

e  =  ß.s 
erscheint,  wo  die  zusammengehörigen  Werthe  Ton  0  und  s  bekannt  sind 
und  ß  der  einzige  Unbekannte  ist 

Bezeichnet  man  sodann  für  jede  einzelne  Voraussetzung  des  Luft- 
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widersiaudes  in  sich  und  für  die  am  Ende  der  No.  21  angegebenen  drei 
Fälle  die  zusammengehörigen  Werthe  von  B  und  s  respective  mit 

80  wie  6|^|+  ön*ii+öm*m  ™i'  [®*]  ^^^  ^i«i  +  ^u*ii  +  %*iu  ^i*  [**]»  so  er- 
giebt  sich  der  beste  Ziffernwerth  für  ^  nach  den  Lehren  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung ans 

24.  Führt  man  nun  für  jede  der  in  No.  22  angegebenen  hypothetisch 
vorausgesetzten  Luftwiderstandgesetze  die  Berechnung  von  /3  ans,  und  be- 
rechnet man  sodann  damit  für  die  in  den  No.  21  aufgeführten  3  Fälle  aus  den 
für  «  und  c  gegebenen  Ziffernwerthen  die  zugehörigen  Ziffemwerthe  von  v, 
80  erhält  man  durch  diese  Berechnung : 


Hypothese 

«1 

V|| 

«in 

L 

296,35" 

281,70 

282,73 

n. 

295,90 

281,70 

283,02 

Newton 

ra. 

295,84 

281,70 

283,14 

Fiebert 

IV. 

295,60 

281,70 

283,30 

VI. 

295,34 

281,70 

283,60 

vn. 

294,90 

281,70 

283,75 

anstatt  der  wirklich 

beobachteten 

297,38 

281,70 

281,70. 

Berechnet  man  sodann  für  jede  dieser  6  Hypothesen  in  sich  und  für  jeden 
der  3  berechneten  Werthe  von  v  die  Differenz  zwischen  dem  berechneten 
und  dem  beobachteten  Werthe  von  v  und  bezeichnet  man  diese  Differenz 
mit  £,  80  hat  man  beispielsweise  für  Hypothese  I 

£i  =  — 1,03;     £n=0;     «ui  =  +I,03. 
Erhebt  man  sodann  diese  Werthe  von  «  ins  Quadrat,  addirt  die  so  erhalte- 
nen Zahlen,  und  bezeichnet  das  Eesultat 

€,«,+  £u£,i+%%mit[««], 
so  ist  dieses  [fic]  die  Summe  der  Fehierquadrate ,  und  man  erhält  dafür 
in  dem  Falle 

I.  [««]=»  2,12wo^=irfv 

IL  [«fi]=  3,67        W^Ä'^ 


in. 


[«€]  =   4,45        W^Ä'^  U  +  ^) 


IV.  [««]=»  M2        W^Ay^ 

VL  [««]=  7,70        W^Äxf^ 

VIL  s   [««]=  10,35       W^A'^ 

25.  Der  Sinn  dieser  Anwendung  der  WahrscheinlichkeitsrechnuDg  ist, 
wie  schon  oben  erörtert,  der,  dass  diejenige  Form  des  Lnftwiderstandge- 
setzes  im  Vergleich  zu  einer  andern  wahrscheinlich  die  bessere  sei,  bei 
welcher  die  Summe  der  Fehierquadrate  [£€]  kleiner  ist,  als  bei  der  andern. 


534     Ein  Beitrag  zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandgesetzes. 

Von  den  hier  zur  Prüfung  gezogenen  Luftwiderstandgesetzen  wiird«  also 
dasjenige  das  (wahrscheinlich)  beste  sein,  für  welches  die  Summe  der  Feh- 
lerquadrate [se]  die  kleinste  unter  allen  ist.  Dies  trifft  bei  der  Hypothese  I 
zu,  für  welche  [ss]  =  2,12  kleiner  ist,  als  irgend  einer  der  nachfolgenden 
ähnlichen  Ziffernwerthe.   Hiernach  also  wäre 

die  passendste  Form  des  Luftwiderstandgesetzes  (unter  den  hier  zur  Prü- 
fung gekommenen)  und  die  anderen  darauf  folgenden 
^  =  ^.i;';      ir=  i4  ti. '  u.  s.  w. 
wären  schlechter  und  immer  schlechter,  je  mehr  der  Potenzexponent  von 
V  steigt. 

Dies  stimmt  nun  ganz  und  gar  nicht  mit  allen  früheren  Versuchen, 
welche  jemals  und  irgendwo  angestellt  worden  sind.  Immer  will  man,  im 
Widerspruche  mit  dem  soeben  gefandeneu  Resultat,  gefunden  haben,  dass 
der  Exponent  der  Geschwindigkeit  grösser*  als  2  angenommen  werden 
müsse  und  bei  den  in  dieser  Abhandlung  erörterten,  in  Preussen  stattge- 
habten Versuchen  ist  man  sogar  auf  noch  grössere  Exponenten,  respective 
zur  Ziffer  3,  4  und  noch  darüber  hinaus,  hingelangt. 

Es  müssen  also  nothwendiger  Weise  entweder  die  hier  in  Rede  «tehen- 
den  Dresdener  Versuche  oder  die  anderen  unzuverlässig  gewesen  sein.  Für 
die  Entscheidung  kann  nur  von  einer  grösseren  oder  geringeren  Wahrschein- 
lichkeit die  Rede  sein  und  diese  spricht  entschieden  gegen  die  Dresdener 
Versuche. 

Um  dies  noch  näher  darsuthun,  beachte  man,  dass  die  Form  des  Luft* 


also  der  Potenzexponent  1  für  v  sich  nur  im  Vergleich  zu  den  übrigen  bis 
jetzt  zur  Prüfung  gezogenen  Formen  als  der  passendste  erwiesen  hat,  indem 
die  ihm  entsprechende  Summe  der  Fehlerquadrate  [ss]  kleiner  ist,  als  die 
den  Übrigen  Gesetzen  zugehörige,  dass  aber  hierdurch  noch  nicht  die  Mög- 
lichkeit ausgeschlossen  ist,  dass  Potenzexponenten,  welche  kleiner  als  Isind, 
nicht  eine  noch  kleinere  Summe  der  Fehlerqaadrate  geben  könnten. 

26.  Setzt  man  zum  Behuf  einer  solchen  Prüfung  in  den  Formeln  VIII 
der  No.  22  nach  und  nach  »  =  0,9;  0,8;  0,7;  0,6;  0,5;  so  erhält  man 
für» 
0,0         c*'*  — !;*•*  =  1,1.  A.* 

0,8  C*'*—V**«=:1,2.X.  J 

0,7         c*-*  — v**»  =  l,3.X.« 

0,6         c***  — !;••*  =  1,4.x.« 

0,6         c^»»  — t;*'*=l,5.A.5. 
Führt  man  nun  hiermit  die  Berechnung  für  jede  einzelne  Horizontal- 
reihe  in  sich ,  sowie  in  No.  23  und  25  durch,  so  erhält  mau,  wenn  der  bes- 
seren Uebersioht  wegen  auch  die  in  No.  24  bereits  aufgeführten  Resultate 
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wiederam  mit  herangezogen  werden,  für  die  Summen  der  Fehlerqnadrate 
folgende  Ziffern 

für  W^  [s€] 

Ai^  10,35 

A^  7,79 

^V»  5,42 


('^") 


^vMl  +  -l  4,45 

Jv^  Zfil 

Av  2,12 

Av^^  2,0 

Aifi^  1,8 

At^'''  1,7 

A^  1,6 

^i/»*  1,5. 

Hier  ist  nnn  ersichtlich,  dass  auch  der  Potenzexponent  1  noch  nicht  die 
kleinste  Samme  der  Fehlerquadrate  ergiebt,  sondern  dass  dazu  noch  klei- 
nere  Zahlen  nöthig  sein  würden.  Dies  spricht  jedoch  so  sehr  gegen  alle 
Wahrscheinlichkeit,  dass  es  nicht  der  Mühe  lohnt,  diese  Rechnungen  fort- 
zusetzen, und  man  scheint  zu  dem  Urtheil  berechtigt,  dass  irgend  ein  un- 
günstiger Umstand  die  Dresdener  Versuche  beeinträchtigt  haben  müsse, und 
dass  durch  dieselben  der  vorgesetzte  Zweck  nicht  erreicht  worden  ist. 

Man  wird  also  diese  Versuche  fortsetzen  müssen,  und  dabei  alle  nur 
mögliche  Sorgfalt  anzuwenden  haben,  um  die  unrermeidlichen  Fehler  nach 
Möglichkeit  gleichmässig  zu  yertheilen. 

27.  Welche  Rücksichten  dabei  zu  nehmen  und  welche  Anordnungen 
dafür  zu  treffen  wären,  darüber  behält  sich  der  Verfasser  dieser  Zeilen  eine 
weitere  Aeusserung  für  einen  passenden  Zeitpunkt  noch  vor. 

Spandan,  Mai  1866. 
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XXZIV.     lieber  die  Snmmen  H  sin  {p  +  xq)  und  £  cos  {p  +  ^q) 

0  0 

und  Verwandtes.    Von  Prof.  Keusch.   (Hierzu  Taf.  iv,  Fig.  7—9.) 

§1. 
Durch  Beiziehung  einiger  Begriffe  aus  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 
lassen  sich  die  bekannten  Formeln  für  die  obigen  Summen  in  einfacher 
Weise  ableiten.  Ich  betrachte  (Fig.  7)  ein  Polygonstück  abcde^  dessen 
gleiche  und  gleich  schwere  Seiten  einen  Kreis  vom  Halbmesser  0^^  in  ihren 
Mitten  oder  Schwerpunkten  A^B^C,,..  berühren,  und  suche  zwei  Ausdrücke 
für  das  Moment  des  Polygonstückes  in  Beziehung  auf  eine  beliebige  durch  Oge- 
hendeAchseOX  Ein  ersterAusdrtick  ist  «&  (-r<^i  +  5Pi  +  CC,  +  ...),  wo^-<^i, 
BB^  ...  die  Abstände  der  Punkte  Ay  B  ...  von  der  Achse  sind.  Nach  einem 
bekannten  Satz  ist  aber  das  Moment  des  Polygonstückes  auch  gleich  dem 
Product  aus  der  Projection  a  b  des  Polygons  auf  die  Achse  in  den  Halbmes- 
ser OA  des  einbeschriebenen  Kreises.  Setzt  man  aber  0^=1,  so  bedeuten 
die  Grössen  AAi,BBi...diQ  Sinusse  der  Winkel  XOA,  XOBy  XOC.s 
welche,  wenn  der  erste  =  p,  und  AOB=^  BOG . . .  =i  q  gesetzt  wird,  der 
Eeihe  nach  die  Werthe  Pt  p  +  q^  p  +  2g...,  p  +  xq  erhalten.  Da  ferner 
ah  =i 20a, sin  ^^ist,  so  wird  der  erste  Ausdruck  für  das  Moment  zu 

X 

20a. sin  \qEsin{p  +  xq). 

0 

Die  Projection  des  Polygons  ab...e  auf  die  Achse  bat  den  allgemeinen 
Ausdruck 

Oa{cosaOX — cos  eOX)=iOa{cos  {p  —  \q)  —  cos{p'\'xq+  \q)] 
und  dies  ist,  weil  mit  0^^=!  zu  multipliciren  ist,  um  das  Moment  zu  er- 
balten,  das   Moment   selbst.     Durch    Gleichsetzung  der   beiden  Werthe 
erhält  man 

n  t-.../^  ,  ^^x-   cos{P'-hq)-cos[p+(x  +  \)q\ 

IJ  2»  sm  (p -f-arg)  = : — : — ; ir^ — .      t 

0  «««iS'DigitizedbyL.OOgle 
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Sucbt  man  ebenso  das  Moment  des  Poljgonstückes  in  Beziehang 
auf  eine  Achse  0  J,  welche  senkrecht  auf  OX  steht,  so  ist  der  erste  Aus- 
druck dafür 

2  Oa  .  sin  \  q  Zcos  Cp  +  a?  j) ; 

0 

der  zweite  ist 

a,  «1  =  Oa  (sineOX-^ sin  aOX)  =:0a  [sin  ip  +  iPq  +  \q)  —  sin  (p  —  ^g)], 
woraus 

^  0  2stn^q 

§.2. 

Die  eben  entwickelten  Formeln  hat  M.Koller  in  einer  Arbeit  über  die 
Berechnung  periodischer  Naturerscheinungen*)  angewendet,  um  die  Werthe 
gewisser  Summen  zu  bestimmen ,  auf  die  man  bei  Entwickelung  der  B  e  s  - 
sei 'sehen  Formel  stösst.  Man  kann  sich  aber  auch  die  Aufgabe  stellen, 
die  Werthe  jener  Summen  direct  zur  Anschauung  zu  bringen ,  und  es  ist 
vielleicht  nicht  ganz  unnütz ,  wenn  ich  den  von  mir  eingeschlagenen  Weg 
kurz  bezeichne. 

Die  zunächst  in  Betracht  kommenden  Summen  seien 
^  £  sin(p  +  rmz)   =sA^     2  cos  (p  +  rmz)  =5, 

^  2  [sin  (p  +  rmz)Y=:  C,     2[cos  (p  +rmz)Y=D, 

27C 

in  welchen  z  =  —  einen  aliquoten  Theil  der  Peripherie,  r  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  und  2  eine  Summe  bedeutet,  deren  Glieder  man  erhält,  indem 
man  m  der  Eeihe  nach  0,  l,2...,n  —  1  setzt,  so  dass  also  2  nur  Abkür- 

mssu  —  1 

znng  für       2       ist. 

m  =  0 

In  den  Ecken  0,  1,  2,...n-^l  eines  regulären  n-Ecks  (wo  also  n  we- 
nigstens =  3  ist)  (Flg.  8) ,  denke  ich  mir  je  einen  materiellen  Funkt  von 
gleichem  Gewichte  niedergelegt;  der  Halbmesser  des  umschriebenen  Krei- 
ses sei  =  1;  M2C  und  JÜF  seien  zwei  im  Mittelpunkt  sich  rechtwinklig 
kreuzende  Achsen,  mit  deren  ersterer  MX,  der  Anfangsradius  Mo  dep 
Winkel  XMO=sp  bilde.   Alsdann  sind  die  aufeinanderfolgenden  Winkel 

XM0,XMi,XM2...XM(n  —  l) 
der  Reihe  nach 

,2«  I    «    2«  ,   ,  .27t 

P,P  +  —,   P  +  2.-^,  ...p  +  (n-l)— . 

Die  von  m  =  0  bism=3ii  —  l  genommenen  Summen 

2sm  ip  +  mz)  und  2cosQp  +  fn») 
können  nun,  wenn  man  sich  ihre  Glieder  mit  den  Gewichten  d^r  materiellen 


*)  Denkschriften  der  Wiener  Akademie  I.Band,  1850,  p^l^S<i?y^^^gl^ 
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<^/ww•^.^v^A<>>^^>/^/w^/l# 


Pankte  multiplicirt  denkt,  als  Momente  des  Punktsystems  in  Beziehung  auf 
die   Achsen  MX  und  MV  anfgefasst  werden.       Der  Schwerpunkt   aller 
n-Punkte  liegt  aher  nothwendig  in  M\  es  sind  daher  beide  Summen  fär  je- 
den Werth  von  n  der  Null  gleich. 
Die  Summen 

2  [sin  (p  +  m  2)]»,  E  [cos  (^p  +  m  z)]« 
können,  nachdem  ihre  Glieder  mit  den  Massen  der  Punkte  multiplicirt  sind, 
als  Trägheitsmomente  T«  nnd  Ty  des  Punktsystems  für  die  Achsen  MX 
und  MY  angesehen  werden.  Das  Trttgheitsmoment  S  in  Beziehung  auf 
eine  durch  M  gehende  zu  XMY  senkrechte  Achse  ist  aber,  da  alle 
n-Punkte  im  Abstand  1  von  M  liegen ,  gleich  n  multiplicirt  mit  der  Masse 
eines  Punktes.     Bekanntlich  ist  aber**) 

ferner  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass  allezeit 

denn  denkt  man  sich  die  Achse  MX  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte 
0,  1,  2  ...  n  —  1  gelegt,  so  erhält  man  n  gleiche  Trägheitsmomente,  woraus 
folgt,  dass  dieselben  auch  für  alle  Zwischenachsen  denselben  Werth  haben. 
Es  ist  daher 

Der  letztere  Werth  wird  aber,  nach  Untprdrtickung  des  Massenfac* 
tors,  =  ^n. 

Im  Bisherigen  liegt  also  der  Beweis,  dass  für  r  =  1  und  einen  beliebi- 
gen Werth  von  n,  welcher  grösser  als  2  ist,  die  Beziehungen  bestehen: 

§.3. 

Um  zu  untersuchen ,  wie  sich  die  Werthe  der  Summen  3)  gestalten, 
wenn  man  für  r  der  Beihe  nach  immer  grössere  Zahlen  setzt,  hat  man  nur 
zu  sehen,  wie  sich  die  den  Winkeln 

PiP  +  '-— ,  P  +  2r  — ,  ...p+(n  — l)r  — 
n  n  n 

entsprechenden  Endpunkte  0,1,2...  (n  —  1)  nnd  die  daselbst  niedergelegten 

materiellen  Punkte  auf  dem  Kreisnmfang  gruppiren.     Trifft  es  sich ,  dass 

dieselben  wiederum  auf  die  Ecken   eines  regulären  Polygons  zu  liegen 

kommen ,  so  gelten  auch ,  so  oft  dies  eintritt ,  die  Relationen  4). 

Hierbei  treten  uns  aber  sofort  zwei  Fälle  entgegen,  wo  die  Gruppirung 

auf  den  Ecken  eines  regulären  Polygons  unmöglich  ist,   wo  daher  die 

Werthe  der  Summen  3)  besonders  zu  bestimmen  sind.  Der  erste  Fall  ist  der, 

dass  r  ein  ganzes  Vielfaches  von  n,  oder  r  =  if/i  ist ,  wobei  1^  =  1» 


*)  Ell  ist  B  =  -Swr*  =  Zm  (o?«  +  ^«)  =  2?« a?*  +  Zmy^,  oigitized  by  GoOglc 
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2,  3  . . .     Alsdann  ist  die  Differenz  der  aufeinander  folgenden  Winkel  r  — 

ft 

=zJSC,2n  nnd  es  fallen  daber  alle  Pankte  mit  0  zusammen.  Man  erhält  jetzt 

IAsransinpj   B^ncosp^   C:=nsin*p^    I>=:ncos*p\ 
und  für  p  =  0, 
A^O^    B^n,   C=0,    /?  =  w. 

Der  zweite  Fall  ist  der,  wo  n  gerade  und  r  ein  ungerades  Viel- 
faches von  ^n  ist.    Nun  wird 

r«=(2x+l).j,  r^=(2x+l)^, 

wo  x  =  0,  1,  2.,..  Diesmal  fällt  die  eine  Hälfte  der  Punkte  (0,  2,  4  . . .)  auf 
0,  die  andere  Hälfte  (1 ,  3,  5...)  auf  den  der  0  gegenüberliegenden  Punkt. 
Die  Werthe  der  Summen  3)  sind 

1^  =  0,   -5  =  0,    Cs=n«rt*p,    D  =  ncos*p\ 
und  für  p  =  0, 
^  =  0,    -B=0,    ^=0,    Bzzzn. 


§.4. 

Die  sechs  Kreise  der  Fig.  0  zeigen,  wie  z.B.  für  n=7  und  r=:l  bis  6, 
die  7  Punkte  0,  1 ,  2  ...  6  immer  auf  die  Ecken  eines  regulären  Siebenecks 
zu  liegen  kommen,  und  es  hat  wohl  wenig  Schwierigkeit,  einzusehen,  dass 
das  Analoge  stattfindet  für  den  allgemeineren  Fall ,  wo  fi  eine  Primzahl  ist 
und  r  =  l  bis  w  —  1  gesetzt  wird.  Die  Gruppirung  der  Punkte  selbst  an- 
langend, kann  man  Folgendes  sagen:  für  r  =  l  und  r  =  ft  — 1  legen  sich  die 
Punkte  direct  auf  die  Ecken  des '/i- Ecks,  im  ersten  Falle  rechtslänfig,  im 
zweiten  linksläufig;  für  ein  zwischenliegendes  r  legen  sich  die  Punkte  in 
die  Spitzen  eines  r-tourigen  Sterns  von  n- Zacken,  oder  kürzer  eines  r-tou- 
rigen  n-  Zacks.  Von  r  =  2  bis  r  ==  |  (w  —  1)  sind  die  Sterne  verschieden 
nach  Maassgabe  der  Sehnen  02,  03,  04  u.  s.w.  im  ersten  Kreise,  kehren  aber 
von  r  =  J  (/i  +  1)  bis  r  s=  w  — 2  in  derselben  Form  wieder,  so  dass  für  r  und 
n — r  ihre  Gestalt  dieselbe,  die  Lage  der  Punkte  gleicher  Nummer  aber 
entgegengesetzt  ist.  Bei  der  in  Fig.  9  eingehaltenen  Darstellnngsweise 
kann  man  auch  sagen,  die  zweite  Keihe  von  Gestalten  sei  das  Spiegelbild  der 
ersten  für  ilf  JV  als  Spiegel.  —  Für  r  =  n-f  1,  «+2,  . . .  r  =  2«  + 1,  2« +  2 
n.  8.  w.  kommt  man  immer  wieder  auf  dieselben  Gestalten  wie  für  r=  1, 
2,  3  . . . ,  indem  hierdurch  nur  einfache  oder  mehrfache  ganze  Touren  ein- 
geschoben werden,  wodurch  die  Stellung  eines  Punktes  von  gegebener 
Nummer  nicht  verändert  wird.  Diese  letztere  Bemerkung  gilt  auch  für  das 
Folgende. 

Sind  n  und  r  relative  Primzahlen  (z.  B.  n  =  24,  r=35,  7,  11)  so  kom- 
men die  Punkte  auf  die  Spitzen  eines  r-tourigen  n- Zacks  zu  liegen.  Ist  aber 
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r  ein  Factor  von  n,  so  dass  n  =  vr,  so  legen  sieb  die  Funkte  auf  die  Ecken 
eines  r-tourigen  v-Ecks.  Ist  z.  B.n=24,  so  enthält  diese  Zabl  die  Fäctoren 
12,  8,  6,  4,  8  nnd  die  Punkte  legen  sich  für  r  =  2,  3,  4,  6,  8  auf  die  Ecken 
des  zweitourigen  Zwölfecks,  des  dreitourigen  Achtecks  u.s.w.  Haben  end- 
lich n  und  rein  gemeinschaftliches Maass  fi,  sodass  n=3v^,  r=^fi,  so  legen 
sich  je  fi-Punkte  in  die  Spitzen  eines  ^-tourigen  v-Zacks;  z.  B.  für  n  =  34 
und  r  =  9  ist  |i4  =  3,  V  ==  8,  ^  =  3 ;    für  r  =  1 0  ist  ^  =  2,  v  =  1 2,  ^  =  5. 

Schliesst  man  daher  die  in  §.  3  bezeichneten  Wertbe  von  r  aus ,  so 
kommen  die  n  Punkte  allezeit  entweder  einzeln  oder  in  gleichzähligen 
Gruppen  auf  die  Ecken  eines  regulären  Polygons  zu  liegen.  Die  Sum- 
men 3)  in  §•  2  haben  somit  für  alle  Wertbe  von  r,  welche  nicht 
ein  ganzes  Vielfaches  von  n  sind,  oder,  für  ein  gerades  n, 
nicht  ein  ungerades  Vielfaches  von  ^n  sind,  die  Wertbe 
^  =  0,   J5  =  0,    C=^\n^   2^  =  1«. 

§.5. 
Bei  der  Entwickelung  der  Bessel* sehen  Formel  kommen  noch  die 
nachfolgenden  Summen  in  Betracht: 

2  sin  rmz  .  sin  qmz  =f  E 
3^")  Z  sin  rmz  .C0SQmz=iF 

Zcosrmz  ,cos  Qmz=s  ff, 
wo  die  Symbole  2,  m,  2  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  (§,  2)  haben  und 
r  und  q  ganze  positive  Zahlen  sind.   Durch  leichte  Umformung  erhält  man 
E^=i\Ilcos  (t  —  q)  tnz  •—  ^Zcos  {r  +  q)  mz^ 
/*=  ^Z  sin  (r  +  g)  mz  +  ^Zsin  (r  —  q)  mz^ 
G  =:  \Z  cos  (r  +  q)  mz  +  ^Z  cos  (r  —  ^)  m«. 
Von  den   drei  Grössen  £,  F^  G  ist  hiernach  nur  F  unbedingt  der  Null 
gleich,  weil  nach  den  Formeln  4),  5),  6)  nur  Zsin  rmz  für  alle  Wertbe  von 
r  verschwindet.     Die  Grössen  E  und  G  sind  nur  Null,  wenn  r  +  ^  und  r-^Q 
nicht  Vielfache  von  n,  oder  für  ein  gerades  n  nicht  ungerade  Vielfache  von 
^n  sind.  Die  gewöhnlich  angegebenen  Relationen 

i:=o,  F=o,  G  =  o 

sind  daher  nur  unter  der  bezeichneten  Voraussetzung  richtig. 
Tübingen,  20.  December  1865. 


ZXXY.  üeber  die  durch  Fluoresceni  hervorgerufene  Wärme- 
strahlung.   Von  Dr,  Victor  Pierre  ^  Professor  a.  d.  ünivers.  Prag. 

Es  ist  wiederholt  die  Frage  gestellt  worden:  ob  durch  Fluorescenz 
auch  strahlende  Wärme  erzeugt  werde?  und  es  haben  Studnicka  (Wien. 
Akad.  Ber.  XLIV,  2,  p,  289)  und  Fürst  Salm-Horstmar  (Poggd.  Ann. 
XCIlI,p.54)  dieselbe  im  bejahenden  Sinne  beantworten  zu  müssen  geglaubt. 
Insofern  als  sichtbaren  Strahlen  Wärme  Wirkungen  zukommen,  ist  es  im 
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Grande  überflüssig,  jene  Frage  zu  stellen,  da  es  feststeht,  dass  durch  Flno- 
rescenz  solche  sichtbare  Strahlen  entstehen,  von  denen  man  weiss,  dass  sie 
thermoskopisch  wirksam  sind.  Es  kann  sich  sonach  nnr  am  die  Frage  han- 
deln, ob  darch  Flaorescenz  aach  dankle,  d.  h.  solche  Wärmestrahlen 
entstehen,  deren  Wellenlänge  grösser  ist  als  jene  der  äussersten  rothen 
Strahlen? 

In  dieser  Bichtang  habe  ich  mich  bereits  vor  nenn  Jahren  mit  der 
Frage  za  beschäftigen  angefangen ,  konnte  jedoch  za  keinem  genügenden 
Resnltate  kommen.  Ich  schrieb  jedoch  damals  die  Ursache  des  Mtaslingens 
meiner  Versache  dem  in  der  That  sehr  anvollkommenen  Apparate  za,  über 
den  ich  verfügen  konnte.  Seither  in  den  Besitz  besserer  Apparate  gelangt 
und  unter  günstigeren  Localverhältnissen  nahm  ich  die  Untersuchungen 
von  Neuem  auf,  und  die  Ergebnisse  derselben  bilden  den  Gegenstand  vor- 
liegender Mittheilung. 

Es  schien  ünir  der  beste  Weg,  die*  Frage  zu  entscheiden,  der  zu 
sein ,  dass '  man  das  Licht  der  Sonne  oder  einer  künstlichen  constanten 
Lichtquelle  zuerst  durch  ein  durchsichtiges  für  dunkle  Strahlen 
aber  undurchgängiges  oder  wenigstens  nur  wenig  durchgängiges  Me- 
dium hindurchleitet,  dann  auf  die  freie  Oberfläche  eines  fluoresci- 
renden  Stoffes  fallen  lässt,  und  die  thermoskopisch e  W^irkung  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  misst.  Kehrt  man  dann  den  Vorgang  um,  indem  man 
das  Licht  zuerst  auf  den  fluorescirenden  Stoff  direct  wirken  lässt,  und  dann 
den  reflectirten  Bündel,  bevor  er  das  Thermoskop  trifft,  durch  dasselbe  für 
dunkle  Strahlen  undurchgängige  Mittel  wie  früher  hindurchleitet,  so  müsste 
man,  wenn  durch  Fluorescenz  dunkle  Strahlen  entstanden  sind,  im  zweiten 
Falle  eine  Verminderang  der  thermoskopischen  Wirkung  beobachten. 

Ist  nämlich  s  die  Menge  ^er  leuchtenden,  d  jene  der  dunklen  Strahlen 
im  einfallenden  Lichte,  so  ist  die  Menge  der  aus  der  eiogeschalteten  Platte 
austretenden  Strahlen  beziehungsweise  as  und  ßd.  Durch  Reflexion  gehen 
diese  Mengen  über  in  ^a^  und  q' ßd.  Es  soll  nun  durch  Fluorescenz  eine 
neue  Quantität  leuchtender  und  dunkler  Strahlen  entstehen,  und  zwar  durch 
die  Strahlung  as  die  Menge  fas  leuchtender  und  f' as  dunkler  Strahlen; 
durch  die  Strahlung  ßd  die  Menge  f^'ßd  dunkler  Strahlen.  Die  gcsammte 
Strahlenmenge,  welche  auf  das  Thermoskop  wirkt,  ist  demnach: 
il/  =  «^(^  +  f)  +  ßd{q'  +  f)  H-  fas. 

Fällt  das  Licht  direct  auf  den  fluorescirenden  Stoff,  so  erhält  man  im 
reflectirten  Lichte  die  Strahlenmenge  qs  und  q  dxn  Folge  der  blossen  Re- 
flexion ;  durch  Fluorescenz  kommen  hinzu  die  Mengen  fs  leuchtender  und 
fs  dunkler  Strahlen  von  Seite  der  einfallenden  Strahlung  5;  ferner  die 
Menge  fd  dunkler  Wärmestrahlen  von  Seite  der  Strahlung  d.  Gehen  diese 
Strahlen  durch  dieselbe  Platte  wie  früher  durch ,  so  treten  aus  derselben 
ans  die  Mengen  o*  (p  -|-  f)  sichtbarer,  und  ßd  (g  +  /"')  +  ßfs  dunkler 
Strahlen,  so  dass  die  auf  das  Thermoskop  wirkende  Strahlenmenge  sein  wird^ 
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M-^asig  +  n+ßdii^'  +  n  +  ßf^^ 
Es  ist  daher 

M'-M'  =  f's{€c  —  ß) 
oder  wenn  j3  ssO,  d.  h.  das  Medium  für  dunkle  Strahlen  adiatherman  wäre: 

Ich  stellte  nun  die  Versuche  sowohl  mit  dem  Lichte  der  sogenannten 
Lo c at eil i sehen  Lampe  als  auch  mit  Sonnenlicht  an.    Da  jedoch  die 
Strahlenintensität  hei  Locatelli^s  Lampe  so  gering  war,  dass  keine  he- 
merkharen  Fluorescenzersch einungen  auftraten ,  legte  ich  auf  die  durchaus 
negativen  Resultate  dieser  Versuche,  trotzdem  ich  mich  zur  Messung  der 
Stromstärken  eines  sehr  empfindlichen  Spiegelgalvanometers  bediente,  kein 
besonderes  Gewicht  und  benutzte  bei  den  weiteren  Versuchen  ausschliess- 
lich Sonnenlicht.    Aber  auch  bei  diesem  stösst  man  auf  erhebliche  Schwie- 
rigkeiten.   Namentlich  ist  es  die  durch  die  verschiedene  Höhe  der  Sonne 
und  durch  die  Veränderungen  im  Zustande  der  Atmosphäre  bedingte  Ver- 
änderlichkeit der  Strahlung,  auf  welche  man  sorgfältig  Rücksicht  nehmen 
muss,  wenn  man  sich  keinen  Täuschungen  aussetzen  will.    £s  werden  da- 
her nur  solche  Versuche  brauchbare  Resultate  liefern  können ,  die  in  der 
Nähe  des  Mittags,  also  bei  constanter  oder  sehr  nahe  constanter  Sonnen- 
höhe, und  bei  möglichst  wolkenlosem  Himmel  angestellt  wurden.  Die  Ver- 
suche wurden  in  der  Art  ausgeführt,   dass  man  das  durch  einen  Silber- 
mann'sehen  Heliostat  horizontal  in  das  Zimmer  geleitete  Sonnenlicht  mit- 
telst eines  zweiten  Metallspiegels  in  eine  für  den  Versuch  geeignete  gegen 
den  Horizont  geneigte  Richtung  brachte.    Das  vom  Mctallspiegel  reflectirte 
Licht  wurde  von  einer  in  einem  Metallschirme  angebrachten  Quarzlinse 
von  ziemlich  grosser  Brennweite  aufgefangen  und  auf  die  beiläufig  in  den 
Focns  der  Linse  gebrachte  freie  Oberfläche  einer  fluorescirenden  Flüssig- 
keit geworfen.   Diese  letztere  befand  sich  in  einem  flachen  Schälchen  zwi- 
schen zwei  Metallschirmen,  welche   mit  Oeffnungen  zum  Durchgange  der 
einfallenden   und   reflectirtcif  Strahlen  versehen  und  in  geeigneter  Weise 
aufgestellt  wurden.   Die  Thermosäule  war  an  der  der  Wärmequelle  zuge- 
wendeten  Seite    mit  einem   kurzen    cjlindrischen   Ansatzrohre  versehen, 
und   ganz    nahe    an   der  Oefi'nung  des  hinteren   Schirmes  so   aufgestellt, 
dass  sie  den  reflectirten  StrahleubUndel  möglichst  vollständig  anfzunehoien 
verraoclite. 

Zur  Strommessung  diente  ein  gewöhnlicher  Thermo  •  Multiplicator  von 
Silberdraht  mit  gut  astatischer  Nadel.  Ein  dritter  Schirm  diente  dazu,  die 
einfallenden  Strahlen  nach  Bedarf  abzuhalten  und  wieder  zuzulassen;  der- 
selbe befand  sich  zwischen  der  Quarzliuse  und  dem  vorderen  durchbroche- 
nen Schirme.  Anfänglich  breitete  ich  die  fluorescirende  Flüssigkeit  in  einer 
dünnen  Schicht  auf  einer  matten  Glasplatte  aus,  später  zog  ich  es  vor 
dieselbe  in  ein  Ulirschälchen  zu  giessen.  Es  wurde  jedesmal  dafür  Sorge 
getragen,  dass  der  Flüssigkeitsspiegel  jene  Höhe  l^jt^^^A^^^^^®'  ^^^  ^^' 
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flectirte  Stralilenbündel  vollständig  zur  Tbermosäule  gelangen  konnte.  Als 
Zwischenplatte  diente  zumeist  eine  geschliffene  in  Korl^  gefasste  Alaun- 
platte  von  beiläufig  2  Millim.  Dicke;  ausser  dieser  versuchte  ich  auch  ein 
dunkelviolettes  Glas,  welches  keine  rothen  Strahlen  durchliess,  so  wie  auch 
andersfarbige  (grüne,  blaue  und  braune)  Gläser.  Als  fluorescivende  Flüssig- 
keiten kamen  ein  ätherisch-alkobolischer  Auszug  von  £p heublättern  (Chlor- 
ophyll-Lösung) und  die  von  Rochleder  ans  Aesculin  dargestellte,  pracht« 
voll  roth  iiuorescirende  Substanz  (Kochleder^s  Aesculin -Roth)  in  Anwendung. 
Bezeichnet  man  nun  die  beiden  Stellungen  der  Zwiscbenplatte  als  vor- 
dere und  hintere,  je  nachdem  sie  im  einfallenden  oder  reflectirten  Lichte 
sich  befand ,  so  ergaben  sich  folgende  Resultate : 

A.  Chlorophyll -Lotung. 
Vers.  1)  Alannplatte      vorne    Ablenkung  10^ 


11 

hinten 

11 

lOP 

Vers-  2) 

11 

vorne 

11 

HP 

n 

hinten 

11 

0» 

Vers.  Z) 

»1 
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B.  Rochleder^t  Aesculin -Both. 
Vers.  5)  Alaunplatte       vorne    Ablenkung  6° 
„  hinten  „  6^ 

C.  Hatte  Glasplatte. 
Vers.  6)  Alaunplatte       vorne   Ablenkung   3° 
„  hinten  „  3^ 

Es  war  sonach  bei  beiden  fluoreseirenden  Flüssigkeiten 
die  thermoskopische  Wirkung  des  reflectirten  Bündels  die* 
selbe,  mochte  die  Zwischenplatte  im  einfallenden  oder  re^ 
flectirten  Strahle  sich  befinden.  Da  nun  kaum  angenommen  wer- 
den kann,  dass  in  allen  Fällen  as=ß  gewesen  sei ,  um  so  weniger  als  auch 
bei  Einschaltung  verschiedenfarbiger  Glasplatten  die  Resultate  dieselben 
blieben,  so  erhellt,  dass,  wenn  auch  nicht  behauptet  werden  kann,  dass 
absolut  gar  keine  dunkleWärmestrahlung  durch  Fl  uorescenz 
erregt  wurde,  dieselbe  doch  jedenfalls  so  gering  war,  dass  sie 
keine  messbare  thermoskopische  Wirkung  hervorbrachte, 
dass  also,  wenn  nicht /*'=0  genommen  werden  will,  dasselbe  doch  jeden- 
falls einen  nur  sehr  kleinen  Werth  haben  kann.  Ich  möchte  mich  indessen 
in  den  meisten  Fällen  für  die'erstere  Annahme,  d.  h.  für  f  =^0  entschei- 
den, nur  beim  Chlorophyll  könnte  die  Sache  vielleicht  zweifclliaft  sein,  in- 
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sofern  das  f*  einen  von  Nnll  verschiedenen,  wenn  anch  sehr  kleinen  Werth 
haben  könnte.  Untersucht  man  nämlich  die  Znsammensetzung  der  durch 
Fluoresceoz  entstehenden  Mischfarbe  durch  prismatische  Analyse,  so  geht 
die  sichtbare  Strahlung  bei  allen  mir  bisher  bekannt  gewordenen  fluoresci- 
renden  Stoffen  nicht  bis  an  die  äusserste  Grenze  des  Roth ,  bei  manchen 
Stoffen  kaum  über  das  Orange,  selten  weiter  als  bis  in  die  Nähe  derFrann- 
hofer'schen  Linie  C\  es  ist  also  nicht  zu  erwarten,  dass  dunkle  Strahlen 
von  grösserer  Wellenlänge  als  die  äussersten  rothen  in  merkbarer  Intensität 
auftreten  werden. 

Ich  habe  übrigens  ausser  den  eben  angeführten  auch  eineKeihe  anderer 
Versuche  ausgeführt,  bei  welchen  ich  die  Zwischenplatten  gänzlich  weg- 
liess,  und  die  thermoskopischen  Wirkungen,  welche  sich  ergaben,  wenn  das 
Licht  von  einer  Glasplatte  reilectirt  wurde,  mit  jenen  zu  vergleichen  suchte, 
welche  erhalten  wurden  als  die  Eeflexion  an  der  freien  Oberfläche  von 
Wasser,  Aetherweingeist,  Eochleder's  Aesculin-Both  oder  Chlorophyll-Lö- 
sung erfolgte.  Die  Zusammenstellung  des  Apparates  blieb  wesentlich  die- 
selbe wie  früher,  nur  wurde  unmittelbar  hinter  der  reflectirenden  Oberfläche 
die  mit  dem  konischen  Beflector  versehene  Thermosäule  in  geeigneter  Stel- 
lung angebracht.  Ich  erhielt  indessen  auf  diese  Weise  keine  brauchbaren 
Resultate  und  würde  die  ganze  Sache  auch  nicht  weiter  erwähnt  haben, 
wenn  mir  dabei  nicht  ein  Umstand  bemerklich  geworden  wäre ,  welcher 
den  Schlüssel  zur  Erklärung  der  von  Stnduicka  erhaltenen  Resultate 
abzugeben  vermag.  Bringt  man  nämlich  ein  Schälchen  mit  Aetherweingeist 
oder  Chlorophyll -Lösung  vor  die  Thermosäule,  so  entsteht  in  Folge  der 
raschen  Verdampfung  eine  starke  Abkühlung  der  Flüssigkeit,  in  Folge  wel- 
cher sich  eine  Strahlung  von  der  Thermosäule  zur  Flüssigkeit  einstellt, 
welche  für  sich  allein  die  Nadel  des  Multiplicators  um  5  bis  6*^  abzulenken 
vermag.  Setzt  man  eine  Chlorophyll-Lösung  in  dem  Apparate  der  Sonnen- 
strahlung aus,  so  sind  die  ersten  Ausschläge  aus  dem  eben  angegebenen 
Grunde  stets  zu  klein,  überhaupt  unregelmässig,  weil  die  Verdampfung 
nicht  immer  gleich  rasch  vor  sich  geht.  Lässt  man  aber  die  Bestrahlung 
längere  Zeit  dauern,  so  geht  die  Multiplicatornadel  oscillirend  immer 
mehr  über  die  Grenze  des  ersten  Ausschlages  hinaus  und  erreicht  endlich 
eine  bleibende  Ablenkung,  welche  bedeutend  grösser  ist,  als  der  erste  Aus- 
schlag. Blendet  man  jetzt  die  einfallenden  Strahlen  ab,  so  kehrt  die  Nadel 
nur  sehr  langsam  zurück  und  bleibt  längere  Zeit  um  einige  Grade  abge- 
lenkt, eine  Strahlung  von  der  Flüssigkeit  zur  Säule  anzeigend.  Es  ist  also 
keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  hier  eine  starke  Absorption  von  Wärme- 
strahlen und  in  Folge  davon  eine  Erwärmung  der  Flüssigkeit  stattgefunden 
hat.  Gleiches,  wenn  auch  in  geringerem  Grade  findet  auch  bei  Röchle - 
der*s  Aesculinroth  statt.  Ich  glaube  daher  nicht  zu  irren,  wenn  ich  an- 
nehme, dass  bei  Studnicka's  Versuchen,  bei  welchen  eine  dUnne Schicht 
Chlorophyll  > Lösung  auf  Glimmer  aufgetragen  und  eintrocknen  gelassen 
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wurde,  etwas  Aehnliches  stattgefanden  habe.  In  derThat,  als  ich  eine  Glas- 
platte, anf  der  sich  eine  eingetrocknete  Chlorophjllschicht  befand,  in  meinen 
Apparat  brachte,  beobachtete  ich  genan  dieselben  Erscheinungen,  welche  an 
der  Lösung  wahrzunehmen  waren.  Auch  ist  die  Differenz  der  Ablenkungen, 
welche  Studnicka  erhielt,  so  gross,  dass  wenn  der  von  ihm  benutzte  Ap- 
parat dieselbe  Empfindlichkeit  und  denselben  Scalenwerth  gehabt  hätte, 
wie  der  von  mir  angewandte,  dieselbe  einer  Strahlungsdiffereuz  von  mehr 
als  10  Pct.  entsprochen  haben  würde,  dabei  war  die  Chlorophyllschicht  so 
dünn ,  dass  keine  Fluorescenz  bemerkt  werden  konnte.  Ich  glaube  daher 
nicht,  dass  bei  meinen  Versuchen,  bei  welchen  eine  sehr  stark  flnorescirende 
Flüssigkeit  und  ein,  wie  ich  vermuthen  muss,  empfindlicherer  Apparat  in 
Anwendung  kam,  eine  so  bedeutende  Vermehrung  derStrahlung  unbemerk- 
bar geblieben  wäre. 

Dass  die  von  Salm-Horstmar  (a.a.O.)  angeführte  Erscheinung 
auf  eine  durch  Absorption  bedingte  Erwärmung  hinauskommt,  glaube  ich 
ebenfalls  mit  Gewissheit  behaupten  zu  können.  (Wiener  Akad.) 


XZXYL  lieber  ein  neues  akustisches  Experiment  Von  Prof.  Stefan. 

Tönt  eine  Platte  so ,  dass  sie  mit  vier  im  fixen  Centrum  zusammenlau- 
fenden Knotenlinien  in  vier  Abtheilungen  schwingt,  so  haben  je  zwei  ge- 
genüberliegende Abtheilungen  der  Platte  zur  selben  Zeit  Bewegungen  in 
derselben,  zwei  neben  einander  liegende  Bewegungen  in  entgegengesetzter 
Bichtnng.  Es  gehen  also  von  den  verschiedenen  Stellen  der  Platte  gleich- 
seitig Verdünnungen  und  Verdichtungen  der  Luft  aus,  die  durch  Interferenz 
sich  schwächen,  weshalb  der  Ton  der  Platte  wenig  intensiv  ist.  Er  wird 
aber  stärker,  wenn  man  über  zwei  gegenüberliegende  Abtheilungen  die 
Hände  hält  oder  einen  aus  zwei  recht  winklichen  Sectoren  bestehenden 
Fächer  aus  Pappe.  Wird  dieser  über  der  Platte  gedreht,  so  hört  man  ab- 
wechselnd den  Ton  anschwellen  und  verlöschen.  Man  kann  so  einfach  die 
Schwebnngen ,  das  Trillern  nachahmen. 

Je  rascher  man  den  Fächer  dreht,  desto  schneller  folgen  die  Schwe- 
bungen  auf  einander,  bis  sie  endlich  nicht  mehr  unterschieden  werden  kön- 
nen. Dann  verschwindet  aber  zugleich  der  Ton  der  Platte  und  an  seine 
Stelle  treten  zwei,  ein  höherer  und  ein  tieferer,  die  nm  so  mehr  vom  primä- 
ren Tone  abweichen,  je  schneller  der  Fächer  gedreht  wird.  Bei  einer 
Platte,  die  den  Ton /{5,  giebt,  wurden  bei  zehn  Umdrehungen  in  der  Se- 
kunde zwei  Töne  erhalten ,  die  nahe  an  f^  und  ^i  lagen.  , 

Sind  die  Sectoren  grösser  oder  kleiner  als  die  Abtheilnngen  der  Platte, 
so  hört  man  auch  den  primären  Ton  mit.  Meistens  erscheint  der  höhere 
Ton  als  der  intensivere.  oigitizedbyGoOQlC 

36*  ^ 
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Anstatt  den  Schirm  vor  der  Platte  za  drehen,  kann  man  auch  die 
Platte  vor  dem  Schirm  drehen,  auch  letzteren  weglassen  nnd  nnr  die  Platte 
allein  drehen.  Denn  bei  einer  vor  dem  Ohr  langsam  gedrehten  Platte  hört 
man  den  Ton  abwechselnd  anschwellen  und  verlöschen«  Dasselbe  ist  bei 
einer  Stimmgabel  der  Fall.  Diese,  in  rasche  Drehung  versetzt,  giebt  die- 
selbe  Erscheinung,  Man  kann  auch  eine  Resonanzröhre  vor  die  Platte  oder 
Stimmgabel  geben  und  dieselbe  drehen,  oder  aber  Platte  oder  Stimmgabel 
vor  der  Besonanzröhre  rotiren  lassen. 

Lässt  man  eine  runde  Platte  in  sechs ,  acht  Abtheilungen  schwingen, 
so  zeigt  sich  dasselbe  Phänomen,  wenn  man  Fächer  mit  drei,  vier  Sectoren 
verwendet.  Ein  Fächer  mit  vier  Sectoren  vor  einer  Platte ,  die  in  vier  Ab* 
theilungen  schwingt,  gedreht,  ateigt  das  Phänomen  nicht,  ebenso  nicht 
ein  Fächer  mit  zwei  Sectoren  vor  einer  Platte  mit  sechs,  acht  Abthei- 
lungen. 

Die  Versuche  wurden  an  der  Schwangmaschine,  an  der  Drehbank  mit 
verschiedenen  Platten ,  Stimmgabeln  und  Fächern  gemacht. 

Die  Erscheinung  kann  auf  folgende  Weise  erklärt  werden.  Die  in 
Folge  eines  constanten  einfachen  Tones  erzeugte  Bewegung  in  einem  mit- 
schwingenden Körper  kann  dargestellt  werden  z.  B.  durch  die  Formel 
a  sin  2nnl^  wenn  n  die  Schwingungszahl  des  Tones;  a  ist  die  Amplitude. 
Aendert  sich  diese  mit  der  Zeit,  so  ist  sie  ebenfalls  von  der  Zeit  t  abhängig- 
Aendert  sie  sich  periodisch,  so  dass  n  Perioden  auf  die  Sekunde  kommen, 
so  kann  man  im  einfachsten  Falle  a  durch  a  sin  2nnt  ersetzen,  worin  a 
constant  ist.  Es  lässt  sich  nun  in  a  sin  2nni  sin  2nnt  das  Product  der 
Sinus  auflösen  in  die  Cosinus  der  Differenz  und  der  Summe  der  beiden 
Winkel,  welche  zwei  Ausdrücke  dann  einfache  Schwingungen  reprä- 
sentiren,  g;ehörig  zu  Tönen  von-  den  Schwingungszahlen  n  —  n'  und 
n  +  n\ 

Dieser  trigonometrischen  Zerlegung  obigen  Ausdruckes  entspricht  hier 
ebenso  die  reale  Zerlegung  in  zwei  Töne ,  wie  in  den  Erscheinungen  der 
Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  einer  analogen  trigonometri- 
schen Zerlegung  die  des  einfachen  Strahles  in  zwei  circular  polarisirte 
entspricht. 

Die  hier  beobachteten  Töne  bilden  eine  neue  Art  von  Combinations- 
tönen,  indem  mit  dem  primären  Tone  der  Rhythmus  der  Unterbrechung 
nach  Summe  und  Differenz  sich  combinirt.  Um  diese  Töne  durch  einen 
eignen  Namen  von  den  andern  zu  unterscheiden,  könnte  man  sie  etwa 
Interferenz  töne  nennen.  (Wiener  Akad.) 


ZXXVn.  Beiträge  zur  genaueren  Kenntniss  der  Oetetie  der  Fluo- 
reseenz-SrsoheinnngeiiL.     Von  Prof.  Dr.  Pierre  in  Prag. 

1.    Die  Fluorescenz   erregende   Eigenschaft  ist  nicht   blos    aaf    die 
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brechbarsten  Strahlen  des  Sonnenspectrams  beschränkt,  sondern  es  kön- 
nen Strahlen  von  jeder  Wellenlänge  im  Allgemeinen  Flnorescenz  erregen. 

2.  Für  jeden  bestimmten  Stoff  giebt  es  eine  bestimmte  prismatische 
Farbe,  in  welcher  die  Flnorescenz  zuerst  auftritt,  so  dass  alle  weniger 
brechbaren  Farben  als  diese  keine  Flnorescenz  hervorbringen* 

3.  Selten  nur  ist  diese  Farbe  auch  zugleich  diejenige,  welche  die  inten- 
sivste Flnorescenz  erzeugt,  meistens  sind  es  die  nächst  brechbareren  Strah- 
len ,  aber  immer  wieder  für  einen  bestimmten  Stoff  bestimmte  Strahlen. 

4.  Wenn  Strahlen  von  bestimmter  Farbe,  also  von  bestimmter  Wellen- 
länge und  Schwingungsdauer,  Flnorescenz  in  einem  Stoffe  erzeugen ,  so 
entstehen  nicht  nur  überhaupt  Strahlen  von  grösserer  Schwingungsdauer 
als  jene  des  erzeugenden  Strahles ,  sondern  es  sind  die  durch  Fluorescenz 
entstehenden  Strahlen  für  jeden  Stoff  immer  dieselben,  welche  Schwin- 
gungsdauer auch  dem  erzeugenden  Strahle  zukommen  mag. 

5.  Die  Wellenlängen  der  durch  Fluorescenz  erzeugten  Strahlen  gehen 
nicht  immer  stetig  in  einander  über,  sondern  es  zeigen  sich  mitunter 
Sprünge,  so  dass  Strahlen  von  gewisser  Wellenlänge  nicht  zur  Entwicklung 
kommen,  in  welchem  Falle  das  Spectrum  der  Fluorescenzfarbe  von  dunklen 
Bändern  durchzogen  wird;  auch  diese  Erscheinung  ist  von  der  Wellenlänge  * 
(Schwingungsdauer)  der  erzeugenden  Strahlen  unabhängig. 

6.  Immer  sind  unter  den  durch  Fluorescenz  neu  entstehenden  Strahlen 
diejenigen  die  intensivsten,  deren  Wellenlänge  derjenigen  der  Strahlen,  in 
welchen  die  Fluorescenz  zuerst  auftritt,  entweder  gleich  ist,  oder  doch  nahe 
kommt,  in  diesem  letzteren  Fall  aber  stets  eine  grössere  ist,  als  die  der 
Grenze  des  Beginnes  der  Fluorescenz  entsprechende. 

7.  Bei  Stoffen y  weiche  in  Lösung  fluoresciren,  hat,  insofern  dieselben 
in  verschiedenen  Flüssigkeiten  löslich  sind,  mitunter  das  Lösungsmittel 
Einfluss  auf  den  Charakter  der  Flnorescenz ,  so  dass  in  verschiedenen  Lö- 
sungsmitteln gelöst,  derselbe  Stoff  in  verschiedener  Weise  fluorescirt.  Bei 
demselben  Lösungsmittel  hat  die  Ooncentration  der  Lösung  nur  auf  die  In- 
tensität der  Fluorescenz  Einfluss,  lässt  aber  den  Charakter  derselben  unbe- 
rührt, lieber  und  unter  derjenigen  Concentration,  welche  die  Fluorescenis- 
Erscheinungen  am  intensivsten  macht,  scheint  die  Intensität  der  Fluorescenz 
in  allen  Partien  des  Spectrums ,  in  welchen  sich  dieselbe  überhaupt  ent- 
wickelt, nahezu  in  demselben  Verhältnisse  abzunehmen,  so  dass  sie  bei 
üer  schwächsten  Entwicklung  nur  noch  an  den  Stellen  des  Maximums 
deutlich   erkennbar  bleibt. 

8.  Das  Znsammensein  eines  fluorescirenden  Stoffes  mit  anderen  fluo- 
rescirenden  oder  nicht  fluorescirenden  Stoffen  hat  sehr  verschiedenen  Ein- 
fluss auf  den  Charakter  der  Fluoi*escenz  desselben;  in  manchen  Fällen  er- 
leidet derselbe  keine  Veränderung,  in  anderen  Fällen  dagegen  wird  der- 
selbe gänzlich  verändert.  Sind  mehrere  fluorescirende  Stoffe  mit  einander 
gemengt,  so  entsteht  eine  zusammengesetzte  Fluorescenz,  deren  Farbe  y£ 
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diffasen  Tages-  oder  directen  Sonnenlichte  sebr  verschieden  sein  kann, 
trotzdem  stets  dieselben  Stoffe  mit  einander  gemengt  sind.  Wenn  die  ver- 
schiedenen Stoffe  nicht  verändernd  auf  ihre  Flaorescenzen  einwirken,  lässt 
sich  eine  derartige  zusammengesetzte  Flaorescenz  stets  in  die  einfachen 
Flnorescenzen  derjenigen  Stoffe,  welche  in  der  Mischung  enthalten  sind, 
auflösen,  und  insofern  kann  man  durch  Fluorescenz  das  Vorhandensein 
gewisser  Stoffe  in  einem  Gemenge  verschiedener  Stoffe  erkennen,  im  gegen- 
theiligen  Falle  aber*  nicht. 

9.  Es  giebt  Stoffe,  welche  durch  Zusatz  von  Säuren,  und  solche,  welche 
durch  Zusatz  von  Alkalien  stark  fluorescirend  werden;  in  diesen  Fällen  ist 
es  gleichgültig ,  welche  Säure  oder  welches  Alkali  angewendet  werde ,  der 
Charakter  der  Fluorescenz  bleibt  stets  derselbe  *)•  (Nur  Chlor  -  und  Jod- 
wasserstoffsäure  machen  eine  Ausnahme,  insofern  sie  die  Fluorescenz 
zerstören.) 

10.  Das  Licht  künstlicher  Lichtquellen,  oder  solches,  welches  durch 
farbige  Medien  gegangen  ist,  bewirkt  mitunter  Verschiedenheiten  des  Fluores- 
cenz -  Charakters  verglichen  mit  jenem  im  Sonnenlichte ,  insofern  Beginn 
und  Maximum  der  Fluorescenz  auf  andere  Stellen  als  im  Sonnenspectrum 
fallen  können. 

Zusammenhang  zwischen  Fluorescenz  und  Phosphorescenz. 

Es  musste  für  mich  von  Interesse  sein ,  die  Phosphorescenz  -  Erschei- 
nungen, welche  sich  an  den  Schwefelverbindungen  verschiedener  Erdme- 
talle in  so  ausgezeichneter  Weise  entwickeln,  ebenfalls  inden  Kreis  meiner 
Untersuchungen  einzubeziehen,  und  ich  verwendete  zu  diesem  Behufe  ver- 
schiedene Präparate,  die  theils  von  Albert  in  Frankfurt  a.  M.,  zum  Theil 
von  Lenoir  in  Wien  herrührten. 

Projicirt  man  das  prismatische  Spectrum  auf  einen  derartigen  phos- 
phorescirenden  Körper,  so  sind  die  Erscheinungen  dieselben  wie  bei  fluores- 
cirenden.  Die  Phosphorescenz  beginnt  bald  in  den  sichtbaren,  bald  in 
den  ultravioletten  Strahlen,  kurz  bei  verschiedenen  Präparaten  in  verschie- 
denen Gegenden  des  Sp^ctrums ;  sie  hat  ebenfalls  ein  Maximum  (bei  einigen 
Stoffen  fand  ich  auch  zwei  Maxima)  und  die  Farbe  des  Phosphorescenz* 
lichtes  ist  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Phosphorescenz  erregenden  Partie 
des  Spectrums  dieselbe.  Analysirt  man  ein  auf  einen  derartigen  Körper 
projicirtes  Linearspectrum  durch  ein  Prisma,  so  erhält  man  ebenfalls  ein 
abgeleitetes  Spectrum ,  welches  der  Hauptsache  nach  genau  dasselbe  An- 
sehen hat,  wie  das  eines fluorescirenden  Stoffes;  nur  lässt  die  unebene  rauhe 


*)  Dieses  Verhalten  ist  gewissermassen  analog  demjenigen  farbig  durchsichtiger 
Medien,  welche  ihre  Farbe  durch  Zusatz  von  Säuren  oder  Alkalien  verändern.  Auch 
bei  diesen  ist  die  resultirende  Mischfarbe  unabhängig  von  der  Nato^er  zugesetzten 
Säure  oder  Base.  ^igitized  by  vjO': 
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Oberfläche  dieser  Körper  kein  reines  Spectrnm  zn,  es  wird  stets  viel  Licht 
unregelmässig  zerstreat,  weshalb  es  auch  nicht  möglich  war,  mit  Sicherheit 
zu  erkennen,  ob  sich  ni/sht  auch  hier  das  Analogen  mit  der  zusammenge- 
setzten Fluorescenz  flnde;  ich  vermuthe  indessen,  dass  bei  einigen  der  von 
mir  untersuchten  Stoffe  etwas  derart  der  Fall  sei.  Der  ganze  Anblick,  den 
ein  phosphorescirender  Körper  im  prismatischen  Spectrum  darbietet,  ist  so 
vollständig  derselbe,  wie  bei  einem  fluorescirenden ,  dass  man  aus  diesem 
Anblrck  allein  durchaus  nicht  entscheiden  könnte,  ob  man  es  mit  einer 
Phosphorescenz  oder  einer  Fluorescenz  zu  thun  habe;  der  Unterschied  der 
beiden  Erscheinungen  liegt  nur  darin,  dass  die  Fluorescenz  sogleich  ver- 
schwindet, wenn  man  das  einfallende  Licht  abblendet,  während  die  Phos- 
phorescenz in  diesem  Falle  fortdauert,  aber  in  ihrer  Intensität  rasch  ab- 
nimmt; dabei  gestalten  sich  wieder  die  Erscheinungen  genau  so,  wie  bei 
einer  fluoresciVenden  Flüssigkeit,  bei  welcher  man  die  Concentration  bis 
zum  Verschwinden  der  Fluorescenz  abändert.  Zuerst  wird  das  Phänomen 
an  der  Seite  des  Beginnes  und  im  Ultraviolett  unmerklich  und  bleibt  zuletzt 
nur  noch  an  den  Stellen  des  Maximums  bemerkbar.  Auf  diese  Weise 
scheint  mir  die  Behauptung  von  £•  Becquerel,  dass  Fluorescenz  und 
Phosphorescenz  sich  nur  durch  die  Dauer  unterscheiden,  indem  die  erstere 
mit  dem  Aufhören  der  erzeugenden  Strahlung  sogleich  erlischt,  letztere 
aber   noch  fortdauert,   völlig  begründet.  (Wiener  Akad.) 


XXXVm.  lieber  eine  neue  Methode,  die  Längen  der  Lichtwellen  m 
messen.    Von  Prof.  Stefan. 

Lässt  man  auf  eine  Quarzsä^le  mit  parallel  zur  optischen  Axe  ange- 
schliffenen Flächen  Licht  fallen,  welches  unter  45®  gegen  die  optische  Axe 
polarisirt  ist,  so  theilt  sich  jeder  Strahl  in  den  ordentlichen  und  ausser- 
ordentlichen ,  die  parallel  aus  dem  Quarz  austreten ,  wenn  die  Flächen  des 
Ein-  und  Austrittes  parallel  sind.  Werden  die  beiden  wieder  auf  eine  ge- 
meinschaftliche Schwingungsrichtung  gebracht,  so  löschefl  sich  alle  jene 
Strahlen  aus,  deren  Oangunterschied  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellen- 
längen beträgt.  Breitet  man  das  Licht  in  ein  Spectrum  aus,  so  erscheinen 
in  diesem  schwarze  Interferenzstreifen,  um  so  zahlreicher  und  feiner,  je 
dicker  die  Quarzsäule  ist.  Der  Gangunterschied  zwischen  zwei  Strahlen 
lässt  sich  aus  der  Dicke  der  Quarzsäulc  und  den  Brechungsquotienten  rech- 
nen und  zwar  sehr  genau,  da  man  von  letzteren  nicht  die  absoluten  Werthe, 
sondern  nur  die  Differenzen  braucht.  Der  doppelte  Gangunterschied  divi- 
dirt  durch  die  Wellenlänge  ist  für  jeden  dunklen  Streifen  eine  ungerade 
Zahl  und  zwar  für  jeden  folgenden  gegen  Violett  hin  um  zwei  Einheiten 
grösser.    Aus  der  Anzahl  der  Streifen  von  einer  Frau nho fernsehen  Lin\e 
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bis  zu  einer  andren  kann  man  die  Wellenlänge  der  letzteren  rechnen,  wenn 
die  der  ersteren  bekannt  ist. 

Um  eine  Wellenlänge  direct,  unabhängig  von  einer  andern  zu  bestim- 
men ,  rauss  man  den  Gangunterschied  für  die  betreffende  Stelle  des  Spec- 
trnms  successive  vergrössern  oder  vermindern.  £s  tritt  dann  eine  Wande- 
rung der  Interferenzstreifen  ein*  Aus  der  Anzahl  der  durch  das  Faden- 
kreuz gewanderten  Streifen  und  der  erzeugten  Aenderung  des  Gangunter- 
schiedes kann  die  Wellenlänge  für  die  fixirte  Stelle  gerechnet  werden.  Die 
successive  Aenderung  des  Gangunterschiedes  könnte  durch  das  Ueberein- 
anderschieben  zweier  Quarzkeile  erzielt  werden.  Ein  solcher  Apparat  stand 
nicht  zu  Gebote.  Es  wurde  vielmehr  folgende  Methode  angewandt:  Die 
Quarzsäule  ward  aus  ihrer  gegen  die  einfallenden  Strahlen  senkrechten 
Lage  langsam  herausgedreht,  dadurch  der  Einfallswinkel,  also  auch  der 
Gangunterschied  zwischen  dem  ordentlichen  und  ausserordentlichen  Strahl 
successive  vergrössert  und  die  gleichzeitig  durch  das  Fadenkreuz  gewander- 
ten Streifen  wurden  gezählt.  Da  auch  die  mit  der  gemessenen  Aenderung 
des  Einfallswinkels  eingetretene  Aenderung  im  Gangunterschiede  gerech- 
net werden  kann,  so  hat  man  die  Daten,  die  man  zur  absoluten  Bestimmung 
der  Wellenlänge  der  fixirten  Stelle  im  Spectrum  braucht. 

Für  die  Wellenlängen  derFraunhofer'schen  Linien  B^CyD^E^FyGyH 
wurden  folgende  Zahlen  gefunden:  6873,  6578,  5893,  5271,  4860,  4291 ,  3959  in 
Zehnmillionsteln  des  Millimeters.  Diese  Werthe  stimmen  sehr  genau  über- 
ein mit  den  aus  den  Beugungsphänomenen  feiner  Gitter  abgeleiteten  und 
sind  dadurch  zugleich  ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  unserer  Theorie  der 
Lichtbeugung.  (Wiener  Akad.) 


Fehler  in  Schlömilch's  fünfstelligen  Logarithmentafeln: 

S.  150,  Z.  14  V.  o.  fGewicht  eines  Litre  Luft)  ist  statt 
1,29743  zu  setzen  1,292743. 
ß.  44,  Z.  1  y,  o.  in  der  zu  Cotg.  gehörenden  Differenzentafel 
statt  47,1  lies  37,1. 
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Recensionen. 

Das  Wesen  der  Wftme«  Versuch  einer  neuen  Stoffanschauung  der  Wärme 
mit  yergleichender  Betrachtung  der  übrigen  jetzt  gebräuchlichen 
Wärmetheorien.  In  allgemein  fasslicher  Darstellung  von  Dr.  Paul 
Reis.  Zweite  bedeutend  vermehrte  Auflage.  Leipzig,  Quandt  & 
Händel.  1865.  163  S.  8. 
Die  erste  Auflage  dieser  Schrift  erschien  im  Programm  des  Mainzer 
Gymnasiums  von  1863  —  1864.  Da  dieselbe  im  Buchhandel  häufig  verlangt 
wurde,  entschloss  sich  der  Verfasser,  dieselbe  in  erweiterter  Form  als  selbst* 
ständiges  Werk  herauszugeben.  —  Die  Anzahl  der  Versuche,  aus  molecu- 
larphysikalischen  Hypothesen  die  Eigenschaften  der  Materie  su  erklären, 
hat  in  den  letzten  Jahren  in  bedenklicher  Weise  überhand  genommen;  doch 
kann  man  nicht  sagen,  dass  durch  diese  FuUe  der  Literatur  wesentlich  neue 
Gesichtspunkte  zu  Tage  gefördert  worden  wären.  Von  der  Mehrzahl  die- 
ser Schriften,  welche  in  der  Regel  der  dynamischen  Wärmetheorie  huldigen 
und  ohne  hinreichend  sichere  empirische  Grundlagen  Hypothesen  über  die 
Bewegungsformen  der  Körper-  und  Aetheratome  aufstellen,  welche  den  £r* 
scheinungen  der  Wärme,  der  Elektricität,  des  Magnetismus  entsprechen, 
unterscheidet  sich  der  vorliegende  Versuch  wesentlich  dadurch,  dass  er  für 
die  Hypothese  des  Wärmestoffes  in  die  Schranken  tritt,  indem  der  Ver- 
fasser den  freien,  d.  h.  nicht  durch  die  Anziehung  der  ponderablen  Atome 
in  deren  Aetherhüllen  gebundenen,  Aether  mit-  der  Wärme  und  die 
Dichte  des  freien  Aethers  in  den  Intermolecularräumen  mit  der  Tem- 
peratur identifipirt.  Der  Verfasser  bemerkt  selbst  in  der  Einleitung  zu 
seiner  Schrift,  dass  eine  derartige  Hypothese  nur  dann  das  Bürgerrecht  in  der 
Naturforschung  beanc(]pruchen  kann,  wenn  die  Erscheinungen  aus  derselben 
auf  dem  ezacten  Wege  mathematischer  Schlussfolgerungen  abgeleitet  wer- 
den. Leider  aber  hat  der  Verfasser  diesen  Weg  nicht  betreten,  sondern  sich 
nur  der  allgemeinen  Verständlichkeit  willen  auf  die  „Erklärung  mit  Wor- 
ten** beschränkt  Sehen  wir  also,  wie  weit  es  demselben  auf  diesem  Wege 
gelungen  ist,  seine  Aufgabe  zu  lösen.  oigitizedbyGoOglc 
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Wenn  es  sich  gegenwärtig  nm  die  Widerlegung  der  dynamischen 
Wärmetheorie  und  um  die  Darlegung  einer  Hypothese  im  Sinne  der  stoff- 
lichen Natur  der  Wärme  handelt,  so  wird  sich  unsre  Aufmerksamkeit  na- 
turgemäss  darauf  zu  richten  haben ,  wie  sich  die  fragliche  Hypothese  den- 
jenigen Erscheinungen  gegenüber  verhält,  welche  mit  Eccht  als  Fundamen- 
talerscheinungen der  mechanischen  Wärmetheorie  betrachtet  werden,  und 
welche  derselben,  als  unerklärbar  im  Sinne. der  älteren  Theorie,  das  jetzt 
ziemlich  unbestrittene  Uebergewicht  über  letztere  verschafft  haben.  Als 
solcheFnndamentalerscheinungen  sind  namentlich  zu  bezeichnen  die  von 
Joule  nachgewiesene  Thatsache,  dass  ein  ohne  Arbeitsleistung  sich  ex- 
pandirendes  Gas  seine  Temperatur  nicht  ändert,  die  Versuche  von  Rum- 
ford,  Davy,  Joule  u.  s.  w.  über  die  p]rzeugung  von  Wärme  durch  Rei- 
bung ohne  Verminderung  der  Wärmecapacität  der  geriebenen  Körper,  die 
Erscheinungen  der  Strahlung  und  der  Absorption  der  Wärmrestrahlen  in 
ihrem  Zusammenhange  mit  den  Erscheinungen  des  Lichts. 

Was  zunächst  die  Erscheinungen  der  Wärmestrahlung  betrifft,  so 
äussert  sich  der  Verfasser  darüber  in  dem  Kapitel  über  Sonnenwärme  (S.33) 
folgendermassen :  „Wärme,  Gluth  ist  frei  werdender  Aether;  die  Sonne 
„stösst  also  fortwährend  nach  allen  Seiten  Aether  aus.  Aether  aber  ist 
,, wegen  seiner  nach  allen  Richtungen  ausstrahlenden  Abstossung  absotlute 
„Elektricität.  Wenn  nun  ien  einer  Reihe  elastischer  Kugeln,  die  ein^ander 
„berühren,  die  erste  einen  Stoss  erhält,  so  bleiben  alle  in  Ruhe  und  nur  die 
„letzte  fliegt  mit  eines  der  Stosskraft  eutspreshenden  Geschwindigkeit  fort. 
„Ebenso  ist  der  Welti'aum  mit  Aether  angefüllt,  dessen  Atome  sich  zwar 
„nicht  direct  berühren,  aber  mit  ihren  Abstossungsstrahlen,  die  ja  uuend- 
„lich  dicht  neben  einander  liegen,  in  einander  greifen.  . .  Es  müssen  dem- 
„nach,  wenn  die  Sonne  uns  aufgeht,.  Aetheratome  in  unsere  Atmosphäre 
„hineingeschleudert  werden,  ohne  dass  der  Aether  des  Welti'aums  vermehrt 
„wird;  es  sind  ja  nicht  die  von  der  Sonne  ausgestrahlten,  sondern  die  unse- 
„rer  Atmosphäre  nächsten  Atome^  welche  in  dieselbe  eindringen,  während 
„sie  durch  jene  ersetzt  werden. .  •  /^  Beim  Durchlesen  dieser  Stelle  muss 
es  scheinen,  als  se'ien  dem  Verfasser  die  Erscheinungen  der  Interferenz  und 
Polarisation  der  Wärme  strahlen,  welche  beweisen,  dass  die  Wärme  sich  wie 
das  Licht  durch  Transversal  wellen  fortpflanzt,  und  überhaupt  alle  Erschei- 
nungen, welche  der  Ansicht,  dass  Wärmeerzeugung  und  Erleuchtung  nar 
verschiedene  Wirkungen  derselben  Aetherwellen  seien,  .allgemeinen  Ein- 
gang verschafft  haben,  gänzlich  unbekannt  geblieben.  Das  ist  jedoch  nicht 
der  Fall.  In  einem  späteren  Kapitel  (S.  69  n.  ff.)  werden  nämlich  die  Be- 
ziehungen zwischen  Wärme  undi  Licht  atssfühvlich  besprochen  und  auf  S.  98 
wird  insbesondere  die  Interferenz ,  Brechung ,  Doppelbrechang  und  Polari- 
sation der  Wärmestrahlen  erwähnt.  Die  Durchsichtigkeit  und  die  Diather- 
manität  der  Körper  denkt  sich  der  Verfasser  von  ihrem  Gefüge  nämlich  von 
dem  Vorhandensein  mehr  oder  minder  zahlreicher  „  Aetherkanäle  *^  zwischen 
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den Körperatomen  abhängig,  welche  sowohl  den  transversalen  Aetherschwin- 
gnngen  des  Lichts,  nU  den  longitudiualen  Impulsen,  welche  in  der  oben  er- 
läuterten Weise  die  Wärme  fortpflanzen,  den  Durchgang  gestatten.  „Wenn 
„nnn  die  lichtbildende  Querbewegrtng  eines  Actberatoms  vernichtet  wird, 
„80  wird  im  Allgemeinen  die  wärmebildende  Längsbewegnng  des  Atoms 
„demselben  Schicksal  unterliegen,  da  die  jedenfalls  veränderte  Beschaffen- 
„heit  desAetherkanals  auch  auf  die  letztere  von  Wirkung  sein  mnss**  (S.95). 
Es  sind  daher  die  Lichtstrahlen  im  Allgemeinen  immer  mit  Wärmestrahlen 
combinirt,  oder  ein  Körper,  welcher  für  eine  Gattnng  von  Lichtstrahlen 
durchsichtig  ist,  ist  auch  für  eine  entsprechende  Art  von  Wäimestrahlen 
diatbcrman.  Wie  nämlich  die  Farben  des  Lichts  durch  ihre  Wellenlänge 
verschieden  sind,  so  unterscheiden  sich  die  Wärmeartcn  durch  eine  bestimmte 
Gruppirung  der  wirksamen  Aetherstrahlen  (S.  71).  Während  demnach  im 
Allgemeinen  jedem  Lichtstrahl  von  bestimmter  Wellenlänge  eine  gewisse 
Wärmeait  entspricht,  giebt  es  andrerseits  dunkle  Wärmestrahlen,  denen 
keine  Lichtstrahlen  entsprechen;  ein  undurchsichtiger  Körper  kann  diather- 
man  sein,  „denn  die  breite  Qnerschwingung  des  Lichts  kann  durch  den 
„Widerstand  der  Seitenwände  eines  Aetherkanals  vernichtet  werden,  ohne 
„dass  die  LängBschwingung  auch  sofort  erloschen  sein  mttsste'*  (S.  94). 
,^  Finden  sich  in  einem  durchstrahlten  Körper  mehrere  Richtungen  mit  sahl- 
„  reichen  regelmässigen  Aetherkanälen ,  wie  es  bei  den^  das  Licht  doppelt 
„brechenden  Krystallen  der  Fall  sein  muss,  so  kann  doch  eine  doppelte 
„Brechung  der  Wärme,  ja  sogar  eine  mehrfache  Brechung  derselben  aus 
„  diesen  Gründen  ebenso  gut  für  die  nicht  combinirten  Strahlen  stattünden, 
„wie  sie  die  combinii*ten  mit  dem  Lichte  gemeinschaftlich  erfahren '*  (S.90). 
Der  Verfasser  scheint  sich  also  voreustelleu ,  dass  es  in  einem  Kalkspath- 
krystall  überhaupt  nur  zwei  Richtungen  gebe,  in  denen  sich  Licht-  und 
Wärmestrahlen  fortpflanzen  können ,  und  dass  ein  Krystall ,  in  welchem 
„Aetherkanäle^^  in  drei  Richtungen  vorhanden  sind,  das  Licht  dreifach 
brechen  würde!  „Sind  mehrere  Platten  so  gelegt,  dass  ihre  Aetherfäden 
„parallel  sind,  so  können  die  aus  der  einen  Platte  tretenden  Strahlen  unge- 
„hindert  durch  die  zweite  gehen;  kreuzen  sich  aber  die  Aetherfäden,  so 
„müssen  die  Wärmestrahlen  bei  der  ersten  Platte  von  der  zweiten  absor- 
„birt  werden'^  (S.  99).  Diese  Proben  aus  dem  Kapitel  der  Wärmestrah- 
lung werden  genügen,  um  sich  ein  eigenes  Urtheil  über  die  Anschauunga- 
weise  des  Verfassers  zu  bilden.  Wir  bemerken  nur  noch,  dass  der  Gedanken, 
die  Wärmestrahlen  durch  Longitudinalwellen  zu  erklären,  nicht  eben 
neu  ist. 

Was  zweitens  die  Erklärung  der  Wärmeerscheinnngen  bei  Compression 
und  Expansion  der  Gase  betrifft,  so  wird  der  Hypothese  gemäss  durch  Com- 
pression  d^r  im  Gase  enthaltene  freie  Aether  verdichtet,  somit  Wärme  er* 
zeugt,  umgekehrt  wird  durch  Expansion  derselbe  verdünnt,  oder  das  Gas 
abgekühlt.     Beim  Einströmen  der  Luft  in  einen  leeren  Kaum  (S.  37)  ^ist 
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„der  letztere  schon  mit  Aether  von  der  Dichte  des  Aethers  der  freien  Um- 
„gebung  gefällt,  der  zwar  bei  der  Einströmung  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
„aber  sogleich  zurückströmen  muss,  wenn  hinter  ihm  ein  weniger  dichter 
„  Aether  nachfolgt.  **  Es  würde  aber  aus  dieser  Anschauungsweise  offen- 
har  folgen,  dass  bei  Verkleinerung  oder  VergrÖsserung  eines  leeren  Raumes 
genau  ebenso  viel  Wärme  erzeugt  oder  verbraucht  würde,  als  wenn  dersellie 
mit  Luft  von  beliebiger  Dichtigkeit  gefüllt  wäre,  während  hingegen  die  Kr- 
fahrung  lehrt ,  dass  die  erzeugte  Wärmemenge  der  geleisteten  Arbeit, 
also  der  Dichte  der  comprimirten  Luft,  proportional  ist. 

Die  Wärmeerzeugung  durch  Reibung  endlich  erklärt  der  Verfasser 
nach  der  im  Sinne  der  Stofftheorie  üblichen  Weise  dadurch,  dass  durch  An- 
näherung der  Theilchen  des  geriebenen  Körpers  eine  Verdichtung  des 
Aethers  und  ein  Uebergang  des  gebundenen  in  freien  Aether  stattfinde 
(S.43).  Hätte  der  Verfasser  die  von  ihm  citirte  Abhandlung  von  Rumf  or  d 
studirt,  so  würde  er  gefunden  haben,  wie  Rumford  diese  Erklärung  wi- 
derlegte, indem  er  nachwies,  dass  die  W^ärmecapacität  der  geriebenen  Kör- 
per durch  die  Wirkung  nicht  verändert  worden  war.  Des  Versuches  von 
Davy,  bei  welchem  durch  Reibung  zweier  Eisstücke  im  leeren  Raum  und 
in  einer  unter  0®  erkalteten  Umgebung  Wasser,  also  ein  Körper  von  gprös- 
serer  Wärmecapacität  als  die  geriebenen  Körper,  erzeugt  wurde,  erwähnt 
der  Verfasser  an  dieser  Stelle  gar  nicht  und  in  einer  späteren  Stelle  (S.  135} 
erklärt  er  denselben  durch  die  Zusammendrückung  des  Eises,  wobei  Wärme 
frei  werde,  während  doch  andrerseits  die  Stofftbeorie  den  zum  Uebergang 
in  den  flüifsigen  Zustand  erforderlichen  Wärme  verbrauch  dadurch  erklärt, 
dass  Wärme  gebunden  werde.  —  Zur  Erklärung  der  von  Joule  ange- 
stellten  Versuche  über  FlUsHi^keitsreil>ung  sagt  der  Verfasser  (S.44):  „Die 
„Flüssigkeitstheilchen  werden  mit  Gewalt  an  einander  gepresst,  dadurch 
„  Aether  verdichtet  und  so  die  Wärme  erhöht ;  ob  die  entstehende  Wärme- 
„menge  wirklich  unbeschränkt  sei,  darüber  belehrt  uns  kein  Versuch  aus- 
,, reichend;  sehr  gross  kann  dieselbe  sein,  weil  die  Menge  des  gebundenen 
„Aethers  im  Verhältniss  zu  der  des  freien  sehr  gross  ist;  eine  der  Arbeit 
„  verhältniMsgleiche  Menge  muss  es  sein ,  da  in  allen  Fällen  zwar  etwas  Ar- 
„beit  zur  Näherung  der  Körpertheilchen  verwendet  wird,  der  weitaus 
„grösste  Theil  aber  immer  die  Abstossnng  des  Aethers  überwindet,  also 
„denselben  verdichtet,  und  zwar  um  so  mehr  verdichtet,  je  mehr  Kraft  auf- 
„  gewendet  wird.  *^ . . .  „Ob  die  benutzten  Wasser-  und  Quecksilbermassen 
„nach  den  Versuchen  in  demselben  Zustande  waren,  wie  vorher,  darüber 
„stehen  mir  keine  Angaben  zu  Gebote.  Zweifelhaft  ist  es;  doch  liegt  die 
„Möglichkeit  vor,  dass  dabei  die  Aenderungen  durch  die  später  wieder  von 
„  Aussen  eintretenden  Aetheratome  beseitigt  wurden. "  Leider  liegen  zu 
Gunsten  des  Verfassers  keine  Erfahrungen  darüber  vor,  dass  Wasser  und 
Quecksilber  durch  Reibung  ihre  Wärmecapacität  ändern ,  und  wenn  davon 
die  Rede  ist,  dass  die  Zustandsänderung  durch  später  wieder  von  Aussen 
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eintretende  Aetheratome  beseitigt  werde,  so  lieisst  dies,  in  die  Hypothese 
des  Verfassers  übersetzt,  nichts  anderes,  als  dass  die  durch  Reibung  im 
Calorimeter  erzeugte  Wärmemenge  den  Umgebungen  der  Flüssigkeit,  d.  i. 
den  Gefässwänden,  entzogen  werde.  Wenn  der  Verfasser  von  der  Art,  wie 
Joule  die  Versuchsreihen  über  Flüssigkeitsreibnng  ausführte  ,  Kenntnis» 
genommen  hätte,  so  würde  er  die  Ueberzeugung  gewonnen  haben,  dass  eine 
nachträgliche  Abkühlung  der  Flüssigkeit  und  Wärmeaufnahme  von  Aussen 
der  Aufmerksamkeit  des  Experimentators  nicht  hätte  entgehen  können. 

Wir  glauben  auf  den  Theil  des  Buches,  in  welchem  der  Verfasser  die 
weiteren  Folgerungen  aus  seiner  Hypothese  entwickelt,  nicht  näher  einge- 
hen zu  dürfen,  zumal  da  die  bereits  gegebenen  Proben  den  Charakter  seiner 
Deductionen  hinreichend  erkennen  lassen.  Dass  ein  grosser  Theil  der 
Wärmeerscheinungen  durch  die  Hypothese  eines  Wärmestoffes  ebenso  wohl 
und  selbst  zum  Theil  durch  elementarere  und  daher  der  Anschauung  näher 
liegende  Betrachtungen  erklärt  werden  kann,  als  im  Sinne  der  dynami- 
schen Wärmetheorie,  ist  niemals  geläugnet  worden.  Lange  Zeit  hindurch 
hat  ja  die  Stofftheorie  zur  Erklärung  der  bekannten  Erscheinungen  ausge- 
reicht, und  die  Aetherthorie  des  Verfassers  ist  von  den  Vorstellungen  von 
de  Luc,  Black,  Jrvine,  Wilke  und  Berthollet  über  freie  und  latente 
Wärme  in  keinem  wesentlichen  Punkte  verschieden.  Die  Schwierigkeiten, 
auf  welche  jene  Stofftheorie  stösst,  und  welche  zur  Verwerfung  derselben 
und  zur  Annahme  der  Bewegungstheorie  geführt  haben ,  werden  dadurch 
nicht  beseitigt,  dass  an  Stelle  des  „Wärmestoffes**  der  neue  Name  „  Aether^* 
gesetzt  wird. 

Die  zweite  Abtheilung  des  Buches  enthält  eine  Darstellung  nnd  Kritik 
der  Ansichten,  welche  im  Sinne  der  Bewegungstheorie  der  Wärme  über  die 
Natur  der  Wärmebewegungen  aufgestellt  worden  sind.  Insbesondere  wen- 
det sich  der  Verfasser  gegen  die  Theorie  der  Identität  der  Licht-  und 
Wärmestrahlung.  Obgleich  zugegeben  werden  mag,  dass  im  Nachweis  die- 
ser Identität  noch  manche  experimentelle  Lücken  vorhanden  sein  mögen, 
so  beruht  doch  die  Mehrzahl  der  Einwürfe  des  Verfassers  auf  Miss  Verständ- 
nissen. Der  Verfasser  schlfesst  z.  B. ,  dass  der  grösseren  Schwingungsge- 
8ch  windigkeit  der  violetten  Strahlen  auch  die  grösste  Wärme  Wirkung  ent- 
sprechen müsste.  Dieser  Schluss  würde  nur  unter  der  Voraussetzung  glei- 
cher Schwingungsamplituden  zulässig  sein,  indem  dann  allerdings  der  kür- 
zesten Schwingungsdaner  die  grösste  absolute  Vibrationsgeschwindigkeit 
entsprechen  würde.  Es  hindert  aber  nichts,  anzunehmen,  dass  die  Schwin- 
gungsamplitnden  der  dunklen  Strahlen  jenseits  des  rothen  Endes  des 
Spectrums  die  grössten  seien,  und  dass  die  Unempfindlichkeit  der  Netzhaut 
für  Strahlen  von  grosser  Schwingungsdaner,  oder  auch  die  Absorption  in 
den  Augenmedium  uns  hindern,  diese  Schwingungen  als  Licht  wahrzunehmen. 
Dass  die  Intensität  der  Lichtempfindung  im  gelben  Theil  des  Spectrums 
am  grössten  ist,  steht  dieser  Annahme  nicht  entgegen,  da  man  zwischen  der 
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Intensität  der  Aetherbewegung  und  der  Stärke  des  Lichteindrucks  aaf  unser 
Auge  wobl  zu  unterscheiden  hat.  Die  erstere  wird  durch  die  lebendige 
Kraft  der  Aetherschwingungen  oder  durch  die  Wärmewirkung  derselben 
gemessen,  letztere  aber  ist  ausserdem  durch  den  verschiedenen  Grad  der 
Empfindlichkeit  unseres  Sehnerven  für  Schwingungen  von  verschiedener 
Wellenlänge  bedingt,  welche  sogar  grosse  individuelle  Verschiedenheiten 
bei  verschiedenen  Beobachtern  zeigt.  Für  Strahlen,  deren  Wellenlänge 
dem  vorrothen  und  rothen  Theil  des  Spectrums  entspricht,  besitzt  das  Auge 
keine  oder  nur  geringe  Empfindlichkeit,  während  dasselbe  für  blaue  und 
violette  Strahlen  so  empfindlich  ist,  dass  es  dieselben  als  Licht  noch  wahr- 
nimmt, obgleich  dieselben  so  geringe  Schwingnngsamplituden  besitzen,  dass 
sie  keine  messbaren  thermometrischen  Wirkungen  zu  erzeugen  im  Stande 
sind. 

Ein  anderer  Einwand,  welchen  der  Verfasser  gegen  die  Identität  von 
Licht-  und  Wärmestrahlen  aufstellt,  bezieht  sich  auf  die  von  Aken  und 
Tyndall  mit  dem  Namen  der  Calcescenz  oder  Calorescenz  bezeichneten 
Erscheinungen  der  Umwandlung  dunkler  Wärme-  in  leuchtende  Strahlen, 
wie  dieselbe  z.  B.  bei  der  Ersetzung  des  Kalkes  durch  die  vorwiegend 
dunkle  Strahlen  aussendende  Flamme  des  Knallgasgebläses  vorkommt,  — 
Es  findet  hier  eine  Uebertragung  der  Aetherschwingungen  an  die  Köi*per- 
atome  statt  und  es  ist  a  priori  keineswegs  erweislich,  dass  die  Schwingungs- 
dauer der  neuen  von  den  Körperatomen  aus  erregten  Aetherwellen  mit  den 
der  ursprünglichen  von  den  Körperatomen  erregten  Wellen  identisch  sein 
müsse.  —  Ein  ganz  ähnliches  Verhältniss  findet  bei  den  Fluorescenzerschei- 
nuugen  der  Lichtstrahlen  statt.  Die  erwähnten  Erscheinungen  können 
demnach  vielmehr  zur  Unterstützung  als  zur  Widerlegung  der  Identitäts* 
theorie  dienen.  —  Dass  ferner  ein  durchsichtiger  Körper  adiatherman  fttr 
gewisse  Wärmestrahlen  und  ein  diathermaner  Körper  undurchsichtig  sein 
könne,  liefert  ebenso  wenig  einen  Beweis  gegen  die  Identität  von  Licht  und 
Wärme,  wie  aus  der  Erfahrung,  dass  rothes  Glas  keine  blauen  und  blaues 
Olas  keine  rothen  Strahlen  hindurchgehen  lässt,  gefolgert  werden  kann, 
dass  rothes  und  blaues  Licht  Erscheinungen  verschiedener  Natur  seien. 

Die  übrigen  zum  Theil  unter  sich  widersprechenden  Resultate  verschie- 
dener Forscher,  welche  der  Verfasser  als  Argumente  gegen  die  Identitäts- 
theorie  anführt,  beweisen  nur,  dass  die  Versuche  über  Wärmestrahlung  nlit 
mancherlei  Schwierigkeiten  verknüpft  sind,  welche  selbst  geübte  Beobach- 
ter, wie  Melloni,  zu  Irrtbümern  veranlassen  konnten,  die  durch  Vervoll- 
kommnung der  Hilfsmittel  und  Versuchsmethoden  ihre  Aufklärung  gefun- 
den haben.  Wie  gross  jene  experimentellen  Schwierigkeiten  sind,  mag  man 
aus  den  entgegengesetzten  Resultaten  schliessen ,  zu  welchen  noch  in  der 
Jüngsten  Zeit  zwei  der  berühmtesten  Experimentatoren  bezüglich  der  Ab- 
soi*ption  der  Wärmestrahlt^n  durch  gasformige  Mittel  gelangt  sind. 

Der  Verfasser  erörtert  sodann  die  Vorstellungen,  welche  Ampere, 


Literatan^itung. 

Redtenbacber  (das  Dynamidensystein ,  Mannbeim  1857),  Wiener 
(Orundzüge  der  Weltordnang,  Leipzig  und  Heidelberg  1863)  von  der  mole- 
cularen  Bescbaffenheit  der  Materie  gegeben  baben,  sowie  die  Grundsätze 
der  mechanischen  Wärmetheorie  und  die  im  Zusammenbang  mit  denselben 
von  Kr5nig,  Clausius  n.  A.  aufgestellten  Ansiebten  über  die  Natur  der 
Gase  U.S.  w.  Der  Ansicht  des  Verfassers,  dass  die  Grundhätze  der  mechani» 
sehen  Wärmetheorie  auch  mit  seiner  Aethertheorie  yerwoben  seien,  können 
wir  nach  den  oben  gegebenen  Erörterungen  nicht  beipflichten.  Dass  ande- 
rerseits die  Ansichten  der  verschiedenen  Forscher  über  die  Natur  der 
Wärniebewegung  noch  viel  Lückenhaftes  und  Widersprechendes  enthalten, 
wer  wollte  es  läugnen?  Die  Unzugänglichkeit  des  Gebietes  der  Molecular- 
physik  für  die  directe  Beobachtung  einerseits ,  die  bedeutenden  Schwierig- 
keiten ,  welche  sich  einer  streng  mathematischen  Behandlung  entgegenstel- 
len andererseits,  werden  voraussichtlich  eine  erfolgreiche  Ausbildung  die- 
ses Gebietes  noch  lange  verzögern  —  indess  ist  es  nicht  eine  oder  die  an- 
dere specielle  Hypothese  über  die  atomistische  Zusammensetzung  der  Ma- 
terie, auf  welche  die  mechanische  Wärmetheorie. sich  gründet.  Dieselbe 
ist  vielmehr  eine  nothwendigeConsequenz  bestimmter  Erfahrungsthatsachen, 
welche  mit  der  Annahme  eines  Wäimestoffes  im  Widerspruch  stehen.  Jeder 
Versuch,  die  Theorie  des  Wärmestoffes  in  dieser  oder  jener  Form  wieder 
zur  Geltung  zu  bringen,  muss  daher  so  lange  als  verfehlt  betrachtet  werden, 
bis  er  jene  Thatsachen  entweder  zu  widerlegen  oder  auf  genügende  Weise 
zu  erklären  im  Stande  ist.  Dies  ist  durch  die  Aethertheorie  dps  Verfassers 
nicht  geleistet  worden. 

Berlin,  im  November  1865,  Jochmamn. 


Der  Monitor.     Eine  Sammlung  von  Formeln  und  Tabellen  aus  dem  Ge- 
biete   der   Mathematik    und   Mechanik;    zusammengestellt    von 
H.  VAN  Aller,  Oberst  a.  D.     Erster  Theil,  Mathematik.     Hanno- 
ver,    G.  Wedekind.     1865. 
Das  vorliegende  Werkchen  enthält  eine   ziemlich  reichhaltige  Samm- 
lung von  Formeln  aus  folgenden  Theilen  der  Mathematik:    1.  Goniometrie, 
2.  Ebene  Trigonometrie ,  3.  Sphärische  Trigonometrie ,  4.  Polygonometrie, 
ö.  Polyedrometrie,  6.  Analytische  Geometrie  der  Ebene,  7.  Analytische  Geo- 
metrie des  Raumes,  8.  Berechnung  von  Flächen,  9.  Berechnung  der  Ober- 
flächen und  Inhalte  von  Körpern ,  10.  Versetzungen,  Reihen  und  Gleichun- 
gen, II.  Differential-  und  Integralrechnung,  12.  Anwendungen  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  auf  Geometrie.     In  einer  derartigen  Publication 
sucht  selbstverständlich  Niemand  eigene  Forschungen  des  Verfassers,  wohl 
aber  verlangt  das  Publikum  mit  Recht  dreierlei ,   nämlich  Correctheit  des 
Druckes,  bequeme  Anordnung  des  Materiales  und  genaue  Angabe  der  Be- 
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dingangen ,  unter  welche^  die  aufgeführten  Formeln  richtig  sind.  Nach 
diesen  Gesichtspunkten  betrachtet,  hat  die  vorliegende  Schrift  keinen  gün- 
stigen Eindruck  auf  den  Referenten  gemacht,  wenigstens  erweckt  es  ein 
nachtheiliges  Vorurtheil,  dass  demselben  beim  blossen  Durchblättern  die 
folgende  ziemlich  lange  lieihe  von  Fehlern  und  Ungenauigkeiten  aufge- 
stossen  ist. 

S.  2],  Z.  6  V.  u.  steht  arctan  x  statt  arctan  1;  S.  102,  Z.  3  v.  u.  muss  es 


(1    3     \*  /l    3     \'  /ö* 

-^  «M    heissen  |  ( --^  g* )  ;  S.  103,  Z.  4  v.  o.  ist  statt  jK  — 


zu 


) 


lesen    /2(a*+ft*);  S.  233,  Z.  3  v.  u.  steht  mJog(a  +  x)+nlog{b+x)  statt 

(a+xj'^(b  +  x)^d[mlog{a+x)  +  nlog{b+x)]'^ 
in  mehreren  folgenden  Zeilen  fehlt  der  Factor  dx]  S.  280,  Z.  6  v.  o.  mass 
es  für  Cordioide  heissen  „Cardioide".  Ferner  ist  zu  tadeln,  dass  der  Ver- 
fasser hüufig  mit  einem  und  demselben  Buchstaben  ganz  verschiedene  Grös- 
sen bezeichnet;  so  wird  auf  S.  117  als  Gleichung  der  hyperbolischen  Spirale 
angegeben 

a  2na 

wo  die  beiden  a  verschiedene  Bedeutungen  haben;  daraus  entspringt  der 
Uebelstand,  dass  man  bei  den  a,  welche  in  den  folgenden  Formeln  für  Tan- 
gente, Normale  etc.  vorkommen,  nicht  weiss,  welches  a  gemeint  ist.  Die- 
selbe Unsicherheit  findet  sich  wieder  hei  der  Gleichung  der  logarithmischen 
Spirale  (S.  118),  welche  der  Verfasser  schreibt 

was  geradezu  eine  Confusion  giebt,  da  überdies  m  einmal  =1  und  das  an- 
dere Mal  davon  verschieden  ist.  Auf  S.  175  steht  als  Oberfläche  des  El- 
lipsoides 

^       abn         .   iX      bnx  yr- --- 

0== arcstn l/a* — rar 

c  a  a    '^ 

(bei  Drehung  um  die  grosse  Axe), 
0  =  26»»  +  ^^  In  («  +  j/T+?) 

(bei  Drehung  um  die  kleine  Axe); 
das  erste  0  bedeutet  die  Oberfläche  einer  Viertelzone  von  der  Höhe  x]  das 
zweite  die  Gesammtoberfläcbe,  ohne  dass  dieser  wesentliche  Unterschied  in 
einer  Note  bemerkt  wäre.  Unter  der  Rubrik  Rectiflcation  bezeichnet  beim 
Kreise  (S.  285)  s  einen  Quadranten,  bei  der  Parabel  den  Bogen,  dessen  Ho- 
rizontalprojection  x  ist,  bei  der  Ellipse  den  ganzen  Umfang,  und  wiederum 
fehlt  hierzu  jede  Erläuterung.  —  Sehr  unglücklich  erscheint  dem  Referen- 
ten die  Anordnung  der  Integralformeln,  welche  in  8  Tafeln  auf  folgende 
Weise  vertheilt  sind :  Taf.  29.  Integralformeln;  Taf.  30.  Unmittelbare  Inte- 
grationen; Taf.  31.  Integrationen  durch  Theile ;  Taf.  32.  Integrale  rationaler 
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Differentiale;  Taf.  33.  Integrale  irrationaler  Differentiale;  Taf.  34.  Integra- 
tionen durch  Reductionsformeln;  Taf.  35.  Bestimmte  Integrale;  Taf.  36. 
Transcendente  (uttbestimmte)  Integrale.  Offenbar  hat  der  Verfasser  hier- 
bei nicht  die  Natur  des  gegebenen  Differentiales,  sondern  die  zufälligen 
Hilfsmittel  der  Integration  zum  Eintheilungsgrunde  genommen,  er  hat  aber 
dabei  übersehen,  dass  ea  auf  letztere  bei  einem  Tabelleuwerke  nicht  an- 
kommt.    Wer  z.  B.  den  Werth  von 


y; 


xdx 


(a+  bxy 

in  einer  Tafel  sucht,  der  fragt  nicht  danach,  ob  dieses  Integral  durch  theil- 
weise  Integration  oder  durch  Zerlegung  in  Partialhrüche  oder  durch 
Reductionnformeln  entwickelt  werden,  kann  (hier  würden  sogar  alle  drei 
Methoden  passen),  er  hat  nur  das  Interesse,  jenen  Werth  möglichst  rasch 
zu  finden.  Für  diesen  Zweck  ist  die  Anordnung,  welche  Meyer  Hirsch, 
Minding,  BierensdeHaan  u.  A.  bei  ihr^n  Integraltafeln  benutzt  ha- 
ben ,  die  richtige  und  durch  die  Erfahrung  längst  bewährt.  Wie  weit  da- 
gegen bei  des  Verfassers  Eintheilung  die  verwandtesten  Formeln  von  ein- 
ander getrennt  werden,  möge  nur  ein  Beispiel  zeigen : 

fe'dx         steht  auf  S.  225, 

fe"  dx  „      „     „  227, 

fxe^'dx        „      „     „235, 

fx^^e^'dx  „  „  „  253. 
Endlich  ist  noch  zu  rügen ,  dass  der  Verfasser  bei  keiner  Formel  die 
Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  angiebt,  wodurch  der  Nachschlagende  zu 
dem  Glauben  an  die  Allgemeingültigkeit  der  betreffenden  Formel  und  da- 
mit zu  Fehlern  verleitet  wird.  Aus  den  ersten  Zeilen  von  Taf.  I,^  geht 
z,B.  hervor,  dass  der  Verfasser  die  Function  arcsinx  als  eindeutig  be- 
trachtet, d.h.  darunter  immer  den  zwischen  — ^n  und  s\-^7c  liegenden  Bo- 
gen versteht,  dessen  Sinus  =sx  ist.  Dann  musste  aber  auch  bei  der  For- 
mel (S.  20) 

arc  sin  x  +  arc  sin  y  =  arc  sin  {x  j/l  —  y*  +  y  >^1  —  ^) 
die  Einschränkung  ar*  +  y*^i  beigefügt  werden,  ohne  welche  falsche  Resul- 
tate herauskommen,  wie  z»  B.  für  :r  =  tts=^^3 

,     •    ■   /3     "        .  ^3 
2  arc  stn  - —  =  arc  stn  - — , 
2  2 

Besonders  gefährlich  wird  der  gerügte  Mangel  bei  den  unendlichen  Reihen. 

So  steht  auf  S.  108  ohne  alle  Determination         * 

sinx  .    1  sin^x  .  l.Zsin^x  . 

1^2      8     ^2.4     5     ^ 

und  hieraus  folgt,  indem  man  von  der  Formel  oigitizedbyGoOQlc 
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was  durchaas  unrichtig  ist.  —  Nach  diesen  Erörterungen  muss  man  sagen, 
dass  der  Verfasser  zwar  mit  vielem  Fleisse  aus  allen  möglichen  Büchern 
Formeln  zusammengetragen  j  dass  er  es  aber  hierbei  versäumt  hat,  sich 
den  eigentlichen  Sinn  und  die  praktbche  Anwendbarkeit  derselben  klar  zu 
machen.  Schlöbcilch. 
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Recensionen. 

Yorlesiingen  am  der  analytischen  Oeometrie  der  geraden  Linie,  des  Punk- 
tet und  des  Kreises  in  der  Ebene.  Von  Dr.  OtTo  Hesse,  ordent- 
lieber  Professor  an  der  Universität  Heidelberg.  Leipzig, 
B.  G,  Teubner. 

Wie  schon  aus  dem  Titel  hervorgebt  und  noch  deutlicher  in  der  kur- 
Ben  Vorrede  gesagt  ist,  hatte  der  berühmte  Verfasser  keineswegs  die  Ab- 
sicht, ein  vollständiges  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  zu 
liefern;  vielmehr  bezeichnet  er  seine  Vorlesungen  als  wesentlich  akade- 
mische, deren  Aufgabe  sei,  „gefällig  anzuregen  und  zu  weiteren  Entdeckun- 
gen zu  ermuntern".  Diesem  Plane  entspricbt  die  gewäblte  Darstellung; 
sie  ist  ausfuhrlich,  wo  es  sich  um  principielle  Erörterungen  und  Begriffs- 
bestimmungen handelt,  sie  wird  knapper  bei  Folgerungen,  wejcbe  durch  ge- 
wöhnliche Rechnungsoperationen  erreichbar  sind,  sie  giebt  endlich  an  vielen 
Stellen  Andeutungen  zu  weiterer  Ausführung  des  Vorgetragenen  oder  zum 
Studium  verwandter  Untersuchungen.  Zufolge  dieser  echt  akademischen 
Weise  gewährt  hier  das  gedruckte  Wort  sehr  nahe  den  Eindruck  des  gespro- 
chenen, und  selbst  wer  die  analytische  Geometrie  genau  kennt,  wird  doch 
dem  ebenso  anziehenden  als  anregenden  Vortrage  des  Verfassers  gern  fol- 
gen« Hinsichtlich  des  Inhaltes  mögen  die  nachfolgenden  Angaben  zur 
Orientirung  dienen. 

Als  charakteristisch  für  die  Methode  der  analytischen  Geometrie  be- 
zeichnet der  Verfasser  in  der  ersten  (einleitenden)  Vorlesung  drei  Opera- 
tionen: Die  Uebertragung  der  geometrischen  Data  in  Gleichungen,  die  Com- 
bination  und  Transformation  der  letzteren,  endlich  die  geometrische  Inter- 
pretation der  neuen  durch  die  vorigen  Operationen  erhaltenen  Gleichungen. 
Dazu  findet  sich  noch  folgende  Bemerkung:  „Man  würde  irren,  wenn  man 
den  Schwerpunkt  der  analytischen  Geometrie  in  der  Rechnung  suchen 
wollte.  Das  Resultat  der  Rechnung  ist  das  Endziel,  die  Rechnung  selbst 
bleibt  eine  unliebsame  Beigabe,  die  wir  zur  freieren  Bewegung  auf  ein  Mi- 
nimum zu  beschränken  haben.     Dieses  Minimum  durch  möglichste  Vermei- 
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düng  von  RechmiDgen  annähernd  zu  erreichen,  wird  eine  der  Aufgaben  sein, 
welche  zu  lösen  diese  Vorlesungen  sich  durchgehend  zur  Pflicht  machen.  ^^ 
In  der  That  ist  dies  geschehen,  und  es  dürfte  schwerlich  ein  Werk  über 
analytische  Geometrie  existiren,  welches  dem  Leser  noch  weniger  Rechnung 
zumuthete  als  das  vorliegende. 

Es  folgen  nun  die  Definition  der  Coordinaten  eines  Punktes,  die  Bestim- 
mung des  Abstandes  zweier  Punkte  und  die  Ermittelung  der  Dreiecksfläche, 
wobei  die  Theorie  der  geraden  Linie  durch  Betrachtung  von  Dreiecken, 
welche  gleiche  Basis  und  gleiche  Fläche  besitzen,  eingeleitet  wird.  Die 
zweite  Vorlesung  ist  ausschliesslich  der  geraden  Linie  gewidmet;  die  Be- 
deutung der  Coefficienten  in  der  allgemeinen  Gleichung 

Ax+  By  +  D  =  0,      (kurz  ü=0) 
sowie  in  der  speciellen  Gleichung 

xcosa+ycosß—d^O,  (kurz  A=0)^ 
welche  die  Normalform  der  Gleichung  einer  Geraden  heisst,  wird  sehr  sorg- 
fältig erörtert.  Daran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben  und  Lehrsätze,*  z!  B. 
„Wenn  A=zO  und  A^=:iO  die  Gleichungen  zweier  Geraden  sind,  so  bedeu- 
ten  J  —  ^1  =  0  und  A+  -^i=0  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die 
Winkel  zwischen  jenen  Linien  halbiren**,  ferner:  „Wenn  zwischen  den 
Gleichungen  dreier  Geraden  [7=0,.  {7^  =  0,  t^g  =  0  die  Identität 
XU  +  kj^Ui  +  X^U^^O  obwaltet,  so  schneiden  sich  die  Geraden  in  einem 
Punkte,  ^*  u.  dgl.  m.  Selbstverständlich  werden  von  diesen  Sätzen  Anwen- 
dungen auf  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  gemacht.  Die  dritte 
Vorlesung  beschäftigt  sich  mit  den  „  harmonischen  Linien  und  Linien  der 
Involution 'S  d.  h.  mit  den  Doppelverhältnissen  zwischen  den  Sinus  von  vier 
Winkeln  in  Büscheln  von  vier  Strahlen ,  mit  den  harmonischen  Strahl« 
büscheln  und  mit  der  Involution  von  sechs  Strahlen. 

Das  Gegenstück  zur  zweiten  Vorlesung  bildet  die  vierte;  während 
nämlich  in  jener  die  gerade  Linie  durch  eine  Gleichung  zwischen  Punkt- 
coordinaten  ausgedrückt  wurde,  erscheint  hier  der  Punkt  repräsentiit  durch 
eine  Gleichung  zwischen  den  neu  eingeführten  Liniencoordinaten,  welche 
Gleichung  entweder  in  der  allgemeinen  Form 

Ju  +  Bv+  C=0,  (kurz  U=0) 
oder  in  der  sogenannten  Normalform 

rtM  +  6p  -H  l  =  0,  (kurz  ^  =  0) 
auftreten  kann.  Die  Analogie  zwischen  der  Theorie  des  Punktes  und  der 
Theorie  der  Geraden  wird  sehr  genau  durchgeführt  z.  B.  „Wenn  A=0  und 
^^=0  die  Gleichungen  zweier  Punkte  sind,  so  sind  A  —  ^^==0  und 
A  +  A^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte  auf  der  Verbindungslinie  der 
gegebenen  Punkte,  von  welchen  der  erst,ß  im  Unendlichen  liegt,  der  an- 
dere die  Verbindungslinie  halbht*^;  ferner:  „Wenn  zwischen  den  Gleichun* 
gen  von  drei  Punkten  ü=q,  U^=0,  1/^=0  die  Identität  X  U+Xi  U^+X^  Ü,=s0 
stattfindet,   so  liegen  jene  Punkte    in   eiuer  Geraden",  «K-del.  nu     Auf 
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gleiche  Weise  entspricht  der  dritten  Vorlesung  die  fünfte;  sie  behandelt  die 
Doppelschnittsverhältnisse  einer  Reihe  von  vier  Punkten,  die  harmonischen 
Punkte  und  die  Involution  von  sechs  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten. 
Die  letztere  Theorie  wird  in  der  darauf  folgenden  Vorlesung  noch  aus 
einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet  und  erweitert.  Hierbei  gelangt 
läer  Verfasser  zu  dem  Satze:  „Beliebige  vier  Punkte  auf  einer  Geraden 
bilden  drei  Gruppen  von  zwei  Punktepaaren.  Construirt  m&n  drei  Punkte- 
paare;  von  denen  jedes  harmonisch  ist,  mit  den  Punktepaaren  einer  Gruppe, 
so  sind  je  zwei  construirte  Punktepaare  harmonisch,*'  und  dieses  Theorem 
dient  nun  wieder,  um  der  in  Vorlesung  7  folgenden  Auflösung  biquadra- 
.tischer  Gleichungen  einen  geometrischen  Sinn  unterzulegen.  Die  achte 
Vorlesung  nimmt  den  bereits  in  der  sechsten  Vorlesung  benutzten  Gedan- 
ken, ein  Punktepaar  oder  ein  Linienpaar  durch  eine  Gleichung  darzustel- 
len, wieder  auf  und  führt  zu  einer  Reihe  von  Sätzen,  welche  ausschliesslich 
für  solche  Paare  gelten,  die  harmonisch  sind  mit  einem  gegebenen  Paar.  In 
der  neunten  Vorlesung  kommen  die  homogenen  Coordinaten  und  die  Drei- 
eckscoordinaten  zur  Sprache ;  sie  werden  u.  A.  auf  die  vorige  Lehre  von 
den  Punktepaaren  angewendet.  Die  zehnte  Vorlesung  behandelt  die 
Sechsecke  von  Pascal  und  Brian  chon.  Wiesich  von  selbst  versteht, 
können  dieselben  hier  nicht  als  Sehnen-  oder  Tangentenvielecke  aufgefasst 
werden,  der  Verfasser  definirt  daher  das  Pascal'sche  Sechseck  als  ein  sol- 
ches, bei  welchem  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  in  einer  Geraden  lie- 
gen, ebenso  das  Brian chon^sche  Sechseck  als  ein  solches,  dessen  drei 
Hauptdiagonalen  durch  einen  Punkt  gehen.  Diese  Definitionen  reichen 
aus,  um  die  Eigenschaften  beider  Figuren  zu  entwickeln;  der  bekannte 
Steiner'sche  Satz  (Systematische  Entwickelung  etc.  S.  311,  No.  54)  lautet 
dann  so:  wenn  eines  von  den  durch  6  Punkte  bestimmten  GO  verschiedenen 
Sechsecken  ein  PascaTsches  Sechseck  ist,  so  sind  es  auch  alle  übrigen; 
die  entsprechenden  (50  Geraden  gehen  zu  drei  und  drei  durch  einen  Punkt 
u.  s.  w. 

In  den  drei  letzten  Vorlesungen  behandelt  der  Verfasser  die  Theorie 
des  Kreises  mit  vieler  Ausführlichkeit.  Unter  Anderem  verdient  erwähnt 
zu  werden :  die  Pole  und  die  Polaren ,  die  Aehnlichkeitspunktc  und  die 
Aehnlichkeitsaxen ,  das  System  der  Kreise,  die  von  einem  festen  Kreise 
senkrecht  geschnitten  werden,  die  Potenzlinien  und  das  Problem  der  Be- 
rührung von  drei  gegebenen  Kreisen  durch  einen  vierten  Kreis,  womit  das 
Werk  schliesst. 

Man  kann  ohne  Uebertreibung  behaupten,  dass  es  sehr  wenig  Bücher 
giebt,  die  auf  dem  kleinen  Räume  von  182  Seiten  eine  solche  Fülle  von 
Material  in  einer  so  eleganten  und  durchaus  klaren  Darstellung  bieten^  und 
daher  liegt  der  Wunsch  nahe  genug,  dass  sich  der  Verfasser  zu  einer  Fort- 
setzung des  Werkes  entschliessen ,  d.  h.  Vorlesungen  über  die  analytische 
Geometrie  der  Kegelschnitte  veröffentlichen  möge.    Nur  Eines  hat  Referen|^ 
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vermisst,  nämlich  die  Angabe  literarischer  Hilfsmittel.  Gerade  weil  sich 
der  Verfasser  hie  und  da  auf  Andeutungen  beschränkt  and  weitere  Aus- 
führungen des  einen  oder  anderen  Punktes  nur  in  der  Perspective  sehen 
lässt,  wäre  es  ohne  Zweifel  passend  gewesen,  dem  für  Anregungen  empfäng- 
lichen Jünger  der  Wissenschaft  einen  Wegweiser  für  seine  ferneren  Studien 
mitzugeben.  Vielleicht  lässt  sich  diesem  Mangel  bei  einer  zweiten  Auflage 
oder  Fortsetzung  nachträglich  abhelfen.  Schlöhilch. 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik  von  Dr.  Adolph  WiJllner,  Docent  der 
Physik  an  der  landwirthschaftlichen  Akademie  zu  Poppeisdorf 
und  Privatdocent  zu  Bonn.  Zweiten  Bandes  zweite  Abtheilang. 
Die  Lehre  vom  Magnetismus  und  von  der  Elektricität.  Leipzig, 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  1865. 
Die  erwähnte  Abtheilung  dieses  umfangreicheren  Lehrbuches  der  Phy- 
sik erfüllt,  wie  man  beim  Durchlesen  auf  jeder  Seite  bemerken  kann,  die 
Aufgabe  vollständig,  mit  der  niederen  Mathematik  Vertraute  in  das  Gebiet 
der  auf  dem  Titel  genannten  Wissenschaften  einzuführen.  Wer  auch  nur 
mit  der  Sprache  einiger  Originalabhandlungen,  in  denen  die  hauptsächlich« 
sten  Arbeiten  über  den  Magnetismus  niedergelegt  sind,  vertraut  ist,  der  fin- 
det in  der  Abhandlung  über  den  Magnetismus  in  Wüllner's  Lehrbuche  die 
Klarheit  der  Begriffe  wieder,  die  den  messenden  Theilen  des  Magnetismus 
vorausgehen  müssen,  und  die  treu  den  Originalen  von  Gauss,  Weber  etc. 
eingeführt  sind.  Da  nun,  wie  in  den  früher  besprochenen  Theilen  des 
schätzenswerthen  Lehrbuches,  dem  Leser  überall  eine  höchst  klare  Ausein- 
andersetzung entgegentritt  und  die  Citate  der  besten  Originaiabhandlungen 
als  weitere  Wegweiser  für  das  Studium  einen  entsprechenden  Platz  gefun- 
den haben,  so  kann  die  gesammte  Abhandlung  über  den  Magnetismus,  die 
den  Eingang  zur  2.  Abth.  des  2.  Bandes  bildet,  den  Studirenden,  die  nach 
gründlichem  Wissen  in  diesem  Theile  der  Physik  streben,  nur  willkommen 
sein.  Dem  Magnetismus  folgt  die  Lehre  von  der  Reibungselektricität,  und 
würde  es  bezeichnend  genug  sein,  das  im  Allgemeinen  über  die  Behandlung 
des  Magnetismus  Gesagte  hieranf  mit  auszudehnen,  jedoch  ziehe  ich  vor, 
gleichsam  zur  Begründung  des  Vorigen,  aus  meinen  beim  Durchlesen  ge- 
machten Notizen  hervorzuheben,  dass  die  geschickte  Herleitung  der  Eigen- 
schaften dor  Elektricität  aus  den  Fundamentalversuchen  des  Fernewirkungs- 
gesetzes aus  Coulomb'  Versuchen  mit  der  Drehwaage,  der  Messung  der 
Elektricität  mit  Coulomb'  Drehwaage,  Dellmann's  und  Kohlrausch' 
Elektrometer,  die  Theorie  des  Condensators  mir  besonderes  Vergnügen  be- 
reitet haben. 

Eine  gleich  eingehende  Behandlung  hat  der  Galvanismus  erfahren;  die 
grösste  Vollständigkeit  im  vorgetragenen  Stoffe  ze^ifj^g^^?  Berücksichtigung 
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auch  der  neuesten  Foraclmngen;  da  übrigens  der  Verfasser  sieb  streng  an 
die  Resultate  der  Experimente  gebalten  bat,  tritt  die  leidenscbaftslose  Un- 
partbeilicbkeit  in  seinen  Aussprücben  über  die  Theorie  des  Galvanismas 
um  so  wobltbuender  auf,  als  er  selbst  in  diesem  Gebiete  thätig  gewesen  ist. 

In  dem  nun  folgenden  Oapitel  der  Elektrodynamik,  welcbe  die  Am- 
pere'schen  Erscbeinangen ,  den  Diamagnetismus,  überhaupt  alle  Erschei- 
nungen der  Wirkung  von  Strömen  nach  aussen  mit  umfasst,  ist,  wie  zu  er- 
warten, dieselbe  gründliche  Behandlung  angewendet.  Das  Streben,  nach  dem 
Vorgange  von  Ampere,  Weber,  die  Gesetze  der  Feme  Wirkung  strömen- 
der Elektricität  abzuleiten  und  vorzutragen ,  hat  den  Verfasser  genöthigt, 
Gebranch  von  den  Elementen  der  Differential-  und  Integralrechnung  zu» 
machen.  Ich  möchte  dies  dem  Lehrbuch  weniger  als  Fehler,  sondern  viel- 
mehr als  eine  Tugend  anrechnen.  Wo  durchgängig  in  einem  Lehrbuche 
der  Physik  das  Streben  hervortritt ,  aus  den  Erscheinungen  auf  das  Gesetz 
zu  führen,  ans  Messungen  dasselbe  herzuleiten ,  darf  man  einen  Leserkreis 
erwarten,  welcher,  nach  dem  Dargebotenen  strebend,  auch  die  geringen  An- 
strengungen nicht  scheut,  sich  in  ^en  Besitz  der  Mittel  zum  Verständniss 
desselben  zu  setzen. 

Am  Schlüsse  sei  es  uns  noch  gestattet,  einen  Rückblick  auf  Wüllner^s 
Physik  im  Ganzen  zu  werfen.  Nach  Durchlesung  dieses  Lehrbuches  kann 
es  nicht  entgehen,  dass  sich  dasselbe  wesentlich  von  unsern  gangbaren  Lehr- 
büchern der  Physik  unterscheidet.  Während  die  Letzteren  den  Zweck 
▼erfolgep,  die  im  Laufe  der  Zeit  gewonnenen  physikalischen  Lehren  vorzu- 
tragen und  ihre  Bedeutung  an  interessanten  und  wichtigen  Einrichtungen 
zu  zeigen,  sehen  wir  bei  Wüllner*s  Lehrbuch  noch  einen  andern  Zweck 
erreicht;  die  einzelnen  Aufgaben  der  Physik  treten  deutlich  hervor,  die  Lö- 
sungen, die  sie  erfahren  haben,  werden  ausführlich  besprochen,  der  Leser 
wird  in  die  Thätigkeit  des  Physikers  selbst  eingeführt,  deren  genauere 
Kenntnissnah me  ihm  durch  die  zahlreichen,  gut  gewählten  Citate  erleichtert 
wird.  Lernt  der  Leser  hier  einerseits,  wie  die  Hauptfragen  in  der  Physik 
von  den  Physikern  selbst  beantwortet  worden  sind,  so  wird  ihm  in  W ü li- 
tt er's  Lehrbuch  andererseits  ein  Muster  der  Darstellung  entgegengebracht, 
welches  ihm  bei  eigenen  Arbeiten  als  Vorbild  dienen  wird.  Der  Verfasser 
versprach  in  der  Vorrede,  ein  Lehrbuch  liefern  zu  wollen,  welches  ausser 
dem  Zwecke,  die  physikalischen  Lehren  in  weiteren  Kreisen  zu  verbreiten, 
hauptsächlich  dazu  dienen  solle,  denjenigen  als  Vorschule  zu  dienen,  die 
tiefer  in  das  Gebiet  des  physikalischen  Wissens  eindringen  wollen.  Wir 
können  jetzt  am  Schlüsse  des  ganzen  Lehrbuches  dem  Verfasser  nachrufen, 
dass  er  die  von  ihm  angeregten  Erwartungen  auf  das  Vollkommenste  befrie- 
digt hat.  Der  Verfasser  hat  durch  Vorführung  der  wichtigsten  physikali- 
schen Arbeiten  in  klarer,  den  Gebranch  der  höheren  Mathematik,  wo  es  nur 
angeht,  ausscliliessender  Darstellung  und  durch  Hinweise  auf  die  wichtigsten 
physikalischen  Arbeiten  durch  Citate  auf  die  Methode  wahrer  pliysikalische^r 
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Forschung  bingeleitet,  so  dass  Wflllner^s  Lehrbuch  diejenigen  nicht  gat 
entbehren  können ,  die  tiefer  ins  physikalische  Wissen  eindringen  und  spH- 
ter  eigene  physikalische  Forschungen  anstellen  wollen.  Der  Verfasser  b&t 
durch  Aufnahme  sehr  zahlreicher  eleganter  Abbildungen,  die  meistens  als 
Holzschnitte  in  den  Text  des  überhaupt  von  der  Verlagshandlung  yortreff« 
lieh  ausgestatteten  Lehrbuches  aufgenommen  worden  sind,  den  Oebranch 
des  Lehrbuches  erleichtert.  Dass  bei  der  angegebenen  Behandlung  das 
Werk  voluminös  ausfallen  mnsste,  ist  natürlich,  der  1.  Band  enthält  1065  Sei- 
ten, der  2.  Band  1352  Seiten,  wobei  die  jedem  Bande  beigegebenen  Inhalts- 
Verzeichnisse  und  Sachregister,  sowie  das  am  Schlüsse  des  Ganzen  ange- 
fügte Namenregister  mit  gezählt  sind.  Wenn  man  in  Erwägung  zieht,  dass 
bei  allen  angegebenen  Vorzügen  Wüllner's  Lehrbuch  nur  llThlr.  lONgr, 
kostet,  so  muss  man  zu  der  Ansicht  sich  bekennen,  dass  unsere  physikalische 
Lehrbücher- Literatur  einen  recht  bedeutenden,  und  wegen  des  billigen  Prei- 
ses der  mühevollen  Arbeit,  nicht  schwer  zugänglichen  Zuwachs  erhaltea 
hat.  Dr.  Kahl. 


Veber  Vielecke  und  Vielflache.  Von  Dr.  Chr.  Wibner,  Professor  an  der 
polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe.  Leipzig,  B.  O.  Teubner. 
1864. 
Bereits  im  Jahre  1809  hatte  Poinsot  gezeigt  (Memoire  stir  les  polygones 
el  polyedres,  Journal  de  fe'cole  polylecknique,  cahier  10),  dass  sich  den  von  Al- 
ters her  bekannten  fünf  regulären  Körpern  noch  vier  neue  Polyeder  hinzu- 
fügen lassen ,  die  mit  demselben  Rechte  als  regelmässige  Polyeder  gelteih 
müssen,  wie  das  gleichseitige  Sternfünfeck  (^^r  heraldische  „  Drudenfuss  ^^) 
als  regelmässiges  Polygon.  Dass  solcher  Sternpolyeder  nur  vier  möglich 
sind,  haben  Cauchy  in  seinen  Recherchcs  sur  Ics  polyedres  {Jourtu  de  Vecoie 
polyL,  1811,  cahier  16)  und  Bertrand  in  seiner  Note  sur  la  theorie  des  poly- 
edres regulier s  {Comptes  rendus  1858,  J.  46)  bewiesen.  Der  Verfasser  schliesst 
sich  hauptsächlich  dem  letzteren  Geometer  an,  erörtert  aber  die  Grundlagen 
des  Beweises  genauer  und  führt  auch  die  Untersuchung  weiter,  indem  er 
den  von  Cayley  aufgestellten  Begriff  des  Flächeninhaltes  eines  regulären 
Sternpolygones  auf  die  Sternpolyeder  anwendet.  Ein  besonderes  Verdienst 
aber  hat  sich  der  Verfasser  dadurch  erworben ,  dass  er  das  Studium  dieser 
interessanten  Körpergruppo  durch  zahlreiche,  ebenso  genau  als  elegant  aus- 
geführte graphische  Darstellungen  erleichtert,  die  bisher  noch  gar  nicht  ge- 
geben worden  sind.  Tafel  I  enthält  ausser  den  zu  den  Beweisen  nöthigen 
Figuren  die  geometrischen  Ansichten  (orthogonalen  Projectionen)  der  Stern- 
polyeder ;  Tafel  II  liefert  die  erforderlichen  Netze,  auf  Tafel  III  erscheinen 
die  mit  Licht  und  Schatten  versehenen  perspectivischen  Darstellungen;  * 
letztere  sind  von  überraschender  Schönheit.  /^^^r^T^ 
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Wir  empfeblen  biertnit  diese  werthvolle  Monographie  allen  Freunden 
der  Stereometrie  und  bemerken  noch,  dass  Herr  M.  Doli,  Assistent  am 
Carlsruher  Polytechnikum  bereit  ist,  Modelle  der  Sternpolyeder  auf  Be- 
stellung zu  liefern.  Vielleicht  wäre  es  auch  geratben,  stereoskopische  Ab- 
bildungen solcher  Modelle  in  den  Handel  zu  bringen  und  dadurch  minder 
bemittelten  Studirenden  ein  wohlfeiles  Mittel  der  Yeranschaulichung  zu 
bieten.  Sculömilch. 
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Recensionen. 

Th.  Henri  Martin^  Ohservations  et  thiories  des  anciens  sur  les 
attractions  et  les  re'pulsions  magnetiques  et  sur  les  ai- 
tractions  ilectriques,  JRomelSidh.  (Auszog  aus  dem XVIII. Bde. 
der  Atti  delV  Academia  pontificia  de*  nuovi  Lincei.) 
Der  Verfasser  dieser  Schrift,  dessen  Gelehrsamkeit  im  Gebiete  der 
Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  beson- 
ders bei  den  Alten  mit  seinen  rein  philologischen  Kenntnissen  wetteifert, 
hat  hier  auf  42  Seiten  (in  4®)  eine  solche  Fülle  von  Material  vereinigt ,  dass 
es  schwer  fallen  würde ,  Einzelheiten  desselben  hervorzuheben ,  ohne  bei 
dieser  Auswahl  den  blossen  Zufall  walten  zu  lassen.  Ich  begnüge  mich 
daher  mit  der  oberflächlichsten  Angabe ,  dass  zuerst  die  Kenntnisse  zusam- 
mengestellt sind,  welche  die  Alten,  und  namentlich  die  Griechen,  von  der 
Anziehungskraft  des  Magnetes  auf  das  Eisen  besassen.  Darauf  folgt  ein 
kurzes  Verzeichniss  von  richtigen  Eigenschaften  des  Magnetes,  welche  un- 
bekannt waren ,  ein  längeres  von  in  Wahrheit  nicht  vorhandenen  Eigen- 
schaften, welche  der  Aberglaube  dem  Magnete  beizulegen  liebte,  und  die 
Theorien ,  welche  zur  Erklärung  jener  Gesammtheit  von  wahren  und  er- 
dichteten Erscheinungen  aufgestellt  wurden.  Die  Theorien  sind  theils 
mechanische,  wie  z.  B.  wenn  dem  Magneten  eine  Art  von  Einathmung  zu- 
geschrieben wird,  der  diejenigen  Körper  Folge  leisten  müssen,  deren  kleinste 
Unebenheiten  in  die  Poren  des  Magnetes  passen,  wie  es  sich  mit  dem  Eisen 
verhält;  woraus  aber  auch  folgt,  dass  umgekehrt  nicht  etwa  auch  das  Eisen 
den  Magneten  anzuziehen  im  Stande  ist,  eine  Annahme,  welche  die  Anhän- 
ger jener  Theorie  in  folgerichtiger  Logik  für  wahr  hielten,  ohne  experimen- 
telle Prüfung  zuzulassen.  Theils  waren  die  Theorien  fast  psychischer  Na- 
tur; man  nahm  eine  Liebe  der  beiden  Körper  zu  einander  an,  und  folgerte 
daraus  auch  die  psychische  Kraft  des  Magneten  menschlichen  Gefühlen 
gegenüber.  Giebt  doch  in  Folge  dieser  Theorie  noch  Marbod,  der 
Bischof  von  Rennes,  im  S.  XI  die  Vorschrift,  um  von  der  Treue  einer  Frau 
isich  zu  überzeugen,  solle  man  ihr  einen  Magnet  unter  das  Kopfkissen  8chie^ 

Lit«ralarzl(p.  ü.  Zeitschr.  f.  Malh.  u.  Phyt.  XI,  3.  4  ^ 
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ben ;  die  treue  Gattin-  >yerde  hierauf  sich  umdrehen  und  ohne  zu  erwachen 
den  Gemahl  umarmen,  die  ungetreue  dagegen  werde  durch  die  geheimniss- 
volle Kraft  von  dem  Lager  herabgeschleudert  werden.  Bildeten  die 
Theorien  des  Magnetismus  bei  den  Alten  einen  zweiten  Abschnitt  in  der 
Marti  n'schen  Monographie,  so  beschäftigt  sich  der  dritte  Abschnitt  mit  den 
Kenntnissen,  welche  das  Mittelalter  neu  hinzufügte,  so  z.  B.  mit  der  Ent- 
wickelungsgeschichte  des  Kompasses.  Endlich  folgt  allerdings  weit  kürzer 
die  Geschichte  der  elektrischen  Kräfte,  soweit  sie  den  Alten  bekannt 
waren. 

Es  mag  hier  noch  bei  der  Geschichte  des  Kompasses  verweilt  werden, 
zu  deren  Erforschung  die  letzten  Jahre  manches  Material  beigebracht  ha- 
ben, wovon  zwei  Abhandlungen  von  D'Avezac,  abgedruckt  in  dem  Bulletin 
de  la  Sociele  de  Geographie  (^Mars  1868  und  Jvril  et  Mai  1860.  PariSy  imprimerie 
de  L,  Marlinet)^  mir  vorliegen,  ebenso  wie  eine  Abhandlung  von  W.Wencke- 
bach,  welche  Ursprünglich  in  holländischer  Sprache  1835  in  Mulder^s 
Naluur-  en  scheikundig  Archief  erschien ,  neuerdings  in  französischer  Ueber- 
setzung  durch  T,  Eooiherg  in  den  Annali  di  Maiematica  Bd.  VII,  Heft  3 
{Borna  1865)  wieder  abgedruckt  wurde.  Aus  diesen  Untersuchungea  geht 
mit  Bestimmtheit  hervor,  dass  Flavio  Gioia  von  Amalfi^  der  um  1320  lebte, 
fiicherlich  nicht  der  Erste  war,  welcher  in  Europa  die  Benutzung  der  Rich- 
tungsfähigkeit des  Magneten  für  Schifffahrer  lehrte ,  indem  dieselbe  schon 
mehr  als  ein  Jahrhundert  früher  bekannt  war.  Nicht  blos,  dass  Guyot  de 
Provins  und  GauUier  d'EspinoiS  zwischen  1180  und  1205,  der  Letztere  seine 
Geliebte  dem  Polarsterne  vergleicht,  nach  welchem  sein  Herz  magnetisch 
hinneigt,  der  Erstere  den  Papst  gern  zu  einem  sicheren  Richtungspunkte 
gemacht  haben  möchte,  wie  es  der  Nordpol  dem  Schifffahrer  sei  mit  Hilfe 
des  Magneten;  nicht  blos,  dass  Brunetlo  Latini,  der  Lehrer  Dante's,  die  Be- 
schreibung des  Guyot  de  Provins  aus  der  gereimten  Sprache  in  Prosa  über- 
setzt und  deutlich  beschreibt,  wie  der  Magnet,  ein  hässlicher  schwarzer 
Stein,  mit  einem  Holzsplitter  in  Verbindung  gesetzt,  auf  dem  Wasser 
schwimme  und  dabei  coostant  nach  Norden  zeige;  auch  eine  weit  vollkom- 
menere Gestalt  des  Kompasses  ist  am  Ende  des  S.  XII  bereits  bekannt. 
Alexander  Neckam  von  St.  Alban,  welcher  1180  — 1187  zu  Paris  lehrte,  dann 
in  seine  Heimath  zurückkehrte  und  1217  in  Kemsej  bei  Worcester  starb, 
hat  in  einer  von  Herrn  Thomas  Wrighl  herausgegebenen  und  am  Anfange 
der  Library  of  national  antiquilies  abgedruckten  Somma  de  utensiübus  unter  den 
bei  Schiffausrüstungen  unentbehrlichen  Instrumenten  auch  die  Magnetnadel 
genannt,  welche,  auf  eine  Spitze  aufgesetzt,  um  dieselbe  oscillire,  bis  sie 
endlich  in  nördlicher  Richtung  stehen  bleibe.  ffAvezac  ist  geneigt,  bis  in 
eben  jene  Zeit  die  Erfindung  eines  kleinen  Behälters  für  die  schwingende 
Magnetnadel  hinaufzurücken,  welches  ptVnVf(//a  oder  buocula  hiess,  und  aus 
dem  letzteren  Worte  entstand  zweifellos  der  moderne  Name  Boussole. 
Woher  alle  diese  Kenntnisse  stammen,  ist  zweifelhaft.     Wohl  kannten  die 
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Chinesen  um  das  Jahr  100  eine  kompassartige  Vorrichtnng,  allein  Mittel  und 
Wege  der  Uebertragnng  nach  Enropa  sind  durchaus  hypothetisch.  Wollte 
man  e.  B.  die  Araber  als  die  Vermittler  ansehen,  so  spricht  dagegen,  daas 
der  erste  Schriftsteller  dieser  Nation,  bei  welchem  man  bisher  die  Beschrei- 
bung der  auf  Wasser  schwimmenden  nach  Norden  gerichteten  Magnetnadel 
fand ,  erst  1242  schrieb  und  die  Richtungskraft  als  eine  Entdeckung  des 
Aristoteles  bezeichnet,  woraus  mindestens  der  Schluss  gerechtfertigt  er- 
scheint, dass  jener  arabische  Schriftsteller  aus  occidentalischen  Quellen 
schöpfte.  Wieder  einige  Jahre  später  schrieb  ein  französischer  Kitter- 
Pilger,  Pierre  de  Marieow%  genannt  Petrus  Peregrinus  Marieurtensis^ 
wahrscheinlich  während  der  Belagerung  von  Lucera^  dem  alten  Nuceria  in 
Apulien,  eine  den  8.  August  1268  vollendete  Abhandlung  de  magneie  an 
seinen  Freund  Syger  de  Foucaucourt,  Diese  Abhandlung  existirt  in  mehreren 
Handschriften ,  sowie  sie  auch  verschiedentlich  abgedruckt  wurde.  Eine 
Beschreibung  der  Handschrift  hat  aus  Epigtola  Petri  ad  Sygerum  die  Epistola 
Petri  Adsigerii  gcmtichty  und  von  da  an  geht  durch  die  Geschichte  des 
Magnetismus  der  Schriftsteller  ^d^t^ertu«,  bis  Wenckebach  ihn  in 
dem  obengenannten  sehr  lesenswerthen  Aufsatze  wieder  vernichtete.  Ob, 
wie  D'Avezac  zu 'glauben  geneigt  ist,  schon  Petrus  Peregrinus  die  Deelination 
der  Magnetnadel  kannte,  scheint  nach  Wenckebach  weniger  wahrschein- 
lich. Muthmasslich  war  Christoph  Columbus  der  Entdecker  dieser 
merkwürdigen  Eigenschaft ,  welche  alsbald  auch  politische  Bedeutung  ge- 
wann, indem  die  sogenannte  Linie  ohne  Deelination  als  ideale  Demarcattons- 
linie  spanischer  und  portugiesischer  Entdeckungsoccnpationen  festgesetzt 
wurde.  Die  Inclination  der  Magnetnadel  wurde  1543  von  dem  Nürnberger 
GeorgHartmann  entdeckt.  Caktor. 


Die  neueren  Apparate  der  Akustik.    Für  Freunde  der  Naturwissenschaft 
und  Tonkunst  von  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko  ,  Professor  der  Physik  an 
der  Communal-Oberrealschule  auf  der  Wieden  etc.   Mit  06  in  den 
Text  aufgenommenen  Holzschnitten.     Wien,  Verlag    von   Carl 
Gerold's  Sohn.     1865. 
Der  Verfaser  hat  in  seiner  268  Grossoctavseiten  zählenden  Schrift  seine 
Studien  über  die  Apparate  der  neueren  Akustik  niedergelegt.   Wie  aus  dem 
Vorwort  hervorgeht,  hat  derselbe  die  neueren  Apparate  der  Akustik  nicht 
nur  aus  den  Originalschriften,  sondern  auch  aus  eigener  Anschauung  in  der 
Industrieausstellung  zu  London  im  Jahre  1862,  bei  einem  Besuche  beim 
rühmlichst  bekannten  Verfertiger  akustischer  Instrumente  König  in  Paris 
und  durch  eigene  Versuche  kennen  gelernt.     Seine  Schrift  ist  so  eingerich- 
tet, dass  derjenige,  welcher  die  Fortschritte  der  Akustik  in  unserem  Jahr- 
hundert an  der  Hand  der  Experimente  kennen  lernen  will;  sie  sicherlich^C 
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willkommen  heissen  wird.  Das  durchgängige  Weglassen  aller  inathemati- 
schen Theorie  gestattet  ein  schnelles  Durchlesen  der  Schrift  und  die  in  dem 
ersten  Capitel  gemachte  klare  Anseinandersetznng  der  schönen  H el  mb ol  ti- 
schen Arbeiten  Über  Analyse  nnd  Synthese  des  Klanges  durch  fiesonatoren 
und  elektrisch  bewegte  Stimmgabeln  führen  den  Leser ,  auch  wenn  er  nur 
mit  der  Akustik  der  älteren  Lehrbücher  bekannt  ist,  rasch  in  die  neueren 
Vervollkommnungen  dieser  Wissenschaft  ein.  Ganz  vorzüglich  empfiehlt 
sich  die  Schrift  von  Dr.  Fisko  zu  Studien  über  die  Akustik,  weil  derselbe 
auf  den  letzten  42  Seiten  seines  Buches  die  Citate  der  Originalabhandlnngen 
für  die  einzelnen  Capitel  des  Buches  zusammengestellt  hat  und  dabei  auch 
dankenswerthe  Rücksicht  auf  die  ältere  akustische  Literatur  genommen  hat 
Ingleichen  nützlich  muss  es  für  das  Studium  wirken,  dass  der  Verfasser 
überall  die  König'schen  Apparate  besonders  betont  und  durch  Abbildung 
dargestellt  hat,  denn  er  weist  dadurch  ebensowohl  auf  recht  schätssenswerthe 
Apparate  zur  Darstellung  der  akustischen  Erscheinungen,  als  auf  ihre  Be- 
zugsquelle hin. 

Den  Inhalt  des  Buches  ausser  dem  schon  besprochenen  1.  Capitel  wird 
folgendes  Verzeichniss  möglichst  bezeichnend  angeben : 

2.  Capitel.  Sirenen  und  Helmholtz'  Doppelsirene*  zur  Erzengang 
der  Summations-  und  Di£ferenztöne. 

3.  Capitel.  Graphische  Aufzeichnung  der  Schwingungen  von  Stimm- 
gabeln, Stäben,  Membranen.     Telephon  von  Reis. 

4.  Capitel.  Optische  Darstellung  der  Schwingungen  tönender  Körper* 
durch  die  L  i  s  s  aj  o  umsehen  Figuren  und  durch  die  Kaleidopbone. 

5.  Capitel.  Erregung  stehender  Schwingungen  an  fadenförmigen  Kör- 
pern durch  Stimmgabeln  nach  Melde. 

6.  CapiteU  Scheibler's  Tonmesser  und  Stimmverfahren ,  Ter- 
quem*s  Stäbe. 

7.  Capitel.  Wheatstone  Erklärung  von  Chladni*s  Klangfignren, 
Königes  Apparate  zur  Erläuterung  dieser  Erklärung. 

8.  Capitel.  Chemische  Harmonika,  Flammenzeiger  von  König  zur 
Aufsuchung  von  Knoten  und  Bäuchen  in  Pfeifen. 

9.  Capitel.  Ermittelung  der  Schallgeschwindigkeit  auf  kleineren 
Strecken. 

Der  Verfasser  hat  es  verstanden,  den  interessanten  Stoff  für  das  Stu- 
dium vortre£Flich  herzurichten  und  wir  wünschen  deshalb  eine  recht  fleissige 
Benutzung  des  Schriftchens  von  Seiten  des  wissenschaftlichen  Publikums. 

Dr.  Kahl. 
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Sie  Physik,  für  den  Schaluntenicht  bearbeitet  von  Albert  Trappe,  könig- 
lichem Professor  und  Prorector  an  der  Bealschnle  am  Zwinger  zu 
Breslau.  Dritte  wesentlich  verbesserte  und  bereicherte  Auflage. 
Breslau,  Verlag  von  Ferdinand  Hirt  1865.  8.  296  S. 
Es  ist  schon  bei  Besprechung  der  2.  Auflage  des  vorliegenden  Werk- 
chens (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Pbys.  1859,  Lit.-Ztg.  S.  29)  von  Herrn  Dr.  Hoff- 
mann hervorgehoben  worden,  dass  der  Verfasser  vorwiegend  darauf  be- 
dacht gewesen  ist,  ein  für  den  Schulunterricht  geeignetes  Buch  zu  liefern. 
Es  wurde  damals  der  Beachtung  der  Schulmftnner  empfohlen,  weil  es  bei 
äusserst  billigem  Preise  (^  Sgr.)  doch  die  hauptsächlichsten  Erscheinungen 
und  Gesetze  mit  einer  für  die  Repetition  sehr  geeigneten  kurzen  und  prägnan- 
ten Darstellung  enthält,  durch  die  klein  gedruckten  Erklärungen  und  Fra- 
gen zum  Nachdenken  erregt,  ohne  durch  peinliche  Berücksichtigung  aller 
nahe  liegenden  Beweise  und  Erklärungen  den  Stoff  zu  Aufgaben  zu  ent- 
ziehen. Nach  Durchlesung  der  gegenwärtigen  Auflage  des  geschätzten 
Büchelchens  ist  hauptsächlich  hervorzuheben,  dass  die  pädagogischen  Prin- 
cipie»  bei  der  erneuten  Ausgabe  zum  Vortheile  des  Ganzen  festgehalten 
worden  sind,  das  Buch  aber,  wie  der  Herr  Verfasser  in  seiner  Vorrede  auch 
bemerkt,  Verbesserungen  erfahren  hat,  auf  die  er  beim  Gebrauch  des  Buches 
und  durch  die  Fortschritte  der  Physik  geführt  worden  ist.  Die  wesentliche 
Erweiterung,  die  das  Werkchen  erfahren  hat,  besteht  in  der  Aufnahme  eines 
letzten  Abschnittes  als  Anhang,  in  welchem  die  chemischen  Erscheinungen 
in  der  Weise,  wie  beim  Gymnasialunterricht,  Berücksichtigung  finden.  Die 
chemischen  Vorbegriffe,  die  Eigenschaften  der  Metall oTide  und  ihrer  gewöhn- 
lichsten Verbindungen ,  das  Gesetz  der  bestimmten  Gewichtsverhältnisse  in 
den  chemischen  Verbindungen,  sowie  Allgemeines  über  die  Metalle  findet 
hier  seinen  Platz. 

Ungeachtet  dieser  nützlichen  Veränderungen  ist  der  Preis  beim  Er- 
scheinen der  neuen  Auflage  nicht  geändert  worden;  dieser  Umstand  in  Ver- 
bindung mit  den  übrigen  Vorzügen  des  Buches  fordert  aber  aufs  Neue  zu 
verdienter  Berücksichtigung  beim  Schulgebrauche  auf.  Dr.  Kahl. 
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Recensionen. 

Ad.  ftnetelet»  Bisioire  des  sciences  maihdmaUques  et  physiques 
chez  les  Beiges,  Bruxelles  1864.  8®.  464  Seiten. 
Das  Werk,  über  welches  hier  berichtet  werden  soll,  vereinigt  in  sich 
alle  Vorzüge,  welche  man  von  dem  Verfasser  zu  rühmen  weiss,  mit  den 
Mängeln,  welche  dem  in  dem  Titel  angegebenen  Stoffe  anhaften.  Wer  noch 
Zweifel  hegt  über  Ausführbarkeit  oder  Unausführbarkeit  des  Gedankens, 
die  Geschichte  einer  Wissenschaft  in  eiuem  bestimmten  Lande  so  zu  schrei- 
ben, dass  auch  der  Laie  in  der  Geschichte,  wenngleich  nicht  in  der  Wissen- 
schaft, sie  verstehe,  der  möge  nur  in  dem  uns  vorliegenden  Werke  sich  von 
der  Unmöglichkeit  dieses  Vorhabens  überzeugen.  Der  gegen8.eitige  Ein- 
fluss  der  verschiedenen  Völker  auf  einander  im  Allgemeinen,  wie  die  be- 
sondere Einwirkung  dieses  oder  jenes  Gelehrten  auf  seine  ganze  Zeitge- 
nosseuschaft  verbieten  in  gleicher  Weise  eine  Localgeschichte  der  Wissen- 
schaft zu  schreiben.  Mnssdoch,  wenn  ein  solcher  Versuch  gewagt  wird, 
entweder  die  Bedeutung  auch  auswärtiger  Gelehrten  in  klares  Licht  gesetzt 
werden,  und  dann  ist  von  keiner  Localgeschichte  mehr  die  Rede ,  oder  aber 
es  müssen  einzelne  Figuren  einheimischer  Gelehrten  unverstanden  von  dem 
Leser  sich  herausheben  ähnlich  jenen  erratischen  Blöcken ,  welche  nur  im 
Zusammenhang  mit  entfernten  Gebirgsformen  sich  erklären  lassen.  Aus 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  von  selbst,  dass  dem  Referenten  eine  Ge- 
schichte der  Mathematik  bei  einzelnen  Völkern  nur  unter  der  Voraussetzung 
denkbar  ist,  dass  jene  Völker  sei  es  nun  ganz  selbstständig  in  ihren  Erfin- 
dungen und  Entdeckungen  waren,  oder  doch  nicht  in  immerwährendem 
Wechselverkehre  mit  anderen  Völkern  standen,  bei  denen  eine  ebenfalls 
eigenthümliche  Entwickelung  der  Mathematik  stattfand.  Wir  können  uns 
also  eine  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  alten  Indern,  bei  den  Grie- 
chen ,  bei  den  Chinesen ,  bei  den  Arabern  denken ,  aber  wir  begreifen  nicht 
die  Möglichkeit  einer  Geschichte  der  Mathematik  in  Italien,  in  Belgien,  in 
Deutschland.  Entweder  gelangt  man  bei  solchen  Werken  zu  einer  Partei- 
lichkeit, von  welcher  L ihr i  das  entschiedenste  Beispiel  liefert,  man  lässt 
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alle  Entdeckungen ,  die  überhaupt  je  gemacht  wurden ,  bei  dem  Volke  der 
eigenen  Vorliebe  gemacht  werden ;  oder  aber,  wenn  der  Verfasser  die  Wahr- 
heitsliebe, die  Unparteilichkeit,  den  reinen  Eifer  eines  Quetelet  besitzt, 
so  wird  das  Werk  leicht  lückenhaft,  oder  wenigstens  überaus  ungleichartige 
in  der  Behandlung  einzelner  Zeiträume.  Wir  wollen  damit  durchaus  nicht 
gesagt  haben,  das  uns  vorliegende  Buch  sei  ohne  Verdienst;  nur  wollten 
wir  den  Standpunkt  kennzeichnen,  von  welchem  es  zu  beurtheilen  sein 
wird.  Das  Qu  e  tele  tische  Werk  ist  eine  vortreffliche  Sammlung  von  lose 
zusammenhängenden  Studien  ober  einzelne  Männer,  von  eingehenden  Re- 
feraten über  ausserhalb  Belgien  selten  zugängliche  Schriften;  es  ist  damit 
ein  unentbehrliches  Hilfswerk  für  den  Historiker  in  den  mathematischen 
Wissenschaften;  aber  man  darf  nicht  glauben,  dass  man  aus  ihm  ohne 
sonstige  eingehende  Studien  Geschichte  der  Mathematik  lernen  oder  nur 
verstehen  könne.  \ 

Quetelet  hat  in  seinem  Buche  4  Abschnitte  unterschieden.  Der  erste 
Abschnitt  geht  bis  auf  Kaiser  Karl  V.,  also  etwa  bis  zum  Jahre  1500;  der 
zweite  Abschnitt  umfasst  das  16.  Jahrhundert  und  endet  1599  mit  dem  Ueber- 
gang  der  belgischen  Regenten  würde  an  Erzherzog  Albert  und  dessen  Ge- 
mahlin Isabella;  der  dritte  Abschnitt  führt  bis  zur  Gründung  der  kaiserlichen 
und  königlichen  Akademie  zu  Brüssel  auf  Befehl  der  Kaiserin  Maria  The- 
resia am  13.  April  1773;  endlich  der  vierte  Abschnitt  enthält  die  Zeit  bis  zur 
Entstehung  des  gegenwärtigen  Königreiches  Belgien,  bis  1830. 

In  dem  ersten  Abschnitte  finden  wir  eine  vollständige  Liste  der  Gelehr- 
ten der  Lütticher  Schule  des  S.  XI  (wie  man  sich  etwa  ausdrücken  könnte) 
hervorzuheben;  dann  Nicolaus  de  Cusa,  den  gelehrten  und  freidenken- 
den Cardinal  aus  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts,  über  dessen  belgische 
Nationalität  wir  keinen  Zweifel  erheben  wollen,  da  solche  Streitfragen  zu 
häufig  wiederkehren  würden.  Die  „  Geschichte  der  Mathematik  bei  den 
Belgiern"  hat  nämlich  ebensowohl  denjenigen  Gelehrten  das  Bürgerrecht 
verliehen,  welche  aiisserhalb  Belgien  geboren  in  jenem  Lande  einen  länge- 
ren Abschnitt  ihres  Lebens  zubrachten,  als  auch  solchen  Gelehrten  wirklich 
belgischer  Geburt,  welche  im  Auslande  lebten  Und  wirkten. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  mehrere  verdienstlich  behandelte  Schrift- 
steller. Wir  nennen  darunter  der  Zeitfolge  nach  Gemma  Frisius,  Ger- 
hard Mercator,  Adrian  Romanus,  Simon  Stdvin,  Ph.  vanLans- 
berge  als  solche,  deren  Namen  auch  allgemeinerer  Bekanntschaft  sich  er- 
freuen. Bei  Gemma  Frisius  vermissten  wir  die  Erwähnung  seines  für 
die  damalige  Zeit  hervorragenden  Rechenbuches,  welches  als  Methodus  Ariih- 
meticae  praclicae  seit  1540  mehrfach  abgedruckt  wurde.  Herr  Quetelet 
fasst  dagegen  Gemma  nur  als  Astronomen  und  Geographen  auf,  wodurch 
freilich  der  Uebergang  zu  Mercator  und  dessen  Freunden  und  Schülern, 
einem  JudocusHondius,  einem  Abraham  Örtelius  und  Anderen,  er- 
leichtert wird,   von  denen  mit  Fug  und  Recht  behauptet  we^nvkaöiLp  sie 
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seien  die  Schöpfer  der  modernen  Cartographie.  Adrian  Romanas  (van 
Roomen)  wird  insbesondere  nm  seiner  Verdienste  am  die  sphärische  Tri- 
gonometrie wegen  vorgeführt,  Philipp  vanLansberge  wegen  ähnlicher 
Untersachangen ,  vor  Allem  wegen  seiner  Sinustafeln,  welche  schon  1591, 
also  zwischen  den  gleichartigen  Schriften  von  Vieta  und  Hhäticus,  er- 
schienen. Eine  interessante  Stadie  ist  über  den  sogenannten  „Almanach 
von  Mathieu  Laensberg**  angestellt,  dessen  Zusammen hanglosigkeit 
mit  dem  berühmten  Mathematiker  dargethan  wird.  Bei  Weitem  der  bedeu- 
tendste Gelehrte  dieser  Periode  ist  Simon  St^vin.  Herr  Quetelet  hat 
deshalb  auch  gewiss  mit  Recht  seine  Leistungen  ausführlicher  besprochen. 
Wir  lernen  St^vin  als  den  Begründer  der  Statik  der  schiefen  Ebene  ken- 
nen, als  den  Entdecker  des  hydrostatischen  Paradoxons,  wonach  der  Druck 
einer  Fltissigkeitssäale  dem  Prodncte  der  Höhe  in  die  Grundfläche  propor- 
tional ist,  wie  auch  die  Form  des  Gefässes  sei,  so  dass  eine  geringe  Menge 
Flüssigkeit  den  gleichen  Drack  anszuüben  im  Stande  ist,  wie  eine  grössere. 
Wir  lesen  ferner  von  seinem  Segelwagen,  von  seinen  praktischen  Schleussen- 
anlagen.  Wir  sehen  aber  auch  Rechenkunst  and  Algebra  durch  ihn  we- 
sentlich gefördert,  so  durch  die  Bemühungen,  welche  er  sich  um  Verbrei- 
tung der  Decimalrechnung  gab,  so  durch  die  Einführung  von- Potenzen  mit 
gebrochenen  Exponenten;  und  endlich  finden  wir  Stevin  als  Begründer 
ganz  nener  Betrachtungen  in  der  Perspective,  indem  er  die  AufgaJ[>e  behan- 
delt, den  Angenpankt  und  die  Lagen  derFignren  im  Räume  zu  finden,  für 
welche  die  eine  gegebene  Figur  als  perspectivisches  Bild  der  zweiten  gleicli- 
falls  gegebenen  Figur  erscheine;  beiläutig  bemerkt  eine  Leistung,  deren  Er- 
wähnung wir  in  der  Hisioire  de  la  perspective  von  Poudra  (Paris  1864)  ver- 
missen. 

Wir  gelangen  nun  in  unserem  Referate  zum  dritten  Abschnitte.  Audi 
im  17.  und  18.  Jahrhundert  weist  die  Geschichte  der  Mathematik  bei  den 
Belgiern  Namen  auf,  welche  sich  Unvergesslichkeit  erworben  haben,  oder 
znm  Theile  die  Vergesslichkeit,  welcher  sie  anheimfielen,  nicht  verdient 
liaben.  Von  den  Letzteren  nennen  wir  D'Aiguillon,  den  Optiker,  den 
Erfinder  des  Namens  der  stereographischen  Projection,  deren  wichtigste 
Sätn  er  schon  kannte,  Le  Poivre,  den  scharfsinnigen  Geometer,  welcher 
aaf  61  Seiten  die  Lehre  der  Kegelschnitte  vollständiger  behandelte,  als  es 
vor  ihm  durch  irgend  einen  Schriftsteller  geschehen  war;  Tacquet,  den 
Verfasser  sehätzenswerther  Elementarwerke;  Caramuel,  den  kriege- 
rischen Bischof  mit  den  kühnen,  mitunter  recht  wenig  theologischen  Gedan- 
ken, unter  dessen  Schriften  Herr  Quetelet  die  Maihesis  biceps  vetus  et  novo 
zu  nennen  vergessen  hat,  welche  sich  mit  dem  Zahlensysteme  beschäftigt, 
dessen  Grundzahl  die  2  ist;  Van  Langren,  den  genauen  Selenographen, 
wafarseheinlich  Erfinder  der  meisten  Namen,  unter  welchen  bis  auf  den  heu- 
tigen Tag  die  hervorragenden  Mondesstellen  bekannt  sind.  Als  Mathema- 
tiker ersten  Banges  sind  und  bleiben  anerkannt  der  Jesuit  Gregorius  voi^ 
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St.  Vincent  und  der  Lütticher  Canonikns  De  Sluze.     Wenn  ein  Leib- 
nitz  schon  6regoriu8  von  St.  Vincent  mit  Deflcartes  und  Fermat 
in  eine  Linie  stellte  und  diesem  Triumvirate   einen  grösseren  Einfluss   aaf 
die  Fortschritte  der  mathematischen  Wissenschaften  zuschrieb,  als  selbst  der 
Schule  von  Galilei  und  Cavalleri;  wenn  Descartes  und  Huighens, 
die  entschiedenen  Gegner  des  Gregorius,  in  ihren  Streitschriften  gegen 
seine  „Quadratur  des  Cirkels'*  voller  Achtung  vor  den  Verdiensten  dessel- 
ben reden ,  so  kann  und  muss  man  wohl  das  Urtheil  der  modernen  Forschung 
billigen,  welches  Herr  Quetelet  in  den  Satz  gefasst  hat:    Le  resuUai  de 
toutes  ces  querelles  fut  de  reconnaitre  la  faussete  de  la  Solution  ei  le  genie  maihe- 
matigue  de  son  auteur.     Man  muss  ebenso  dem  Ausspruche  beipflichten,  dass 
die  Quadratura  circuH  als  ein  vollständiges  Lehrbuch  der  damaligen  höheren 
Geometrie  anzusehen  ist:     Vielleicht  weniger  genial   aber  erfolgreicher   in 
seinen  Bemühungen  war  De  Sluze,  einer  jener  Vorgänger  der  grossen  Er- 
finder der  Infinitesimalrechnung,  welche  an  einzelnen  Aufgaben  bereits   in 
dunkler  Vorahnung  jene  Methoden  anwandten,  die  Leib  nitz  und  Ne  w  ton 
später     zu     einem     einheitlichen    Lehrganzen    zusammenfassen     sollten; 
De  Sluze  hat  eigentlich  das  Tangentenproblem  für  seine  Zeit  bereits  er- 
schöpft.   £s  ist  zu  bedauern,  dass  Herr  Quetelet  die  Besprechung  dieses 
Autors  im  Wesentlichen  darauf  beschränkt,   die  Urtheil e   anderer  Schrift- 
steller übQr  ihn  zusammenzustellen ,  so  dass  wir  weder  von  seinen  Lebens- 
umständen mehr  als  die  Daten  seiner  Geburt  und  seines  Todes,  noch  von 
seinem  Mesolabium  mehr  als  den  blossen  Titel  kennen  lernen.     Sollen  wir 
aus  diesem  dritten  Abschnitte  noch  eine  anderweitige,  allerdings  mit  Mathe- 
matik nur  nebensächlich  zusammenhängende  Untersuchung  anführen,   so 
möchten  wir  auf  die  Schilderung  des  Aufenthaltes  der  Jesuiten  und  insbe- 
sondere belgischer  Jesuiten  in  China  aufmerksam  machen. 

Den  vierten  Abschnitt  lässt  Herr  Quetelet  1773  beginnen,  während 
die  letzten  Männer  von  irgend  welcher  Bedeutung,  welche  im  vorhergehen- 
den Abschnitte  aufgezählt  sind ,  nicht  weiter  als  bis  etwa  zum  Jahre  1700 
herabführen.  Schon  daraus  könnte  man  folgern,  was  zum  Ueberflusse  am 
Anfange  des  vierten  Abschnittes  noch  besonders  hervorgehoben  ist,  dass 
Belgien  seit  dem  westphälischen  Frieden  und  in  Folge  der  damals  stipnlir- 
ten  Schliessung  der  Scheide  mehr  und  mehr  verkam.  Jene  Bedingung,  er- 
funden als  Zügel  französischer  Ländergier,  hatte  den  nicht  beabsichtigten 
Erfolg,  Handel  und  Wandel  in  den  Südprovinzen  der  Niederlande  lahm  za 
legen ,  und  das  arme  Land ,  schon  ausgesogen  durch  spanische  Herrschaft 
und  französische  Kriegsheere ,  verlernte  jetzt  im  täglichen  Kampfe  um  die 
Mittel  der  Existenz  jedes  höhere  Streben.  Die  Kaiserin  Maria  Theresia 
wurde  durch  Graf  Cohen zl  dazu  gebracht,  den  Versuch  zu  machen,  durch 
Gründung  einer  Akademie  neue  Männer  in  das  Land  zu  ziehen  und  damit 
eine  neue  Anregung  zu  geben.  Die  Erweiterung  dieser  zuerst  kleineren 
gelehrten  Gesellschaft  zur  kaiserlichen  und  königlichen  Akademie  erfolgte 
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den  13.  April  1773;  die  letzte  Sitzung  fand  den  21.  Mai  1794  statt.  Nach 
der  Vereinigung  Belgiens  mit  Frankreich  hörte  die  Akademie  wieder  auf, 
alles  geistige  Leben  zog  sich  nach  Paris,  und  erst  1816  begann  mit  der  Neu- 
begrüudung  der  Akademie  den  7.  Mai  einß  belgische  Wissenschaft  des  19. 
Jahrhunderts.  Das  Charakteristische  dieser  ganzen  Periode  bildet  das  ge- 
meinsame Streben  und  Arbeiten  innerhalb  der  gelehrten  Gesellschaften. 
Herr  Quetelet  hat  vollkommen  Recht,  wenn  er  sagt,  die  Geschichte  der 
Künste  und  Wissenschaften  der  letzten  Zeitendes  vorigen  Jahrhunderts  falle 
in  Belgien  mit  der  Geschichte  der  Arbeiten  der  Brüsseler  Akademie  zusam- 
men. Ja,  man  kann  den  gleichen  Ausspruch  auch  für  die  Zeit  seit  1816  gel- 
ten lassen,  wenn  man  neben  den  Veröffentlichungen  der  Akademie  noch  die 
von  Garnier  und  Quetelet,  dann  von  dem  Letzteren  allein  herausge- 
gebenen 11  Bände  der  Correspondance  malhdmaiique  ei  physique  (1824  — 1839) 
nennt.  Die  Männer  dieser  vierten  Periode  gehören  der  jüngsten  Vergan- 
genheit, oder  gar  der  Gegenwart  noch  an.  Herr  Quetelet  hat  die  schwie- 
rige Aufgabe ;  ein  Urtheil  über  Leistunge^i  abzugeben,  welche  noch  nicht 
der  Geschichte  angehören ,  mit  Feinheit  und  anerkennendem  Wohlwollen 
gelöst.  Die  Namen  De  Nieuport,  Dandelin,  Pagani,  Plateau 
treten  als  Vertreter  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften 
hervor,  und  wenn  nicht  selten  anonyme  Arbeiten,  wie  z.  B.  über  die  Focale, 
über  caustische  Linien  u.  s.  w.,  als  Anlehnungspunkte  für  andere  Gelehr- 
ten nur  flüchtig  erwähnt  werden,  so  sind  wir  nicht  genöthigt,  die  Beschei- 
denheit des  Verfassers  zu  achten  und  seinen  Namen  gleichfalls  zu  ver- 
schweigen. Wir  dürfen  und  müssen  es  aussprechen,  Quetelet  selbst  ist 
der  geistige  Mittelpunkt  des  gelehrten  Belgiens  in  diesem  Jahrhunderte; 
seine  Untersuchungen  sind  es ,  welche  den  Ausgangspunkt  für  die  Arbeiten 
einer  ganzen  Schule  von  Mathematikern  bilden ;  seine  Ideen  sind  es,  welche 
den  gemeinsamen  Arbeiten  der  Brüsseler  Akademiker  zu  Grunde  liegen. 

lieber  diese  gemeinsamen  Arbeiten,  welche  im  allgemeinsten  Sinne  des 
Wortes  auf  die  Ermittelung  der  periodischen  Veränderrungen  der  Natur- 
erscheinungen gerichtet  sind,  verbreitet  sich  noch  ein  Anhang  des  uns  vor- 
liegenden Werkes.  Wir  dürfen  denselben  als  einen  der  gelungensten 
Theile  bezeichnen ,  in  welchem  der  Leser  ebensowohl  Aufschluss  über  be- 
reits Geleistetes,  als  Anregung  zu  noch  zu  Ermittelndem  in  reichstem  Maasse 
finden  wird.  Cantor. 


Torlesongen  Aber  Biemann's  Theorie   der  Aberschen  Integrale.     Von 

Dr.  C.  Neumann  ,  ordentlicher  Professor  an  der  Universität  Tü- 
bingen.    Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1866. 
Nur  wenige  Zeit  ist  seit   dem  Erscheinen  des  Werkes   von  Durege 
über  Rie man n*sche  Theorien  verflossen,  und  schon  wird  uns  unter  dem 
obigen  Titel  ein  neues  geboten.     Die  Bezeichnung  Vorlesung  für  die  eii|£ 
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zelnen  Abschnitte  kann  nicht  wörtlich  zu  verstehen  sein,  denn  es  würde 
nicht  möglich  sein ,  in  einer  ja  nur  dreiviertelstündigen  Vorlesung  irgend 
einen  dieser  12  Abschnitte  vorzutragen.  Beferent  glaubt,  dass  bei  einer 
Vortragsweise  in  der  Ausführlichkeit,  wie  sie  in  dem  genannten  Buche 
herrscht,  ein  Semester  nicht  genügen  würde,  auch  bei  mehreren  Stunden 
wöchentlich,  den  gegebenen  Stoff  zu  bewältigen.  Diese  sehr  grosse  Aus- 
führlichkeit erscheint  häufig  auch  etwas  allzugross,  ist  aber  wohl  auch  der 
einzige,  sicher  wenigstens  erheblichste  Vorwurf,  den  man  dem  Werke  nna- 
eben  kann.  Diese  Breite  der  Behandlung  geht  ziemlich  gleichmässig  durch 
alle  Abschnitte;  wenigstens  kann  hier  nicht,  wie  dies  bei  dem  Werke  von 
Du  rege  der  Fall  war,,  der  Vorwurf  erhoben  werden,  dass  die  schwereren 
Partien  in  undeutlicher  Kürze  behandelt  werden.  ImGegentheil  sind  gerade 
in  diesen  späteren  Vorlesungen  die  Beweise  entwedef  ganz  neu  oder  so  ge- 
schickte Umänderungen  der  alten ,  dass  die  Einsicht  sehr  erleichtert  wird. 
Wie  Dur^ge,  so  hat  auch  der  Verfasser  dieses  Buches  die  Absicht,  die 
Kenntniss  der  Methoden  Riema.nn's  auch  schon  Anfängern  zu  ermöglichen. 
Dies  ist  in  diesem  Buche  aber  auf  eine  viel  vollständigere  Art  erreicht,  in- 
dem die  Entwickelungen  bis  mit  der  Umkehrung  der  hjperelliptischen  In- 
tegrale von  dem  Gebrauche  des  Di richle tischen  Princips  freigehalten 
sind ;  dies  ist  immer  eine  schwierige  Stelle  und  erschwert  das  Weiterdrin- 
gen in  diese  Theorien  immer  ausserordentlich.  Diese  Weglassung  des  Di- 
ric  hie  tischen  Princips  erforderte  Ergänzungen  in  mehreren  Abschnitten; 
80  hauptsächlich  lassen  die  Betrachtungen  der  7.  Vorlesung  auf  p.  270  ff.  er* 
kennen,  dass  für  eine  Lösung  des  Umkehrungsproblems  das  genannte  Prin- 
cip  nicht  unumgänglich  nothwendig  ist.  Mittelst  des  Di  richtet^  sehen 
Princips  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  es  auf  einer  2p +  1  fach  zusammen- 
hängenden Fläche  p  endlich  bleibende  eindeutige  Integrale  giebt;  aus  dem 
Satze  p.  282  folgt,  dass  die  2/> imaginären  Periodicitätsmoduln  (wejche  ja 
pcomplezen  Constanten  äquivalent  sind)  ein  Integral  bestimmen;  diese 
Moduln  brauchen  aber  nach  diesem  Satze  nicht  willkürlich  wählbar  zu  sein. 
Letzteres  zeigt  sich  aber  durch  die  Form  der  endlich  bleibenden  Integrale, 
da  man  immer  p  derselben  angeben  kann.  Diese  Betrachtungen  müssen  als 
ein  wesentlicher  pädagogischer  Fortschritt  in  der  Darstellung  derRie- 
maun'schen  Theorien  gelten. 

Ein  glücklicher  Griff  ist  es  auch  wohl ,  welcher  die  polaren  Unstetig- 
keiten  ans  den  übrigen  heraushebt.  Sind  dieselben  eben  auch  nichts  ande- 
res als  Unendlichkeiten,  für  welche  endliche,  also  bei  eindeutigen  Functionen 
ganzzahlige  Ordnungszahlen  existiren,  so  setzt  doch  die  Definition:  „Der 
reciproke  Werth  der  Function  ist  im  Pole  stetig  *\  ihre  Eigenschaften  in 
ein  helles  Licht.  Die  Sätze  für  stetige  Functionen  gelten  zum  Theil  noch, 
wenn  polare  Unstetigkeiten  zugelassen  werden;  dies  zeigt  besonders  der 
Satz  auf  p.  99,  ein  Satz,  welcher  von  grosser  Wichtigkeit  und  der  zahl- 
reichsten Anwendungen  fähig  ist.  ^.^^^^^^  ^^  GoOglc 
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Viele  der  einzelnen  Sätze,  die  sich  zerstreut  in  allen  Kapiteln  finden, 
hätten  hingegen  getrost  wegbleiben  können  sammt  ihren  Entwickelungen, 
so  der  grosse  Satz  p.  102,  der  vollständig  selbstverständlich  ist.  Entwicke- 
lungen  dieser  Art  können  leicht  das  Interesse  des  Lesers  abstumpfen ,  na- 
mentlich wenn  demselben  die  Uebung  fehlt,  so  Unwesentliches  gleich  schnell 
zu  übersehen.  Ebenso  hätten  die  Abschnitte  5  bis  mit  8  der  dritten  Vor- 
lesung, ohne  dass  der  Deutlichkeit  Schaden  geschehen  wäre,  sehr  zusam- 
mengezogen werden  können.  Bemerkenswerth  ist  wieder  der  0.  Abschnitt 
dieser  Vorlesung  (p.  126  ff.),  dessen  Inhalt  später  vielfach  benutzt  wird. 

Fahren  wir  jetzt  in  der  Besprechung  der  einzelnen  Vorlesungen  fort. 
Die  Dritte,  eben  behandelte,  war  diejenige,  die  zuerst  zu  Bemerkungen  Ver- 
anlassung bot,  da  die  ersten  beiden  zu  bekannte  Sachen  geben,  die  aber 
dennoch  in  einem  Lehrbuche  nicht  fehlen  durften,  zumal  der  in  der  %  Vor- 
lesung gegebene  Beweis  für  das  Fnndamentaltheorem  bestimmter  Integrale 
von  Riemann  herrührt  und  daher  wohl,  in  seiner  von  früheren  Beweisen 
so  abweichenden  Form,  der  Riemann'schen  Theorie  zngezählt  werden 
darf. 

Die  Auftragung  der  Punkte  einer  Ebene  auf  eine  Kugel  im  1.  und  2. 
Abschnitt  der  4.  Vorlesung  durch  Projection  empfiehlt  sich  durch  ihre  An- 
schaulichkeit; der  Satz  aber  auf  p.  149  ist  wieder  absolut  selbstverständlich; 
da  nämlich  mit  x  und  y  sowohl  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene, 
als  auch  gleichzeitig  die  des  entsprechenden  Punktes  der  Kugel  bezeichnet 
sind  (siehe  p.  146)  und  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der 
Antipodenebene  dann  bestimmt  sind  durch 

(x  +  yi){x+yi)~l, 
so  ist  es  einmal  ganz  klar,  dass  eine  Function  f  von   x  +  yi  auf  der  Kugel 

auch  eine  solche  auf  der  Ebene  und  als  fi-r-, — ?-.)     auch    Function     von 

\cc  +y  t/ 

d:  +yi  ist. 

Originell  erscheint  im  3.  Abschnitt  (p.  149  ff.)  die  Begründung  eines 
Fundamentalsatzes  der  Fnnetionentheorie,  nämlich  des  Satzes:  Eine  überall 
endliche,  eindeutige  und  stetige  Function  ist  eine  Constante.  Naturgeraässer 
und  einfacher  ist  wohl  die  früher  gebräuchliche  Begründung  des  Satzes, 
indess  ist  dieser  Beweis  wohl  gewählt,  um  die  Benutzung  des  Satzes  von 
p.  128  zu  erläutern,  welcher  Satz  auch  später  vielfach  wieder  benutzt  wird. 

In  der  5.  Vorlesung  ist  wieder  empfehlenswerth  der  l.  Abschnitt,  über 
die  Gestalt  der  Riemann'schen  Flächen,  welcher  die  spätere  Benutzung 
dieser  letzteren  durch  seine  grosse  Anschaulichkeit  jedenfalls  sehr  erleich 
tert.  Dagegen  nimmt  der  Inhalt  des  2.  bis  5.  Abschnittes  wohl  wieder  un- 
gebührlich viel  Raum  ein;  der  6.  Abschnitt  zeigt  in  deutlichster  Weise  die 
Möglichkeit,  für  jede  algebraische  Function  die  Riemann'sche  Fläche  zu 
construiren ,  auf  welcher  diese  Function  einwerthig  und  stetig  aufgetragen 
werden  kann.  y^'':^f^''^^^^^^X^ 
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Die  6.  Vorlesung  beschäftigt  sieb  damit,  zu  zeigen,  wie  Tbeile  Rie- 
mann'scber  Flächen,  welche  nur  einen  Windungspunkt  enthalten,  durch 
Transformationen  in  andere  und  speeiell  in  Elementarflächen  verwandelt 
werden  können.  Diese  Betrachtungen  sind  wichtig,  weil  sie  erlauben, 
Sätze,  die  früher  als  Functionen  des  Ortes  in  einer  einblättrigen  Fläche 
entwickelt  waren  (für  innerhalb  der  Grenzen  der  Fläche  eindeutige  Func- 
tionen von  x  +  yi),  auf  Functionen  des  Ortes  einer  mehrblättrigen  Fläche 
zu  übertragen.  Denn  die  Transformationen  (siehe  p.  227  ff.)  sind  so  be- 
schaffen ,  dass  die  unabhängig  Veränderliche  x  +  yi  durch  £  +  ?}<  ersetzt 
wird,  welches  mit  dem  x  -{•  yi  so  zusammenhängt,  dass  jede  Function  von 
X  'i-  yi  auch  eine  solche  von  |  +  i?^'  wird. 

Die  Uebertragung  dieser  Sätze  findet  in  der  7.  Vorlesung  statt.  Man 
sieht  daher,  wie  die  6.  Vorlesung  einen  Theil  der  Betrachtungen  ausmacht, 
welche  das  Dirichlet'sche  Princip  entbehrlich  erscheinen  lassen.  Wir 
glauben  die  Pflicht  zu  haben,  auf  alle  diese  Punkte  aufmerksam  zu  machen, 
um  zu  zeigen ,  wie  vielfache  neue  Gedanken  nöthig  waren ,  um  ohne  dies 
Princip  ans  Ziel  zu  gelangen  und  wie  hoch  daher  dieser  Fortschritt  in  der 
Darstellung  nicht  nur  in  Folge  seiner  Wichtigkeit  für  Lernende,  sondern 
auch  in  Bezug  auf  die  Schwierigkeit  der  Ausführung  beurtheilt  werden 
muss* 

In  der  7.  Vorlesung  ist,  ausser  der  schon  besprochenen  Uebertragung 
einiger  Sätze  über  eindeutige  Functionen  auf  mehrdeutige  (p.  244,  245,  246), 
auch  eine  von  der  Kiemann'schen  Definition  der  Fassung  nach  verschie- 
dene Erklärung  des  Begriffes :  Null  oder  unendlich  erster  Ordnung  gegeben. 
Sie  würde  noch  empfehlenswerther  sein,  als  sie  durch  ihre  Anschaulichkeit 
und  Fasslichkelt  ist,  wenn  sie,  um  nicht  Zweifel  an  ihrer  Eindeutigkeit  übrig 
zu  lassen,  nicht  doch  noch  der  Rie man n\schen  Definition  nöthig  hätte 
(vergl.  die  Note  von  p.  242  und  p.  248  —  249). 

Vielleicht  der  wichtigste  der  anfänglichen  Sätze  der  Functionentheorie, 
dass  überall  endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  Constanten  sein 
müssen ,  wird  in  dem  6.  Abschnitt  (p.  274)  auf  mehrdeutige  Functionen  ver- 
allgemeinert, indem  die  symetrischen  Functionen  in  Betracht  gezogen 
werden ,  zu  denen  die  verschiedenen  Zweige  der  mehrdeutigen  Function 
führen.  Diese  einfache  Betrachtung  führt  dazu,  auch  algebraische  Func- 
tionen, wie  früher  rationale,  durch  ihre  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  zu 
bestimmen  (siehe  den  Satz  p.  276). 

Der  0.  Abschnitt  enthält  ausser  diesen  leicht  beweisbaren  Sätzen  auch 
noch  den  verwick eiteren  Beweis  des  schon  oben  erwähnten  Satzes  über  die 
Bestimmung  der  endlich  bleibenden  Integrale  durch  die  imaginären  oder  reel- 
len Tbeile  ihrer  Periodicitätsmoduln,  eine  Anwendung  des  Satzes  von  p.  128. 

Endlich  werden  die  Sätze,  die  sich  nur  auf  algebraische  Functionen 
beziehen,  zum  Abschluss  gebracht  durch  den  7.  Abschnitt  dieser  7.  Vor- 
lesung  und  zwar  mit  dem  Satze  auf  p.  200,  und  es  ^g^|^^tj^^(^noch  eine  vor- 
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bereitende  Vorlesang  nöthig,  utn  dann  das  Umkebrungsproblem  in  Angriff 
nehmen  zu  können. 

Dies  ist  die  8.  Vorlesang,  welche  über  die  Zerlegung  der  Riemann- 
scben  Flächen  and  ZartickfUhrung  mehrfach  eusammenhängender  Flächen 
auf  einfach  zusammenhängende  vermittelst  der  Querschnitte  handelt.  Diese 
Vorlesang  darf  als  ein  Muster  von  Deutlichkeit  gelten.  Trotzdem,,  dass  der 
hier  bebandelte  Gegenstand  wohl  zu  denen. gehört,  welche  das  Studium  der 
Riemann'schen  Theorien  als  besonders  schwer  erscheinen  lassen,  ist  hier 
nirgends  Strenge  und  Klarheit  zu  vermissen.  Wohl  hätte  sich  der  Verfas- 
ser die  Einführung  des  Wortes  „ Strom ^^  ersparen  können,  welches  hier 
ganz  und  gar  überflüssig  ist ,  da  es  dasselbe  sagen  soll ,  wie  das  schon  be* 
kannte  Wort  Querschnitt,  aber  bei  weitem  nicht  so  gut  gewählt  ist,  als  die- 
ses letztere  Wort.  Der  Beweis  für  die  Constanz  der  Zahl  p  oder  auch  va 
(p.  297)  ist  sehr  abweichend  von  den  durch  Riemann  bekannten  Beweisen, 
und  der  Beweis  für  die  Formel 

2p  =  o>  —  2n  +  2 
auf  p.  310  ff.  ist  eine  sehr  geschickte  Abänderung  des  Beweises,  den  Rie- 
mann in  seinen  Vorlesungen  gegeben  hat.  Nur  der  6.  Abschnitt  über  In- 
tegrale/*/*  cf/*  erscheint  mir  deutlicher  und  besser  darstellbar  zu  sein,  indem 
man  das  Kennzeichen  für  die  Eindeutigkeit  dieses  Integrales  innerhalb  @ 
auf  die  Betrachtung  der  Endlichkeit  der  unbestimmten  Integralfunction 
stützt.  Diese  kann  für  jeden  Punkt  a  immer  auf  blosse  Betrachtung  der 
Potenzen  von  z  —  a  gegründet  werden,  die  in  F  und  f  enthalten  sind.  Der 
Satz  auf  p.  335  und  dieser  ganze  6.  Abschnitt  scheint  mir  zweckmässiger 
durch  die  Betrachtungen  ersetzt  werden  zu  können,  die  ich  in  SchlÖ- 
milch*s  Journal. Jahrg.  X,  p.  172  angestellt  habe. 

Die  9.  Vorlesung ,  die  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch 
^-Functionen  enthaltend,  giebt  zu  keinen  Bemerkungen  Veranlassung. 

In  der  10.  Vorlesung  ist  zu  loben,  dass  die  beiden  Hauptarten,  in  denen 
den  Rie man n'schen  Betrachtungen  zu  Folge  die  ^-Functionen  zur  Dar- 
stellung algebraischer  Functionen  benutzt  werden  können ,  schon  durch  die 
beiden  auf  p.  393  gegebenen  Formulirungen  des  Umkebrungsproblems  an- 
gedeutet werden.     Nach  Riemann  kann  man  nämlich 

sowohl  als  Function  der  gemeinschaftlichen  oberen  Grenze  der  t/,  .  .  .  Up^ 
oder  auch  als  Function  der  p Punkte  betrachten,  über  welche  jede  der 
p  Suromen 

1    '  1    ** 

ausgedehnt  ist.  Dieser  Unterschied  ist  auch  in  den  beiden  Problemen  auf 
p.  393  das  Wesentliche.  oigitizedbyCjOOglc 
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Zu  tadeln  hingegen  ist  die  Einführung  anderer  Bezeichnungen  nnd 
anderer  Buchstaben,  als  der  Riemann'schen;  so  ist  die  Bezeichnung  der 
Functionen  (p  nicht  beibehalten,  welche  die  Zähler  der  endlich  bleibenden  In- 
tegrale bilden  und  es  ist  der  Buchstabe  s  für  p  gebraucht.  Letzteres  ist 
um  so  mehr  zu  tadeln,  als  s  bei  Ri  ema  nn  eine  so  fest  bestimmte  Bedeutung, 
die  der  algebraischen  Function  hat,  welche  die  Verzweigungsart  der  endlich 
bleibenden  Integrale  bestimmt, , 

Die  additiven  Constanten  in  den  endlich  bleibenden  Integralen  be- 
stimmt der  Verfasser  durch  eine  andere  Regel,  als  die  von  Riemann  ge- 
gebene, nämlich  durch  die  p.  405.  Da  aber  die  Rie man n'sche  Bestim- 
mung so  geschickt  bequem  gewählt  ist,  dass  jede  davon  dem  Wesen  nach 
verschiedene  zu  verwerfen  wäre,  so  hat  auch  der  Verfasser  seine  Bestim- 
mung so  eingerichtet,  dass  sie  dem  Inhalte  nach  mit  der  Rie  man  naschen 
harmonirt.  Die  Fassung  aber  dieser  Bestimmung  macht  es  später,  im  11. 
Kapitel ,  nöthig ,  die  eminent  weitläufigen  Rechnungen  von  p.  467  bis  p.  484 
durchzuführen,  um  in  der  Folge  auch  zeigen  zu  können,  dass  bei  dieser  Be- 
stimmung der  Anfangswerthe 

-^  (w,  —  £a^  .  . .  ttp  —  2:«^) 

in  den  p  durch  die  oberen  Indices  unterschiedene!»  Punkten  verschwindet. 

Offenbar  sind  die  Riemann'schen  Betrachtungen  im  §.  23  seiner  Ab- 
handlung unendlich  einfacher;  es  hätte,  um  diese  im  Lehrbuch  anbringen 
zu  können,  nur  bedurft,  den  Satz  des  §.  16  überp  —  1  durch  gegebene 
p  —  1  Punkte  bestimmte  Punkte  durch  frühere  Betrachtungen  bei  Gelegen- 
heit einer  Untersuchung  über  das  Additionstheorem  AbeTscher  endlich 
bleibender  Integrale  etwas  strenger  zu  beweisen,  als  dies  im  §.  16  bei  Rie- 
mann geschieht.  Ich  habe  hierüber  schon  eine  Notiz  ausgearbeitet ,  die 
ich  bald  veröffentlichen  werde. 

Im  Uebrigen  kann  man  dem  Verfasser  dankbar  sein  für  den  die  byper- 
elliptischen  Integrale  betreffenden  Satz ,  welcher  in  der  durch  die  citirten 
Betrachtungen  bewiesenen  Harmonie  der  Bestimmungen  für  die  additiven 
Conatanteu  enthalten  ist;  die  Bestimmung  durch  p.  405  ist  für  mich  nicht 
Ausgangspunkt ,  sondern  ein  Lehrsatz ,  der  sich  allerdings  auch  durch  viel 
einfachere  Betrachtungen  über  Charakteristiken  beweisen  lassen  wird. 

Bei  dieser  Benrtheilung  der  10.  Vorlesung  kamen  wir  schon  auf  einiges 
in  der  11.  enthaltene.  Indess  verdient  an  dieser  Vorlesung  etwas  ganz  be- 
sonders hervorgehoben  zu  werden. 

Der  von  Riemann  in  §.  22  seiner  Abhandlung  gelieferte  Beweiß  des 
Satzes,  dass 

& (w,  —  lofj")  ...up—  £a[f^)) 
nothwendig  in  den  /»Punkten  a  verschwindet,   ist,  Mfffl^WiV  151*1^0  Be- 
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tnerkangen   hinzugefügt  werden,    unvollständig;    aus  den  Betrachtungen 
Kiemann's  folgt  durchaus  nicht,  dass 

(Cj  ...  Cp) 

nur  auf  eine  Weise 

congruent  gesetzt  werden  kann. 

Kiemann  selbst  hat  in  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  im  2.  Hefte  des 
65.  Bandes  des  Journals  von  Grelle  eine  Bemerkung  gegeben.  Dieser 
Punkt  findet  sich  aber  auch  schon  durch  den  Verfasser  erledigt,  dessen 
Werk  vor  diesem  Eiern  an n'schen  Aufsatze  erscUienen  ist.  Dies  bildet 
hauptsächlich ,  nachdem  die  Gleichungen  2)  bewiesen  sind,  den  Gegenstand 
des  6.  Abschnittes  dieser  Vorlesung. 

Der  Gegenstand  der  12.  Vorlesung,  die  Ausführung  und  Auflösung  des 
Umkehrungsproblems,  hat  nunmehr  keine  Schwierigkeiten  und  bietet  zu 
Bemerkungen  an  diesem  Orte  keine  Gelegenheit. 

Dem  vorliegenden  Werke  konnten  mit  gutem  Rechte  erhebliche  Lob- 
sprüche  zuertheilt  werden.  Schade,  dass  die  eminente  Breite  der  Behand- 
lung voraussichtlich  das  Studium  desselben  sehr  erschweren  wird.  Diese 
Breite  hat  es  auch  dem  Verfasser  unmöglich  gemacht,  Vieles  mit  aufzuneh- 
men, was  bei  einem  umfangreicheren  Lehrbuche  Biemann^scher  Theorien 
höchst  erwünscht  gewesen  wäre,  z,  B.  die  Darstellung  der  Integrale  dritter 
und  zweiter  Gattung  und  namentlich,  was  sehr  zu  vermissen  ist,  ein  Kapitel 
über  das  Additionstheorem. 

Soll  ein  Lehrbuch  dieser  Art  wirklich  geeignet  sein,  erhebliche  Propa- 
ganda für  die  R  i  e  m  a  n  n*schen  Theorien  zu  machen,  diesem  grossen  Meister 
zahlreiche  Schüler  zuzuführen ,  so  muss  wenigstens  gezeigt  werden ,  wie 
man  den  Inhalt  der  Fundamenta  nova  elc.  Jacobi's  mit  so  eminenter  Kürze 
aus  diesen  Functionssätzen  entwickeln  kann.  Ein  Buch  dieser  Art  zu 
schreiben  würde  der  Verfasser  jedenfalls  ausserordentlich  befähigt  sein; 
aber  die  erste  Anforderung  neben  Klarheit  wäre  Kürze. 

Halle  a./S.,  im  Mai  1866.  G.  Roch. 


Das  Dirichlet'sehe  Princip  in  seiner  Anwendung  auf  die  Riemann'schen 

Flächen.     Von  Dr.  C.  Neumann,   ordentlicher   Professor   an   der 

Universität  Tübingen.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1866. 

Im  Anschluss  an  seine   ,,  Vorlesungen  über  Rie man n's  Theorie  der 

AbeTschen  Integrale**    hat  Professor  C.  Neumann  eine  kleinere  Schrift 

unter  dem  obigen  Titel  erscheinen  lassen. 

Im  ersten  Abschnitt  werden  nur,   nach  dem  Ausdruck  des  Verfassers, 
Elementarflächcn  betrachtet;  hierbei  sind  die  Beweisführungen  Riemann's 
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fast  genau  in  unagekebrtem  Gedankengange  vorgeführt.  ZnnScliat  wird 
gezeigt,  dass  auf  Kreisflächen  eine  Function  immer  den  Bedingungen  aaf 
p.  8  gemäss  bestimmt  werden  kann.  Dann  wird  gezeigt,  dass  es  mir  eine 
solche  Function  giebt  und  zuletzt,  dass  nur  diese  eine  Function  n(ü)  (in 
der  Bezeichnung  des  Verfassers)  zum  Minimum  macht.  Zu  tadeln  ist,  dass 
der  Verfasser  so  häufig  ohne  Grund  andere  als  Bie  man  nasche  Bezeich- 
nungen wählt. 

Diese  Umkehrung  des  Gedankenganges  von  Kiemann  hat  einen 
Vortheil.  Riemann  geht  vom  Minimum  y on  Sl{a)  [entsprechend  i7(a)] 
aus.  Dazu  muss  vorausgesetzt  werden,  dass  es  überhaupt  stets  Functionen 
a  giebt,  welche  Sl{a)  endlich  lassen.  Dies  ist  an  und  für  sich  nicht  evi- 
dent und  ehe  dies  nicht  klar  gemacht  ist ,  kann  nicht  von  einem  Minimal- 
werth  von  Sl(a)  oder  einem  Specialwerth  u  von  er  gesprochen  werden.  Dies 
entscheidet  sich  beim  Verfasser  von  selbst  durch  Darstellung  des  u,  welches 
Sl(u)  endlich  lässt. 

Auf  p.  13  geht  der  Verfasser  zu  beliebig  gestalteten  Elementarflächen 

über.     Hier,  oder  schon  vorher,  bei  Betrachtung  von  11(11) ^  wäre  es  wun- 

st 

schenswerth.  Einiges  darüber  zu  erwähnen,  warup  für  die  Endlichkeit  von 
n(ü)  nur  die  Stetigkeit  von  ü  (im  Sinne  von  p.  46  der  Vorlesung),  nicht 
aber  die  der  Differentialquotienten  1.  Ordnung  verlangt  ist.  Bei  der  vom 
Verfasser  am  genannten  Orte  gegebenen  Definition  von  Stetigkeit  büssen 
nämlich  möglicherweise  längs  ganzer  Linien  oder  in  einzelnen  Punkten  die 
ersten  Differentialquotienten  ihren  Sinn  ganz  ein,  ohne  unendlich  zu  wer- 
den und  es  müsste  erwähnt  werden,  dass  die  Grösse  i7({7)  trotzdem  einen 
bestimmten  Werth  behält. 

Alsdann  wäre  noch  wünschenswerth ,  die  Existenz  von  Functionen  ü 
zu  beweisen,  die  in  einer  beliebigen  Fläche  im  Neumann'schen  Sinne 
stetig  sind  und  überall  endliche  erste  Differentialquotienten  besitzen.  Denn 
bei  der  Neu  man  naschen  Definition  von  stetig  (siehe  Vorlesung  p.  46)  kön- 

o  TT  /i  TT 

neu  offenbar  jr-  ^^^  ;r-  unbeschadet  der  Stetigkeit  von  ü  unendlich  sein. 
dx         d  y  ® 

Daraus,  dass  die  Existenz  solcher  Functionen  für  Kreisflächen  bewiesen  ist, 

folgt  nicht  ihre  Existenz  für  beliebig  gestaltete  Flächen.     Die  Ausfüllung 

aller  dieser  Lücken  ist  sehr  einfach  und  geübteren  Lesern  dürften  sie  gar 

nicht  als  Hindemiss  des  Verständnisses  erscheinen.     Das  17,  welches  77(17) 

f 
zum  Minimum  macht,  muss  dann  nach  Neumann  die  Function  u  mit  den 

Eigenschaften  sein,  wie  sie  auf  p.  16  angegeben  sind. 

Nach  Beifügung  der  vorhin  gewünschten  Vervollständigungen  wäre, 

nach  der  Meinung  des  Keferenten ,  dieser  Beweis  vollständig  in  Ordnung 

und  müsste  namentlich   für  den  Vortrag  dem  Riem  an  naschen  vorgezogen 

werden.  oigitized  by  GoOglc 
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Referent  will  nicht  weiter  angeben,  in  welcher  Weise  diese  Sätae  auf 
beliebige  Rie'mann'sche  Flächen  übertragen  werden.  Dieser  Weg  ist  sehr 
laug  und  es  scheint  sehr  wünschenswerth ,  ihn  überflüssig  zu  machen  da- 
durch, dass  man  den  Riemann'schen  Beweis  in  seinen  Einzelheiten  wei- 
ter ausbildet. 

Halle  a./S. ,  den  22.  Mai  1866.  6.  Roch. 
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Recensionen. 

Zeitiehrift  der  österreichisohen  Qetellschaft  ftr  Meteorologie ,   redigirt 
von  C.  Jelinek  und  J.  Hahn.    1.  Bd.    No.  1—4.    Wien,  Gerold's 
Sohn,     pro  Band  4*Ä  FL 
In  dem  Prospectus  dieses  neuen  Unternehmens  heisst  es : 

„Diese  Zeitschrift  ist  bestimmt,  nicht  blos  als  eigentliches  Yereinsorgan 
zu  dienen,  sondern  die  Stelle  einer  besonderen  Fachzeitschrift  für  Meteo- 
rologie, welche  in  Deutschland  noch  fehlt,  einzunehmen.  Sie  wird  nicht 
blos  grössere  selbstständige  Aufsätze ,  die  in  das  Gebiet  der  Meteorologie 
selbst  oder  verwandter  Wissenschaften  fallen,  bringen,  sondern  eine  be- 
sondere Sorgfalt  den  neueren  Erscheinungen  im  Gebiete  der  meteorologi- 
schen Literatur  zuwenden  und  die  Leser  der  Zeitschrift  von  allen  Bestre- 
bungen und  Fortschritten  auf  diesem  Felde  in  Kenntniss  setzen.  Bedenkt 
man,  welch'  eine  reiche  Fülle  von  Material  in  den  Pnblicationen  der  ver- 
schiedenen  Observatorien  und  gelehrten  Gesellschaften  enthalten  sind, 
welche  dem  privaten  Freunde  der  Meteorologie  in  der  Regel  ganz  unzu- 
gänglich bleiben ,  so  dürfte  es  keine  undankbare  Aufgabe  sein ,  in  fortlau- 
fenden, eingehenden  Besprechungen  der  neueren  Leistungen  auf  dem  Ge- 
biete der  Meteorologie  ein  Gesaromtbild  des  gegenwärtigen  Zustandes  die- 
ser Wissenschaft  zu  bieten. 

„Die  Zeitschrift  der  österreichischen  meteorologischen  Gesellschaft 
wird  daher  enthalten 

1.  Aufsätze  oder  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Meteorologie 
oder  über  die  Beziehungen  der  Meteorologie  zu  anderen  Wissen- 
schaften und  zu  Fragen  des  praktischen  Lebens; 

2.  kleinere  Mittheilungen  und   unter  diesen  einerseits   fortlaufende 
Literaturberichte,  andererseits  Mittheilungen  von  der  k.  k.  Cen- 
tralanstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus   und   den  Sta- 
tionen des  österreichischen  Beobachtungssystemes ,   endlich  eine- 
Uebersicht  über  den  Verlauf  der  Witterung  in  Europa   im    All- 
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gemeinen  und  insbesondere  in  Oesterreich  in  der  dem  Erscheinen 
der  betreffenden  Nummer  zunächst  vorhergegangenen  Zeit; 
3.  die  eigentlichen  Vereinsnachrichten. 

„Bereits  haben  einige  der  hervorragendsten  Gelehrten,  wie  Dove, 
Lamont,  Mühry,  Kuhn  (in  München),  Prestel  u.  A.  ihre  Unterstütz- 
ung zugesagt,  in  Wien  kann  die  junge  Zeitschrift  auf  die' Mitwirkung  der 
Mitglieder  der  meteorologischen  Gesellschaft,  namentlich  auf  jene  der 
Herren  Fritsch,  Glatter,  Hann,  Jelinek,  Kuhn,  v.Littrow,  Lo- 
renz, Pisko,  Pohl,  Schrötter,  Simony,  Suess,  v.  Vivenot, 
Weiss  u.  A.  zählen  und  es  ist  nicht  zu  zweifeln,  dass  die  neue  Zeitschrift, 
die  einem  wirklich  gefühlten  Bedürfnisse  abzuhelfen  bestimmt  ist,  sich 
Freunde. in  weiten  Kreisen  erwerben  werde.  Die  Redaction  haben  die 
Herren  Prof.  C.  Jelinek,  Director  dor  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteoro- 
logie und  Erdmagnetismus,  und  Prof.  Julius  Hann  übernommen. 

„Die  Zeitschrift  erscheint  in  zwanglosen  Lieferungen ,  die  Nummer  in 
der  Regel  zu  einem  Bogen;  24  Nummern  bilden  einen  Band." 

Der  Inhalt  der  vier  bis  jetzt  erschienenen  Nummern  ist  folgender. 

No.  1.  Jelinek,  die  Gründung  der  österreichischen  Gesellschaft  fiir 
Meteorologie.  Mühry,  die  Wind-  und  Regenverhältnisse  Arabiens.  Klei- 
nere Mittheilnngen :  Correspondenzen ;  neue  Psy.chrometertafeln ;  zur  Frage 
über  die  Höhengrenze  des  Nordlichts;  überraschende  Wirkungen  der  tro- 
pischen Sonne.  —  No.  2.  Mühry-,  die  Wind-  und  Regenverhältnisse  Ara- 
biens (Fortsetzung  und  Schluss).  Kleinere  Mittheilungen:  Wüsten  und 
Steppen  als  meteorologisch  begründete  Erscheinungen;  Einfluss  der  Luft- 
feuchtigkeit auf  die  Erwärmung  besonnter  Körper;  Feuerkugel  zu  Tar- 
nopol;  Literaturbericht;  Vereinsnachrichten.  —  No,  3.  Simony,  über  kli- 
matische Oasen  in  den  Alpen.  Kleinere  Mittheilungen :  Correspondenzen ; 
Staubfall  in  Kärnthen  und  Rom;  neuer  Beitrag  zur  klimatischen  Kenntniss 
höherer  südlicher  Breiten;  magnetische  Declination  zu  Lölling  in  Kärn- 
then; Witterungsübersichi  der  letzten  drei  Wochen;  Lehrbücher  der  Me- 
teorologie; Personalnachrichten.  —  No.  4.  Simony,  über  klimatische 
Oasen  in  den  Alpen  (Fortsetzung  und  Schluss).  Jelinek,  Wiederheraus- 
gabe der  Jahrbücher  der  k.  k.  Centralanstalt  für  Meteorologie  und  Erd- 
magnetismus. Kleinere  Mittheilungen:  Die  Kälte  im  Mai;  Sturmsignale  an 
der  hannoverischen  Küste;  meteorologische  Gesellschaft  in  Nizza. 

Mit  diesen  durchaus  interessanten  Aufsätzen  hat  die  neue  Zeitschrift 
einen  glücklichen  Anfang  genommen;  wir  wünschen  ihr  von  Herzen  die 
lebhafte  Unterstützung  des  schreibenden  sowie  des  lesenden  Publicums 
und  damit  zugleich  ein  fröhliches  Gedeihen. 
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Compendinm  der  Planunetrie  und  Stereometrie»  nach  Legendre  für  den 
Schnlgebranch  bearbeitet  von  Dr.  C.  Hechel.  2.  Aufl.  Beval, 
F.  Kluge  1865.  ^ 
Das  vorliegende ,  ans  zwei  kleinen ,  durchschnittlich  je  70  Seiten  zäh- 
lenden Heften  bestehende  Compendium  scheint  seine  Entstehung  dem  Um- 
stände zu  verdanken,  dass  in  Russland  und  namentlich  in  den  Ostseepro- 
vinzen  die  Geometrie  Legendre's  als  Lehrbuch  sehr  beliebt  und  an  vielen 
Unterrichtsanstalten  eingeführt  ist.  So  sehr  nun  auch  jeder  Mathematiker 
den  Scharfsinn  bewundert,  welchen  Legendre  an  vielen  Stellen  seines  be- 
rühmten Werkes  entwickelt,  so  wird  andererseits  unter  den  praktischen 
Schulmännern  Deutschlands  ohne  Zweifel  die  Ueberzeugung  bestehen,  dass 
sich  jenes  Werk  zum  Schulgebrauche  nicht  eignet,  für  den  es  offenbar  auch 
nicht  geschrieben  wurde.  Diese  Thatsachen  berechtigten  allerdings  den 
Herausgeber  zu  der  vorliegenden  Bearbeitung,  in  welcher  Alles  weggelas- 
sen ist,  was  den  gewöhnlichen  Kreis  des  Schulunterrichts  überschreitet,  und 
worin  gleichzeitig  manche  schwierige  Partieen  des  Originals  durch  fass- 
lichero  Betrachtungen  ersetzt  sind.  Freilich  geht  damit  auch  ein  guter 
Theil  von  den  Eigenthümlichkeiten  des  Legendre^schen  Werkes  verloren, 
und  so  entsteht  aus  Bruchstücken  von  Legendre^s  altgnechischer  Denkweise 
und  aus  einigen  Zuthaten  moderner  Pädagogik  doch  eigentlich  nur  ein  hal- 
bes Wesen,  das  kaum  eine  äusserliche,  gewiss  aber  keine  innere  Berech- 
tigung  zur  Existenz  hat. 

Stereometrisohe  Aufgaben  nebst  ilnraii  AtifHtaungen,  für  den  Gebrauch  in 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  C.  Hechel.  2  Hefte, 
Reval,  F.  Kluge. 
Die  hier  behandelten  Aufgaben  beziehen  sich  meisten theils  auf  die 
Berechnung  von  Linien ,  Flächen  -  und  Körperinhalten ,  welche  gegebenen 
Bedingungen  genügen  sollen ,  sie  betreffen  also  die  eigentliche  Ausmessung 
stereometrischer  Gebilde.  Ihre  Oesammtzahl  ist  nicht  unbedeutend ,  näm- 
lich =::  1020  und  gruppirt  sich  folgendermaassen :  1.  Heft:  Würfel  (No.l— 32), 
Parallelepiped  (33  — 72),  Prisma  ^ja— 114),  Pyramide  (115— 226),  Abge- 
stumpfte Pyramide  (227  —  283) ,  Pyramidale  und  prismatische  Kugelhaufen 
(284  —  305),  Prismatische  Abschnitte  und  Obelisken  (306  — 342),  Cylinder 
(343—477);  2.  Heft:  Kegel  (478—576),  Abgestumpfter  Kegel  (577  —  658), 
Rotationskörper  (659 — 736),  Kugel  (737 — 892),  Kugelsegmente  und  sphäri- 
sche Figuren  (893 — 1020).  Ausser  der  Anzahl  der  Aufgaben  verdient  die 
Art  derselben  volle  Anerkennung.  Es  handelt  sich  bei  keiner  dieser  Auf- 
gaben um  ein  bloses  Zahlenbeispiel  zu  einer  bekannten  Formel,  vielmehr 
erheischt  jede  Aufgabe  die  Entwickelung  einer  neuen  Formel,  welcher  dann 
ein  Zahlenbeispiel  zur  Yeranschaulichung  beigegeben  ist.  Als  Probe  mag 
dienen: 

569.    Es  ist  die  Höhe  A=  60  und  der  Radius  r=sl2  der  Grund- 
fläche eines  geraden  Kegels  gegeben;  man  soll  den  körperlichen  !^- 
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halt  des  grössten  geraden  Cylinders  finden ,  der  sich  aus  dem  Kegel 
schneiden  lässt. 

Auflösung:  -»Är*=402l,  2386. 

Wie  hier  so  finden  sich  noch  mehrere  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima, 
auch  sind  verschiedene  Probleme  aus  der  Physik ,  Mechanik,  Geodäsie  and 
Astronomie  aufgenommen  worden.  Die  Herleitung  der  Auflösungen  ist  in 
den  Figuren  durch  Aufnahme  der  nöthigen  Hilfslinien  (ohne  weitere  Be- 
merkung  im  Texte)  angedeutet,- womit  dem  Referenten  gerade  das  richtige 
Maass  einer  Beihilfe  getroffen  zu  sein  scheint. 

Je  dürftiger  die  bisherigen  Sammlungen  stereom'etrischer  Aufgaben 
waren ,  um  so  mehr  Dank  verdient  der  Verfasser  für  seine  reiche ,  auch  ty- 
pographisch gut  ausgestattete  Gabe ,  die  hiermit  den  Schulmfinnern  warm 
empfohlen  sein  möge. 
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Recensionen. 

Die  Fettigkeittlehre,  mit  besonderer  Kücksicht  auf  die  Bedürfnisse 
des  Maschinenbaues.  Abriss  von  Vorträgen  an  der  polytectinischen 
Schule  zu  Carlsruhe  von  Dr.  F.  Grabhof.    Berlin ,  Gärtner  1866. 

Wir  begrüssen  hierin  das  erste  vollständigere  wissenschaftliche  Werk 
der  Festigkeitslehre,  oder  besser  derElasticitätslehre.  Es  soll  zwar,  wie  der 
Titel  besagt,  besondere  Kücksicht  auf  die  Bedürfnisse  des  Maschinenbaues 
nehmen,  kann  jedoch  recht  wohl  als  eine  allgemeine  Elasticitätslehre  gelten. 
Allerdings  bildet  das  Werk  nur  einen  Abriss,  da  keine  vollständigen  ma* 
thematischen  Entwickelungen,  sondern  nur  Andentungen  derselben  gegeben 
sind;  die  Principien  aber,  auf  welchen  dieseEntwickelungen  beruhen  sollen, 
sind  mit  möglichster  Vollständigkeit  und  Klarheit  besprochen,  so  dass  es 
dem  nicht  unbefKhigten  Leser  leicht  werden  wird ,  das  Fehlende  selbst  zu 
ergänzen.  Hierdurch  wurde  es  möglich,  den  bis  jetzt  enorm  angewachse- 
nen StofiP  auf  den  kleinen  Raum  von  18^Ä  Bogen  zusammenzudrängen. 

In  der  Einleitung  wird  nach  der  Definition  der  Grundbegriffe  als 
Hauptaufgabe  der  praktischen  Festigkeitslehre  hingestellt  „die  Bestimmung 
der  Dimensionen  oder  der  Belastung  eines  Körpers,  derart,  dass  in  keinem 
Punkte  und  nach  keiner  Richtung  die  Ausdehnung  gewisse  erfahrungsmässig 
zulässige  Werthe  überschreitet".  Es  wird  sodann  nachgewiesen,  dass  diese 
Ausdehnung  nach  einer  beliebigen  Richtung  sich  ausdrücken  lässt  durch  die 
Längenänderungen  und  gegenseitigen  Verschiebungen  der  gegenüberliegen- 
den Flächen  eines  kleinen  rechtwinkligen  Parallelepipedes ,  ohne  jedoch 
die  Abhängigkeit  in  Formeln  zu  entwickeln,  und  dass  sich  diese  Längenän- 
derungen und  Verschiebungen  wiederum  ausdrücken  lassen  durch  die  auf 
die  Seitenfiächen  des  Parallelepipedes  wirkenden  Kräfte  oder  Spannungen. 
Die  letzteren  werden  zerlegt  inNormalspannungeif  und  Tangential- 
spannungen  und  die  Abhängigkeit  der  Längen änderungen  von  den  Nor- 
malspannungen, sowie  der  Verschiebungen  von  den  Tangentialspannungen 
nach  dem  einfachen  Gesetze  der  Proportionalität  als  Erfahrungsgesetz  hin- 
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gestellt.  Sowohl  die  Spannungen  als  die  Längenftndeningen  nnd  Verschie- 
bungen sind  mit  kleinen  griechischen  Buchstaben  bezeichnet,  was  hätte  ver- 
mieden werden  sollen.  Nach  einer  Mittheilung  der  numerischen  Werthe  der 
Elasticitäts  -  und  Festigkeitsconstanten  wird  die  Art  und  Weise  der  Bean- 
spruchung stabförmiger  Körper  besprochen  und  diese  auf  das  System  der 
äusseren  Kräfte  für  jeden  Querschnitt  F  gegründet.  Dieses  System  wird 
zurückgeführt  auf  eine  normal  zu  F  wirkende  Kraft  J?i,  eine  in  /"wirkende 
Kraft  R^  und  zwei  Kräftepaare  Afj,  Ulf,,  deren  Momentenebene  die  Fläche  F 
und  eine  zu  F  senkrechte  Ebene  ist.  Es  werden  die  Spannungen  nnd  die 
Aenderung  der  gegenseitigen  Lage  zweier  benachbarter  Querschnitte  be- 
zeichnet, welche  jede  dieser  Grössen  i?j,7?„i(f|,^,  erzeugen.  Als  einfache 
Fälle  werden  diejenigen  hingestellt,  bei  welchen  von  den  vier  Grössen  nur 
eine  vorhanden  ist  oder  wenigstens  nur  eine  einen  wesentlichen  Einflnaa 
hat,  nämlich  Zug-  und  Druckfestigkeit  {Ri)%  Biegungsfestigkeit 
(iKfi),  Schubfestigkeit  {R^  und  Drehungsfestigkeit  (ilf^). 

Im  I.  Kapitel  wird  die  Zug-  und  Druckelasticität  und  Festig- 
keit in  der  gewöhnlichen  Weise  behandelt,  dabei  auch  die  speciellenEegeln 
für  Drähte,  Seile  |jnd  stehende  Zapfen  aufgestellt* 

Das  IL  Kapitel  behandelt  dieBiegungs-Elasticität  undFestig- 
keit  und  zwar  für  gerade  stabförmige  Körper.  Zunächst  werden  die  Aus- 
dehnungen, die  Spannungen  in  Richtung  der  Aze  des  Stabes,  sowie  die 
Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  in  der  gewöhnlichen  Weise  unter 
der  Annahme  entwickelt»  dass  die  Querschnitte  auch  bei  der  Bie- 
gung Ebenen  und  zur  elastische^  Linie  senkrecht  bleiben. 
Durch  Gleichsetzung  der  in  den  von  der  neutralen  Aze  am  weitesten  ent- 
fernten Fasern  entstehenden  Zuges  und  Druckes  mit  dem  Sicherheitscoef- 
ficienten  für  Zug  und  Druck  oder  durch  Bildung  der  Alternativgleichung 

3  '        3    ~ 

wird  die  bezeichnete  Hauptaufgabe  der  Festigkeitslehre  im  Allgemeinen 
gelöst.  Es  folgen  nun  Anwendungen  auf  verschiedene  Querschnittsformen 
welche  jedoch  zu  kurz  ausgefallen  sind,  sowie  Anwendungen  auf  verschie- 
dene Unterstützungs  -  und  Belastungsweisen  der  Stäbe  von  constantem 
Querschnitte,  wobei  alsünterstützungsweisen  die  Einspaunung  eines  Endes, 
die  Unterstützung  beider  Enden,  die  Einspannung  eines  und  Unterstützung 
des  andern  Endes  und  endlich  die  gerade  und  schiefe  Einspannung  beider 
Enden  vorkommen ;  als  Belastung  wird  die  Belastung  durch  isolirte  und  gleich» 
massig  vertheilte  Lasten  angenommen,  aber  auch  dieBehandlungsweise  einer 
beliebigen  Belastung  gezeigt.  Hierbei  werden  stets  dieresultirende  Kraft  (i{,) 
und  das  Spannungsmoment  (Jl/j)  mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet,  der 
für  das  Spannungsmoment  aber  in  Parenthese  gesetzt,  z.  B.  AT,  [A],  was  des 
unbequemen  Lesens  wegen  nicht  recht  praktisch  erscheint.  Sodann  wird, 
allerdings  in  grosser  Kürze,   der  Fall  behandelt,  in  welchem  der  Stab  auf 
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mehr  als  zwei  Stütxen  liegt,  wobei  die  zuerst  von  Clapeyron  angegebene 
Methode  befolgt  wird,  zunächst  die  Spannnngsmomente  für  die  Stützen  und 
hieraus  alles  Uebrige  zu  bestimmen.  Es  wird  hierbei  nur  eine  totale  gleich- 
massige  Belastung  jedes  Feldes  vorausgfsetzt.  Vollständiger  hat  der  Herr 
Verfasser  diese  Untersuchungen  bereits  früher  veröffentlicht.  Hierauf  wird 
gezeigt,  wie  diese  Fälle  bei  variabelem  Querschnitte  zu  behandeln  sind. 
Zum  ersten  Male  erscheint  die  interessante  Behandlung  des  auf  mehr  als 
zwei  Stutzen  liegenden  Körpers  von  gleichem  Widerstände  mit  constanter 
Höhe.  Hieran  schliesst  sich  die  Ermittelung  der  Form  und  Durchbiegung 
der  Körper  von  gleichem  Widerstände  für  die  einfachsten  Fälle.  Das  Ka- 
pitel schliesst  mit  der  Behandlung  des  Falles,  in  welchem  die  äusseren  Kräfte 
nicht  in  der  Symmetrieebene  des  Körpers  wirken.  Bekanntlich  tritt  in  die- 
sem Falle,  oder  allgemeiner,  wenn  die  Kraftebene  nicht  durch  die  eine  der 
Hauptträgheitsaxen  der  Querschnitte  geht,  die  Axe  des  Körpers  bei  der 
Durchbiegung  aus  der  Kraftebene  heraus.  Zur  Bestimmung  der  Spannungen 
sind  hier  zwei  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  gegen  Drehung  aufzu- 
stellen, während  bei  symmetrischer  Lage  der  Kraftebene  eine  Gleichung  ge- 
nügt. Dieser  Fall  wird  hier  richtig  behandelt,  während  er  oft,  z.  B.  auch 
von  Reh  bann  in  seinem  bekannten  Werke,  falsch  behandelt  wurde. 

Das  in.  Kapitel  behandelt  die  zusammengesetzte  Biegungs- 
elasticität  und  Festigkeit,  d.h.  den  Fall,  in  welchem  ausser  dem 
Bieguiigsinomente  M^  auch  eine  parallel  zur  Axe  wirkende  Kraft  J?,  vorhan- 
den ist.  Es  wird  nur  der  Fall  behandelt,  in  welchem  nur  eine  zur  Axe  paral- 
lele Kraft  vorhanden  ist,  dagegen  werden  diejenigen  Fälle,  in  welchen  auch 
eine  senkrecht  zur  Axe  wirkende  Kraft  vorhanden  und  welche  in  der  Praxis 
zuweilen  vorkommen,  unbeachtet  gelassen.  Zunächst  wird  der  einfache 
Fall  betrachtet,  dass  der  Abstand  der  Kraft  von  der  Axe  oder  ihreExcentri- 
cität  gegen  die  Durchbiegung  sehr  gross  ist,  so  dass  das  Biegungsmoment  M 
als  unabhängig  von  der  Biegung  betrachtet  werden  kann.  Sodann  derjenige 
Fall,  dass  dieExcentricität  nicht  gegen  die  Durchbiegung  zu  vernachlässigen 
Ist,  wobei  also  der  Aufstellung  der  Festigkeitsbedingung  die  Bestimmung 
der  Formänderung  vorausgehen  muss.  Endlich  wird  der  durch  seine Eigen- 
thümlichkeit  bekannte  Fall,  dass  die  Kraft  in  der  Axe  selbst  wirkt,  oder  die 
sogenannte  Zerknickungsfestigkeit,  behandelt.  Die  Durchbiegung 
und  somit  die  Beanspruchung  kann  hierbei  jede  beliebige  Grösse  erreichen, 
wenn  die  Kraft  eine  gewisse  Grenze  überschreitet.  Eine  genaue  Ueberein- 
stimmung  mit  der  Erfahrung  ist  hierbei  nicht  wohl  zu  erwarten,  weil  in  Wirt- 
lichkeit die  Kraft  P  meist  eine  geringe,  jedoch  meist  sehr  unbestimmte  Ex 
centricität  hat.  Der  Verfasser  nennt  daher  diesen  Fall  eine  schwache  Seite 
der  Festigkeitslehre  und  theilt  deshalb  die  bekannten  empirischen  Regeln 
von  Hodgkinson  mit.  Diese  haben  für  verschiedene  Materialien  eine  ver- 
schiedene Form,  was  offenbar  nicht  gut  denkbar  ist,  weshalb  der  Verfasser 
eine  rationellere  empirische  Regel,  welche  für  alle  Materialien  gilt,  mittheilt. 
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Hieran  scliliesst  sich  die  Behandlung  der  einfach  gekrümmten 
stabförmigen  Körper.  Zunächst  werden  die  allgemeinen  Ausdrücko 
für  die  Spannungen  und  für  die  Yerrückungen  eines  Punktes  der  Axe  ent- 
wickelt und  hieran  einige  Beispiele  geknüpft,  nämlich  ein  kreisförmiger 
Ring  und  ein  ovaler  King  ohne  und  mit  Steg  und  ein  Schwungring  mit  Be- 
rücksichtigung des  Einflusses  der  Arme.  Das  letzte  Beispiel  bildet  ein 
Kettenhaken. 

Das  IV.  Kapitel  behandelt  die  Schub-Elastlcität  und  Festig- 
keit. Zunächst  wird  die  Beziehung  zwischen  dem  Elasticitätsmodul  E  und 
dem  Schubelasticitätsmodul  G  durch  Untersuchung  der  Formänderung  eines 
Parallelepipedes  durch  Tangentialspannungen  ermittelt,  wobei  allgemein 
angenommen  wird,  dass  bei  der  Zug-  und  Druckelasticität  eine  Verkürzung, 

bezüglich  Verlängerung  der  Querschnittsdimensionen  eintritt,   welche   — 

fft 

der  Verlängerung,  bezüglich  Verkürzung  der  Axe  des  Stabes  ist.  Es  wer- 
den die  durch  Versuche  von  Wertheim  und  Begnault  gefundenen 
Werthe  von  tn  mitgetheilt  und  darnach  vorgeschlagen,  tn  f^r  isotrope  Kör- 
per zwischen  3  und  4  anzunehmen.  Die  Entwickelung  der  Grösse  von  n» 
nach  der  Moleculartheorie,  welche  m  =  4  liefert,  wird  nicht  gegeben.  Hier- 
auf werden  die  Tangentialspannungen  t  entwickelt,  welche  bei  der  Bie- 
gungselasticität  durch  die  parallel  zum  Querschnitte  F  wirkende  äussere 
Kraft  i?2  entstehen.  Hierbei  wird  angenommen ,  dass  t  in  einer  zur  Ejraft- 
ebene  senkrechten  Geraden  des  Querschnittes  constant  sei,  ohne  welche 
Annahme  allerdings  eine  einfache  Theorie  nicht  möglich  ist.  Der  Verfasser 
beachtet  aber  nur  die  Tangentialspannung,  welche  im  Querschnitt  parallel 
zur  Kraftebene  wirkt,  vernachlässigt  aber  diejenige,  welche  senkrecht  zur 
Kraftebene  ist,  welche  letztere  allerdings  beim  rechtekigen  Querschnitte 
Null  ist,  aber  unter  Umständen  doch  von  Einfluss  sein  kann.  Hieran  schliesst 
sich  eine  gleiche  Untersuchung  für  Körper  mit  einfach  gekrümmter  Axe» 
welche  sich  hier  zum  ersten  Male  findet. 

Das  Auftreten  dieser  Tangentialspannungen  macht  es  unmöglich,  dass 
die  Querschnitte  bei  der  Formänderung  eben  bleiben,  weshalb  diese  An- 
nahme, auf  welcher  die  im  II.  Kapitel  entwickelten  Regeln  beruhen ,  als  ein 
grosser  Mangel  der  Theorie  erscheint.  Es  hätte  sich  aber  diese  Annahme, 
ohne  im  IL  Kapitel  andere  Resultate  zu  erhalten,  vermeiden  lassen. 

Zum  Schluss  wird  die  einfache  Schub-Elasticität  und  Festigkeit  bespro- 
chen, welche  insbesondere  bei  den  beispielsweise  behandelten  Nietverbin- 
dungen auftritt. 

Das  V.  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  der  Drehungs-Elasticität  und 
Festigkeit.  Zuerst  wird  die  gewöhnliche  Theorie  gegeben,  welche  die 
Annahme  macht,  dass  die  Querschnitte  unverändert,  also  auch 
eben  bleiben,  welche  aber  nur  beim  kreisförmigen  Querschnitte  zutrifft. 
Es  wird  hier  richtig  vorausgesetzt,  dass  Tangentialspannungen  auftreten, 


Literatarzeitang.  65 


s/•^•>•^^-^•^^•••y•.A/v»■./^^^^b>•^^^^ 


welche  im  Querschnitte  in  der  Bichtung  coneentrischer  Kreise  wirken  und 
proportional  dem  Radins  zunehmen.  Sodann  wird  für  beliebige,  aber  in 
Beziehung  auf  zwei  senkrechte  Axen  symmetrische  Querschnitte  eine  cov- 
rigirte  Theorie  entwickelt  und  zwar  unter  der  Annahme,  dass  die  Sym- 
metrieaxen  stets  zueinander  und  zur  Axe  des  Stabes  senk- 
rechte Geradebleibeb,  deren  Richtigkeit  sich  in  der  That  durch  eine 
genaue  Theorie  nachweisen  lässt.  Ausserdem  wird  noch  die  Annahme  ge- 
macht, dass  im  Ausdrucke  für  die  Tangentialspannung  die  Querschnitts- 
Coordinaten  nur  bis  zur  dritten  Potenz  auftreten.  Diese  Theorie  ist  für  das 
Rechteck,  die  Raute  und  die  Ellipse  angewendet  und  hiemach  eine  allge- 
meine Näherungsformel  (welche  für  die  Ellipse  richtig  ist)  aufgestellt.  Es 
wird  in  dieser  Weise  abweichend  von  der  gewöhnlichen  Theorie  das  richtige 
Resultat  gefunden,  dass  beim  Rechteck  und  der  Ellipse  die  grösste  Tangen- 
tialspannung in  dem  der  Axe  am  nächsten  liegenden  Punkte  des  Umfanges 
entsteht.  Wir  können  diese  hier  zum  ersten  Male  gegebene  Theorie,  obwohl 
sie  nur  Näherungsresultate  liefert ,  für  einen  mehr  elementaren  Curs  empfeh 
len,  da  die  anfangs  gegebene  gewöhnliche  Theorie  für  langgestreckte  Quer- 
sohnittsformen  doch  von  der  Wahrheit  zu  sehr  abweichende  Resultate  giebt. 

Die  doppelt  gekrümmten  stabformigen  Körper  werden  im  Allgemeinen 
nicht  behandelt;  nur  wird  am  Schlüsse  dieses  Kapitels  eine  Nähemngs- 
theorie  der  Spiralfedern  gegeben. 

Das  VI.  Kapitel  entwickelt  die  allgemeinen  Beziehungen  zwi- 
schen den  Spannungen,  Ausdehnungen  und  Verschiebungen 
im  Innern  der  Körper,  welche  bekanntlich  zuerst  v(m  Cauchy  aufgestellt 
wurden.  Sie  sind  hier  nach  der  Darstellung  inHoltzmann's  theoretischer 
Mechanik  gegeben.  Bei  den  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen  und 
der  Formänderung  sind  nur  isotrope  Körper  berücksichtigt,  ohne  auf  die 
Moleculartheorie  einzugehen.  Dieses  Kapitel  hätte  eigentlich  den  Anfang 
des  Werkes  machen  sollen,  wodurch  dasselbe  bedeutend  an  Wissenschaft- 
lichkeit gewonnen  hätte.  Der  Verfasser  hat  dies  aus  Rücksicht  auf  die  Be- 
dürfnisse für  seinen  Unterricht  vermieden,  weil  es  ihm  darauf  ankam,  sobald 
als  möglich  zur  Begründung  der  einfachsten  Constructionsregeln  zu  ge- 
langen ,  da  die  Festigkeitslehre  und  die  Elemente  des  Maschinenbaues  in 
demselben  Semester  zum  Vortrage  kommen.  Das  ist  jedenfalls  ein  Mangel 
in  der  Organisation.  Besser  würde  es  sein,  zwei  Curse  der  Festigkeitslehre, 
einen  elementaren  und  einen  hohem  einzuführen,  wie  z.B. an  den  polytech- 
nischen Schulen  in  Dresden,  Prag  etc. 

Das  VII.  Kapitel  behandelt  die  zusammengesetzte  Elasticität 
und  Festigkeit.  Zunächst  werden  als  Ergänzung  des  vorigen  Kapitels 
die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  Spannungen  und  Formänderung  für 
den  Fall  entwickelt,  dass  Normal-  und  Tangen tialspannungen  gleichzeitig 
vorhanden  sind,  und  namentlich  die  grössten  oder  Haupt -Spannungen  und 
Ausdehnungen   ermittelt.     Hieran  scbliesi^t  sich   die  genaue  allgemeine 
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Theorie  gerader  Stab  förmiger  Körper  oder  das  von  Glebflch  erweiterte 
De  Saint-Venant *«ohe  Problem  in  der  znerst  von  C 1  e b s c b  gegebenen 
Behandlungsweise.  Es  setzt  einen  isotropen  Körper,  e'ine  gewisse  Yerthei- 
langs weise  der  äusseren  Kräfte  auf  die  Endqnerscbnttte  und  die  Abwesen- 
heit von  Kräften  voraus,  welche  auf  den  übrigen  Theil  der  Oberfläche  wir- 
ken. Hierdurch  wird  die  Znlässigkeit  der  früher  für  die  Biegungs-  und 
Drehnngsfestigkeit  entwickelten  Näheningsresultate  nachgewiesen.  Ange- 
wendet wird  diese  Theorie  auf  den  elliptischen  Querschnitt,  welcher  sich 
am  einfachsten  behandeln  lässt,  und  den  rechteckigen  Querschnitt ;  bei  letz- 
terem wäre  aber,  da  eben  eine  genaue  Theorie  gegeben  werden  soll,  eine 
grössere  Strenge  zu  wünschen.  Zuletzt  werden  einige  zusammengesetzte 
Fälle  behandelt,  nämlich  Zug  oder  Druck  und  Verdrehung,  Biegung  und 
Verdrehung,  Biegung  und  Verschiebung,  letzterer  auf  den  rechteckigen  und 
den  doppelt  T  -  förmigen  Querschnitt  angewendet. 

Den  Schluss  dieses  Kapitels  bilden  die  plattenförmigen  Körper, 
welche  hier  zum  ersten  Male  vollständiger  ]}ehandelt  werden.  Zunächst 
wird  die  genaue  Theorie  der  Kugelschalen  bei  symmetrischer  Belastung  und 
der  Umdrelinngskörper  mit  symmetrischer  Belastung  im  Allgemeinen,  bei- 
spielsweise angewendet  auf  den  Hohlcjlinder  mit  offenen  nnd  geschlossenen 
Enden  gegeben.  Diesem  schliesst  sich  die  Nähemngstheorie  der  Bohren  mit 
eingeklemmten  Enden,  der  ebenen  kreisförmigen  Platten,  der  beliebig  be- 
grenzten und  belasteten  ebenen  Platten ^  angewendet  auf  die  rechteckigen, 
gleichmässig  belasteten  Platten  an.  Hierbei  wird ,  entsprechend  der  Nähe- 
mngstheorie der  Stäbe,  die  Annahme  gemacht,  dass  eine  auf  der  mitt- 
leren Fläche  senk  rechte  Ger  ade  bei  der  Formänderung  gerade 
und  auf  der  mittleren  Fläche  senkrecht  bleibt.  Bei  den  recht- 
eckigen Platten  wäre  eine  etwas  grössere  Strenge  wünschenswerth. 

Das  VIII.  Kapitel  endlich  handelt  von  der  Arbeit  der  innern 
Kräfte,  woraufsich  die  Theorie  der  FestigkeitgegenStoss  gründet  Zunächst 
wird  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Arbeit  der  innern  Kräfte  (oder  das 
sogenannte  Clapeyron'sche Theorem)  entwickelt,  woran  sich  die  bekannte 
Theorie  des  Stosses  schliesst.  Als  Anwendung  wird  schliesslich  die  £la- 
sticität  und  Festigkeit  gegen  Stoss  bei  der  Zug-  und  Druck-,  Biegungs-  und 
Drehungs-Elasticität  gerader  Stäbe  und  der  Röhren  behandelt. 

Somit  bietet  das  Buch,  obwohl  es  nicht  Alles  erschöpft,  doch  ein  reiches 
Material  und  verdient  wegen  der  kurzen,  präcisen,  dabei  wissenschaftlichen 
und  meist  klaren  Behandlungsweise  gewiss  Empfehlung. 

Dr.  Winkler, 

Pror.  am  Polylecha.  zu  Prag. 
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HioomaehiOtrfttaniPythagorei  introd.  arithnL  librilL  rec.  RicardusHoohe. 
£ibl.  Script.  Graec.  et  Rom.  Teubn.   Lipsiae  MDCCCLXVL    XL  109. 

Seinen  biBherigen  Verdiensten  nm  den  Text  der  Arithmetik  des  Nico- 
machns  hat  Herr  Hoche  durch  die  yorliegende  Aasgabe  eine  Arbeit  ange- 
reiht, welche  in  den  Bemühungen  nach  dieser  Seite  hin  für  geraume  Zeit 
einen  Abschluss  herbeizuführen  geeignet  ist.  In  gefKlliger  Ausstattung, 
wohl  nur  wenige  Wünsche  übrig  lassender  Einrichtung  ist  die  nach  aller 
Wahrscheinlichkeit  überhaupt  jetzt  noch  mögliche  älteste  Gestalt  des  Textes 
gegeben.  Die  Ausstattung  ist  die  bekannte  der  Bibliotheca  Teubneriana,  Der 
Text  ist  nach  Kapiteln  und  Paragraphen  abgetheilt,  dazu  aber  an  der  Seite 
auch  die  Seitenzahl  der  Pariser  Ausgabe  beigefügt.  Zunächst  darunter  be- 
findet sich  dieAngabe  der  entsprechenden Abschnittedes  Joannes  Philo- 
ponus,Jamblichus,Boethius,deryonN  ob  bebekanntgegebenen  Scho- 
llen, des  Theon,  Theodorus  Protocensor,  Soterichus,  Pediaai- 
mus,  endlich  der  Schollen  der  Handschrift  (^)in  Zeitz,  also  alles  dessen,  was 
zur  Vergleichung  beigezogen  werden  kann,  innerhalb  der  Grenzen  der  H.H. 
zugänglichen  Werke.  Dass  in  diese  der  Commentar  des  Asclepius  Trallianus 
und  die  Bearbeitung  des  Thäbei  ben  Korrah  nicht  fallen  konnten ,  ist  darum 
zu  bedauern,  weil  beide  Werke  die  beste  Benutzung  wtirden  erfahren  haben. 
Die  abweichenden  Lesarten,  welche  den  unteren  Theil  der  Seiten  einneh- 
men, sind  für  die  ersten  drei  Kapitel  des  ersten  Buchs  vollständig  mitge- 
theilt,  um  das  YQrhältniss  der  Handschriften  zu  einander  deutlich  erkennen 
zu  lassen,  für  den  übrigen  Text  mit  zweckmässiger  Beschränkung  auf  das 
für  den  Text  selbst  Erhebliche.  Den  Schluss  bildet  ein  sehr  sorgjßütig  ge- 
arbeiteter Index  von  44  Seiten  und  ein  Catalogus  Auctorum, 

Dass  die  möglichst  älteste  Gestalt  des  Textes  gegeben  ist,  erhellt  aus 
der  ausführlichen  Darlegung  hierüber  in  der  Praefalio.  H.  H.  konnte  den 
sehr  guten  Codex  von  Göttingen  aus  dem  X.  Jahrhundert  hi^nutzen  und 
machte  denselben  mit  Recht  zur  Grundlage  seiner  Ausgabe.  Die  darin  yor* 
kommenden  Lücken  und  insbesondere  die  sicher  nicht  von  Nicomachus  her- 
führenden Schemata,  die  auf  S.  30,  50,  62,  71—72,  90  u.  a.  mitgetheilt,  oder 
wie  auf  S*  57  zu  Zeile  15,  angedeutet  sind,  beweisen  zwar,  dass  auch  diese 
beste  Handschrift  nicht  eine  blose  Copie  des  Werkes  des  Nicomachus,  son- 
dern eine  mit  Zusätzen  versehene  Ausgabe  desselben,  oder  doch  die  Copie 
einer  solchen  ist.  Aber  diese  Zusätze  berühren  den  eigentlichen  Text  so  we- 
nig, dass  dieser  wenigstens  als  dem  Original  möglichst  nahekommend  kann 
angesehen  werden«  Freilich  ist  dabei  nicht  zu  vergessen ,  dass  nach  der 
Ansicht  von  H.  alle  ihm  bekannt  gewordenen  Handschriften  in  2  Gattungen 
sich  scheiden,  die  er  einem  archelypus  unterordnet,  über  dessen  Differenz 
vom  Originale  nichts  zu  bestimmen  ist.  Mit  grösster  Vorsicht  hat  H.  überdies 
alle  die  Wörter,  die  er  den  späteren  Handschriften  allein  entnommen  hat  oder 
selbst  beifügte,  mit  kleineren  Lettern  drucken  lassen,  und  die  wenigen  über- 
flüssigen, wie  S.20,  Z.i7— 18;  44,21;  09,2  in  eckige  Klammern  eingeschlossen. 
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Diesem  Bericht  über  die  Arbeit  des  Herrn  Hoche  glaube  ich  folgende 
Bemerkungen  noch  beifügen  zu  sollen.  Es  ist  nicht  erwähnt,  Yon  wem  die 
Abtheilung  in  Kapitel  und  Paragraphen  herrührt;  hat  dies  H.  selbst  gethan 
so  scheint  er  mir  dies  wenigstens  auf  S.  14,  Id  nicht  glücklieb  gethan  zuhaben. 
Mit  xa^'  vnodialQsöiv  beginnt  so  sehreine  neue  Qedankenreihe,  dass  ein  neues 
Kapitel  damit  dürfte  angefangen  sein.  Die  Ueberschriften  der  Kapitel  hat 
H.  iu  die  var,  lect.  gesetzt,  und  sie  sind  auch  schwerlich  Yon  Nicomachus; 
allein  der  Grund,  der  sie  herbeigeführt  hat,  die  bequemere  Ue1)|dr8icht,  be- 
steht auch  jetzt  noch,  und  es  würden  klein  gedruckt  diese  Ueberschriften 
im  Text  nicht  stören.  Manche  Paragraphen  fem  er  sind  sehr  lang,  z.  B.  1, 
8,  10,  wodurch  man  zu  langem  Suchen  genöthigt  ist,  wie  z.B.  bei  dem  Worte 
T^taxotfro^voff,  bei  welchem  im  Index  neben  10  auch  noch  11  stehen  könnte. 
Bezüglich  der  Wortabtheilung  ist  S.  18,  Z.  16  cw-a^fpoxBQoiy  123,  16  avv- 
ovtti^oiJaav,  S.  8,  4  aber  aav-vif^  zu  finden.  Warum  femer  S.  3,  Z.  4  aur^o- 
9EoiUn;c(;  14,  2  na^^iiktpalyrnv^  26,15  ?c»-^(ovvfiov;  50,  7  avOv*ffaxovo)y,  da 
doch  s^^und  ngog  ihr  g  behalten,  letzteres  selbst  in  jtQoqtinov  (131,  10),  und 

.  als  unzertrennliche  Sylben  behandelt  werden?  —  Nach  8.  IX  schrieb  H. 
mit  dem  cod.  G.  ivag  statt  ivvdg.  Da  nun  zu  S.  52,  12  aus  G.  und  P.  ivdSog 
angeführt  ist  und  ich  S.  53,  4  statt  ivdg,  wie  H.  angiebt,  in  der  Pariser  Aus- 
gabe Ivo^  finde,  so  fragt  es  sich  vielleicht  doch,  ob  nicht  blos  eine  Ver- 
wechslung des  ivvdg  mit  iväg  =  (iovdg  der  Schreibweise  hdg  zu  Grunde 
liegt  und  diese  also  nicht  aufzunehmen  war.  —  S.  X  erklärt  sich  H.  gegen 
die  Brachbezeichnung  durch  2  Striche,  wie  j"  =  ^,  die  Hultsch  aufnahm, 
wobei  H.  sagt,  dass  er  sie  nirgends  gefunden  habe.  Sind  aber  nicht  schon 
die  2  Striche,  die  nach  dem  Zeichen  für  J  auf  S.XI,  ferner  140—150  aus  der 
Zeitzer  Handschrift  angewendet  sind,  eine  Spur  davon?  Ich  habe  übrigens 
dieselbe  Brachbezeichnung,  wie  Kult  seh,  auch  in  der  Geometrie  desPedia- 
simus,  welche  diesen  Herbst  als  Programm  erschienen  ist,  deshalb  angewen- 
det, weil. ich  sie  in  den  von  mir  benutzten  Handschriften  vorfand.  —  Im  Text 
selbst  scheint  mir  S.  12,  Z.  6  Ik  tov  seine  rechte  Stelle  nicht  zu  haben,  son- 
dern zu  schreiben  zu  sein  ix  tov  olov  (vielleicht  otoviY)  loyov  ngo%.  intx* 
VergLO,  8 — 0. — S.  13,  Z.li  könnte  fiicrig  richtiger  sein,  da  beiBoethius  uno 
medio  non  intercedente  steht.  —  S,  16  dürfte  Z.  16  vor  xaX  fiovudog  zur 
Vermeidung  einer  falschen  Beziehung  ein  Komma  stehen,  Z.  10  vor  iav  ein 
Funkt  und  Z.  20  vor  iila  ein  Komma.  —  S.  10,8  ist  nolkanXaaiaiofiivov  nur 
die  versuchte  Ausfüllung  einer  vorgefundenen  Lücke.  Diese  scheint  mir 
aber  eher  nach  i/  entstanden  zu  sein  und  zu  schreiben  toS  oxrdxig  ijy  w  ino 
lidvov  TOV  fiiaov  vif^og  iccvriv.  Was  überhaupt  die  Form  noXlanlacidistv 
neben  noXvnXaadinv  betrifft,  so  kam  erstere  vielleicht  erst  durch  die  Copisten 
in  den  Text.  S.22,  20-21  hat  die  Ausfüllung  der  Lücke  viel  Wahrscheinlich- 
keit für  sich,  vielleicht  würde  aber  die  Stelle  besser  lauten:  nk$lova  (tiv 
ydq  ivvg  td  r/ii/fiara  iv  tm  [iftiovi  f»/^C(i  (isiiova  ü  tov  ivog  Ta  SxfiriTa  iv 

Tia   ildTTovu  —  S.  25  scheinen   mir  die  Beischriflen   bei    dem  Schema 
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schwerlich  von  Nicomachas  selbst  herrührend,  mit  Ausnahme  etwa  von 
nXavog  und  fti^xog.  Sollte  H.  dieselbe  Ansicht  dadurch  angedeutet  haben, 
dass  er  diese  Stelle  des  Wortes  yvcufiove^  in  den  Index  nicht  aufnahm? 
~  S.  27,  3  ist  das  Komma  nach  iiovddog  wohl  zu  tilgen.  —  Warum  ist  S.  31 
im  Diagramm  o^  nicht  zerlegt?  —  S.  34,  6 — d  ständen  statt  der  runden 
Klammem  besser  eckige,  da  beides,  wie  S.  26,  17 — 18  dem  Vorhergehenden 
wörtlich  entnommen  ist  und  sich  so  als  späterer  Zusatz  erweist.  Zeile  10 
hat  Ast 's  Correctur  Sax^  Sv  viel  für  sich.  —  S.  35, 14  vermisse  ich  nach  bIöI 
die  Zahlen  o  xy  xol  o  fi  e,  denen  vielleicht  anderes  noch  beigefügt  war,  so 
dass  eine  ganze  Zeile  ausfiel«  —  S.  38,  0  scheint  mir  das  klein  Gedruckte 
ein  späterer  Zusatz  von  Jemand  zu  sein ,  dem  es  zu  viel  schien,  imov  auch 
vom  Menschen  gelten  zu  lassen.  Vgl.  37,  6 — 10.  —  S.  41, 1  ist  a8teiq)0Qwaa  sehr 
zweifelhaft.  Es  könnte  ovt  av  6iaq)0Q0vaa  geheissen  haben. —  S.63,4— 5  ist 
das  Kolon  nach  ydzova  durch  ein  Komma  zu  ersetzen  und  ein  Komma  nach 
6xl%Qv  anzubringen,  wenn  man  überhaupt  Unterscheidungszeichen  setzen 
will.  —  S.  69,  10  ist  xol  itp  r^g  afiq>dxBQaL  schwerlich  richtig.  Es  scheint  ein 
Wort  ausgefallen  und  vielleicht  zu  schreiben  Iv  ytvvri^üaaig  afp  IxaaTijg 
aiiq>oxiQaig,  — S.73,  9 — 10  dürfte  Nicomachus  selbst  statt  availvcTOft  vielmehr 
if  avtikv0tg  geschrieben  haben;  vergl.  74,  3.  —  S.  74,  18  sollte  wohl  rjxoi 
noXkanXaaiBmfiO(fl^  ^  nMotnkaaiBnifitQel  stehen;  vergl.  z.  B.  47,  2;  64,*  7. 
—  Woher  S.  75 ,  6  das  Femininum  in  at  yivofiBvai  ?  —  Zeile  8  und  9  sollte 
wohl  xoifg  oQovg  ot  keinoiisvoi  xgelg  xxX  stehen.  —  S.  80,  1  wird  Aomov  ist 
durch  Aomov  • . .  ^iaQ^qmcoi  S.  144,  20  gesichert,  es  dürfte  aber  auch  diese 
Stelle  im  Index  erwähnt  worden  sein.  —  S.88,  13  und  14  würde  ich  die  Aus- 
drücke xovxiaxi  xov  y,  xovxiazt  xov  g  eckig  eingeklammert  haben.  —  S.  104, 
11  und  12  scheint  nach  öwaiiBi  und  kvi^yda  ngcSxov  ausgefallen  zu  sein; 
vergl.  Zeile  16—18.  —  S.108,  17  ist  das  Kolon  zu  tilgen.  — S.  111,  14  scheint 
die  Aufnahme  von  xovxo  für  «,  das  (?.und  P.  haben,  unnöthig;  denn  das  s  ist 
nur  ungeschickt  wegen  des  vorhergehenden  nevxaxtg  e  geschriebeif  worden, 
als  ob  mit  nahv  auf  dieses  verwiesen  würde.  —  S.  1 16,  24  sollte  ovxmg  nicht 
klein  gedruckt  sein,  da  es  in  der  besten  Handschrift  sich  findet,  in  welcher 
überhaupt  nur  yaQ  fehlt  und  a  und  9  vertauscht  wurden.  —  S.  130,  20  und  21 
und  131,  2  scheinen  die  Klammem  zu  tilgen  zu  sein,  da  bei  G,  die  Lücke  in 
Folge  eines  Sprunges  von  dem  einen  xBXQiymvog  zum  zweiten  deutlich  ist 
und  131,  5  und  6  dieselbe  Umkehr  bei  nsgiacog  und  Sgxiog  angewendet  ist. — 
Sollte  S.  131,  13  nicht  ij  xgixrj  iv  xyxd^Bi  zu  schreiben  sein?  Vergl.  141,  4  und 
143,  9  und  20.  —  S.  140,  1  könnte  nach  BVQiiaBig  caÖB  oder  työs  ausgefallen 
sein.  —  S.  149,  21  scheint  das  Kolon  nach  Bazca  zu  streichen.  —  Druckfehler 
sind  auf  das  sorgfältigste  vermieden  worden ;  neben  wenigen  anderen  leicht 
zu  verbessernden,  wie  S.  50,  1;  52,24;  119,  22  sind  etwa  zu  nennen  S.  19,  15 

w 

fj  »ß  statt  0  *ßf  25  im  Diagramm  {rvi)  statt  {rv«),  31  im  Diagramp»<;p7~]7r---~.^^^ 

Digitiz;    ff   ^^^^  ^ 
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W        W  [0 

Btatt  OS         und         »e  statt         ns^  28,  l  lg  statt  iL g,  50  im  Diagramm 

Xb  statt  kß,  wenn  nicht  die  Handschrift  selbst  Ib  hat,  58  im  Diagramm, 
3.  Zeile  «^  statt  ti  und  72,  16  fi£  stal^  (iß,  beides  unter  der  gleichen  Vorans- 
setzang.  S.  109,  11  fehlt  neben  Zeile  11  die  Nummer  2.  —  S.  166  ist  bei 
dixoaxardv  8  statt  18  gedruckt.  Auf  einem  späteren  Wechsel  der  Bezeich- 
nung scheint  es  zu  beruhen ,  dass  schon  auf  S.  VI  und  dann  in  der  var. 
lect,  bald  G  bald  G^  gedruckt  ist. 

Endlich  erübrigt  noch  einiges  von  den  Problemen  zu  sagen,  welche 
den  Anhang  bilden  und  von  denen  das  1.  dem  Kvmv,  das  2.  und  3  dem  Isaak 
zugeschrieben  ist,  während  bei  dem  4.,  5.  und  6.  der  Atitor  nicht  genannt 
ist.  Das  erste  löst  die  Aufgabe  1  +  2+3  +  .. .  +  «  =  a:  und  es  ist  inter- 
essant, weil  es  zeigt,  wie  man  zu  der  Vorschrift  kam,  das  letzte  Glied  mit 
dem,  welches  zunächst  folgen  würde,  zu  multipliciren  und  das  Produkt  mit 
2  zu  dividiren.  unsere  jetzige  Bezeichnung  angewendet  ist  der  Gedanken- 
gang folgender:  Liegt  eine  ungerade  Anzahl  von  Gliedern  vor,  z.B.  2y  + 1, 
dann  ist  v  + 1  das  mittlere  Glied  und 

1  +  (2v  +  l)  =  2(v+4) 

2+      (2v)      =2(v  +  l) 

8  +  (2v  — l)  =  2(v  +  l) 

(2v  +  l)+  1  =2(v  +  l), 

also  ist  o:  =  so  oft  mal  (v  +  l)  als  die  Anzahl  der  Zahlen  beträgt,  oder 
o; :  (v  +  1)  =  (2v  +  1)  :  1  oder  a:  =  (2 v  +  1)  (v  +  l).  Das  nächste  Glied 
nach2v+  1  ist  2v  +  2, 

(2v  +  2)  =  2(v  +  l)  also 

(2y +  2)  (2y  +  2)  =  a?,  2  also  x  =  ^^'^  "*"  1)^(2^+2)^ 

Das  2.  Problem  löst  dieselben  Aufgaben  nach  den  Formen  — ^ — f-  • 

^  2  2 

und  ( — h  ~ )  'K*  In  einem  Scholion  dazu  finden  sich  die  Lösungen 

1  +  0  +  a)  +  (1  +  2«)  +  . . .  +  [l  +  (2v  —  1)  al 

__[l  +  (v-l)a]  +  [l  +  yg] 

_  ^  .2v       . 

und 

1  +  (1  +  fl)  +  (1  +  2«)  +  . . .  +  [1  +  2va]  =  2v  [1  +  va]. 

o  +  z 
Das  3.  Problem  giebt  die  Lösung  in  der  bekannten  Weise  8  =  — - — .  n. 

Das  vierte  behandelt  das  Bäthsel,  die  Ziffern  aaa  yy  bbb  {;d,  *  deren 
Summe  40  ist,  so  in  2  Gruppen  von  5  Ziffern  zu  schreiben,  dass  beide  Theile 
dieselbe  Zahl  darstellen,  und  giebt  als  Auflösung  die  Form  5  •  (i  +  1  +  3 
+  7)  =  3  .  (1  +  5  +  5  +  9).     Das  fünfte  lehrt  eine  Zahl  zwischen  7  und 
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105,  die  sich  Jemand  merkt,  aus  Mittheilniigen  über  die  Resultate  gewisser 
Operationen  zu  finden.    Das  Verfahren  des  Ausforschens  lässt  sich  aus- 

drücken  durch  --=y+--,     --=«+--.,      --.=u  +  --  und  das  Ver- 
3  3  5  5  7  7 

-,          j      T..           j       ,rt.70  +  *.21  +  c.l5  .     X  ,    .        , 

fahren  der  Losung  durch — =  /  +  — ,  wobei  a,  o,  c 

die  Zahlen  sind,  die  derjenige  sagen  muss,  der  sich  die  Zahl  gemerkt  hat. 
Bemerkenswerth  ist  hierbei,  dass  alle  Divisionen  durch  wiederholtes 
Subtrahiren  ausgeführt  werden  (^UßaUiv  an  avtov  xov  y  iadnig  iyxaQsl 
S.  152,  Z.  10)  und  die  Fingerrechnung  dabei  benutzt  wird  (Xafißavs  ry 
<sy  XHQi  Tov  0  «(i'&fio'v  S.  152,  14).  Das  6.  Problem  endlich  stellt  in  Worten 
die  Aufgabe 

2  (2  [2  (2  [2  (2x  —  250)  —  250]  —  250)  —  125]  —  125)  —  125  =  0 
und  giebt  die  Lösung  x  =  232^  ^^^  ^^^  Q=s  232-11). 

Ansbach.  Fribdlein. 
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